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第 1章

はじめに

項書換え系 (Term Rewriting System, TRS)とは、項の書き換えによって計算の過程を
表す数学的な計算モデルである。TRSは、等式を左辺から右辺への書換え規則と見るこ
とにより、自然な計算モデルを与えることができるので、関数型言語、代数的仕様のよう
な等式に基づくプログラミングや、等式論理による定理自動証明やプログラムの変換・検
証などを研究する上で重要な役割を果たしている [BP85,D87,H80]。
TRSの計算モデルとしての重要な性質に合流性と停止性があげられる。TRSが合流性
を満たしているならば、どのように書換えを行なってもその結果の一意性は保証される。
従って、合流性が保証されているTRSでは、計算順序に関わりなく効率の良い計算が可
能である。
一方、TRSが停止性を満たしているならば、書き換えによる計算は必ず終了する。TRS
をプログラムと見なせば、停止性が保証されている場合には、任意の入力に対しTRSは
必ず出力を返すことが保証される。また、停止性が保証されているTRSでは、合流性を
満たすかどうかの解析が容易になることも知られている。
しかし、TRSの停止性は一般には決定不能である [D82]。そのため、TRSが停止性を
持つための十分条件の研究が進められている [D82]。TRSの停止性を示す方法として、項
に順序をつけて証明する方法が広く用いられている。項上の順序には意味論的順序と構文
論的順序の２つがある。意味論的順序は、項の集合に整礎な領域への対応を与えることに
より、停止性を証明する。この順序では、領域の決定に人間の経験と直観を必要とする面
が大きい。また、しばしば領域として用いられる多項式集合では、多項式上での不等式を
解く必要があり、順序の判定の自動化が困難である。一方、構文論的順序では、与えら
れた関数記号上の順序を項の構造に基づいて項上の順序に拡張する。この順序は、機械的
な手続きによる二項の比較が容易であるとういう利点をもつ。このため複雑な項にも対応
でき、逆に比較の前提となる関数記号上の順序が項の構造から推定できるなど、順序判定
の自動化に有利である。構文論的順序では、単純化順序と呼ばれる諸性質を満たす順序が
停止性の証明に用いられる [D87]。そのような順序の代表的な例としては、D.Plaistedに
よる部分項経路順序（Path ofSubterm Ordering）[P78]、N.Dershowitzによる再帰経路順
序（Recursive Path Ordering）[D79]、およびP.Leacanneによる再帰分解順序 (Recursive

Decomposition Ordering）[L81]などが知られている。
AC 項書換え系（AC-TRS）は、簡略化の方向が定められない等式を含む項書換え系

（E-TRS）で、ACは結合律（Associativity）と交換律（Commutativity）を表す等式の集
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合を表す。TRSが等式を含むことで、書き換え規則として簡略化の方向が定めることが
困難な等式も取り扱うことが可能となるため、AC-TRSは自動証明システム等で広く利
用されている。
しかし、項書換え系に書換えの方向が定まらない等式が含まれると、同じ等式を両方
向に適用することで無限の書換えが可能となり、通常の TRS のような停止性は満たさ
れない [BP85]。そこで、AC-TRSでは TRS のような項と項の関係ではなく、等式によ
る同値類上での停止性を考える必要がある。つまり、s > tという関係が成立していて、
s =AC s0; t =AC t0という等式が成立しているならば、与えられた時、s0 > t0が成立する必
要がある。このような性質をACに関する適合性という。AC-TRSの停止性の証明では、
項の上での順序をACに関する適合性を満たすものに拡張する。
AC-TRSの停止性に関する研究では、順序判定の自動化が容易であるために構文論的
順序がよく用いられている。しかし、TRSの構文論的順序はAC-TRSのような同値類と
同値類の関係の比較に直接用いることはできない [BP85]。そこで、項の順序を項の同値
類上の順序へ拡張するために、平坦化が提案された [BP85]。これは、項に連続して現れ
るのAC規則の性質を持つ関数記号（AC関数記号）を縮退させ、AC規則に関する同値
類の代表元を得る変形である。このような代表元によって比較することにより、ACに関
する適合性を満たすことができる。
しかし、平坦化による変形のみでは単純化順序とならないことがわかっている [BP85]。
従来の研究では、他にいくつかの変形を組み合わせた順序を定義することにより、単純化
順序の性質を実現している。Bachmairらの分配規則による変形での APO（Associative

Path Ordering）では、関数記号の順序関係についてAC関数記号が最小等のの制限が必
要である [BP85]。また、KapurらのAC順序による疑似項のコピーおよび繰り上げ操作
との組合わせでは、APOの関数記号の制限は必要でないが、変形の過程で非決定的な手
続きを含んでいるため、コンピューターへの実装が困難である [KSZ90]。Rubioらによる
解釈操作では、項の集合から最大の順序をもつ項を選択する手続きを持つために、基本的
に項は全順序であることを仮定している [RN93]。
本研究では、平坦化と異なる視点からAC-TRSの停止性を証明するための順序を考察
するために、平坦化に代わる変形として積み上げ化を提案する。従来の平坦化では、AC
関数記号が連続で表れたときには関数記号を 1個に縮退させるため、項のAC関数記号に
関する深さに関する情報が失われていた。一方積み上げ化では、項の深さに関する情報を
最外関数の次数によって保存するので、ACに関する適合性を満たすと同時に、より効率
的な比較が期待できる。しかし平坦化の場合と同様、積み上げ化も単独では単純化順序を
満たすことがない。そのため、別の変形と組み合わせて単純化順序の性質を実現する必要
がある。本論文では単純化順序を満たすための条件について考察し、いくつかの手法を提
案する。
本論文の構成は以下のようになっている。2章では、項書換え系の基本的な定義とその
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基本的な性質である停止性について述べる。3章では、AC規則を含んだ項書換え系につ
いて述べ、その停止性と証明するための従来の手法について説明する。4章では、本研究
で提案した積み上げ化について考察し、積み上げ化を基礎とした単純化順序の実現のため
にいくつかの手法を提案する。しかしながら、本論文で提案している手法のみでは単純化
順序を実現することができない。ここでは具体的な例を示し、その原因と改良方法につい
て考察する。
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第 2章

AC規則を含む項書換え系について

2.1 項書換え系について

2.1.1 項書換え系

本節では、[BP85,D87,NST95,RN93] に準じて本稿に必要となる項書換え系、および
AC 規則に関する諸定義を与える。関数記号の集合を F = ff; g; h; � � �g、変数の集合を
V = fx; y; z; � � �g (F \ V = ;)とする。また、自然数の集合をN = f0; 1; 2; � � �gと表す。

定義 1 (項) arity : F ! Nを関数記号に対しその引数の数を与える写像とする。このと
き、項を以下のように定義する。

1. x 2 Vは項である。
2. f 2 F ; arity(f) = n で t1; � � � ; tnが項のとき、f(t1; � � � ; tn) も項である（ただし、

arity(f) = 0のとき fを定数とし、fを項とする）。

2

関数記号Fと変数Vによって構成される項の集合をT (F ;V)とし、変数が含まれない項を基
礎項といい、その集合をT (F)とする。項sのサイズ jsjを、sが定数、変数の場合は jsj = 1、
s = h(s1; � � � ; sn)の場合は jsj = 1+ js1j+ � � �+ jsnjで定める。top(h(s1; � � � ; sn)) = hによっ
て、項 sの最外の関数記号を表す。また、項 t1; � � � ; tnを要素とする多重集合を [t1; � � � ; tn]

と表す。

定義 2 (代入) 代入�は変数から項への写像である。�は f(t1; � � � ; tn) 2 T (F ;V)に対して
�(f (t1; � � � ; tn)) = f(�(t1); � � � ; �(tn))

として項から項への写像に拡張することができる。また、[x  t] によって変数 xに項 t

を代入することを表す。
2

文脈 C[ ]とは T (F [ f2g;V)の要素で2を１つ含む項である。ただし 2は Fに含ま
れない定数とする。このときC[t]はC[ ]の2を tに置き換えて得られたものを表す。

定義 3 (項書き換え系 (TRS)) 項書換え系 Rは書き換え規則の集合である。また、書換
え規則は以下の条件を満たす 2項の対 (l; r)である。
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1. lは変数ではない。
2. lで出現する変数は rでも出現する。

以下では書き換え規則 (l; r)を l ! rで表す。このとき、Rによる sから tへの書き換え
s!R tは以下のようにして定められる。
s!R t () 9l ! r 2 R;9C[ ];9�; t = C[�(l)]; s = C[�(r)]。
ここで�(l)をリデックスと呼ぶ。 2

書換え規則の集合 Rによる以下のような有限、または無限の書き換え列を、Rのリダク
ション列と定める。
s!R s1 !R s2 !R � � �

Rによる 0回以上の書換えで、sから tへの書き換え列が得られるなら s
�

!
R
tとする。ま

た、Rによる 0回以上の書き換えによって得られる項の内、Rにおけるリデックスが存在
しない項を正規形と呼ぶ。

例 4 (書換えの例) 以下のようなTRS Rが与えられたとする。

R =

8<
:

x+ 0 ! x

x+ S(y) ! S(x+ y)

S(0) + S(S(0))はRによって以下のように書き換えられる。
S(0) + S(S(0))!R S(S(0) + S(0))!R S(S(S(0) + 0))!R S(S(S(0)))

（下線部はリデックス、S(S(S(0)))がRの正規形） 2

2.1.2 AC規則を含む項書換え系

TRSの書き換え規則 s! tは、書換えが一方向にのみ行なわれる。一方、等式 s = tで
は s ! t; t! sのように両方向への書換えが可能である。このような等式の集合をEと
し、Eによる書き換えを�Eとする。また、Eによる０回以上の書換えを

�

�
E
とし、s �

�
E
tが成

立するとき s =E tと表す。

定義 5 (等式を含む項書換え系 (E-TRS)) 等式の集合 Eと、書き換え規則の集合 R'か
らなるTRSR = E [ R0を、E-TRSと表す。

2

例 6 (E-TRSの例)

R0 =

8<
:

x+ 0 ! x

x+ S(y) ! S(x+ y)
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E : x+y = y+x

とすると S(0) + S(S(0))はRによって以下のように書き換えられる。

S(0) + S(S(0)) �E S(S(0)) + S(0)!R0 S(S(S(0)) + 0)!R0 S(S(S(0)))

（下線部はR0によるリデックス）
2

TRSは、項の簡略化の方向が決まっている規則によって構成される。しかし、簡略化
の方向が決定できない等式が含まれると、通常の方法では停止性などの性質を取り扱うこ
とができない。そこで、E-TRSでは簡略化の方向が決定できない規則の集合Eと、通常
の規則の集合R0に分けて考える。

定義 7 (AC規則を含む項書換え系（AC-TRS）) 交換律および結合律を満たす関数記
号の集合をF

AC
（ただし、F

AC
� Fとする）、およびそれぞれ交換律、結合律を表す等式

の集合を
AC = ff(x; y) = f(y; x); f(x; f(y; z)) = f(f(x; y); z) j f 2 F

AC
g

とする。このとき、等式の集合としてACを用いたE-TRSをAC-TRSと定義する。 2

なお、f 2 F
AC
のとき、arity(f)は後述の平坦化、積み上げ化などの項の変形の際には

1以上の適当な値がとれるものとする [BP85]。
2つの項 s; t 2 T (F ;V) が、等式集合ACに関して s

�

�
AC

tを満たすとき、s =AC tと表記
する。このとき、sと tは結合律、交換律から作られる同値関係であることに注意する。

2.2 停止性

停止性は一般には決定不能であるが、特定のTRSに関してはその停止性を判定する方
法がいくつか提案されている。本節では構文論的順序による方法をとりあげる。

2.2.1 TRSの停止性

TRS Rが停止性を持つとは、Rによる無限のリダクション列が存在しないことである。
従って、任意の項 t から生成されるリダクション列は有限で、いつかは正規形 t0に到達
する。

例 8 (停止性を満たすTRS)

R =
n
f(a)! a

このTRS Rは停止性を持つ。 2
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例 9 (停止性をみたさないTRS)

R =
n
f (a)! f (f(a))

このTRS Rは以下のような無限の書換えが行なわれるので停止性を持たない。

f(a)!R f(f(a))!R f(f(f(a)))!R � � �

2

TRSの停止性を証明するために半順序>を用いる方法がある。半順序とは推移的、反
対称的な２項関係のことである。停止性を証明するために用いる半順序は以下の性質を満
たさなくてはならない。

定義 10 (整礎性) 集合 U 上の半順序>が整礎であるとは、U の要素による無限減少列
s1 > s2 > s3 > � � �が存在しないことである。

2

項の集合 T (F [ V)上の半順序>が任意の項 t、関数記号 f 2 Fに対し f (� � � ; t; � � �) > t

を満たすとき、部分項性を満たすという。また、任意の項 s; tおよび、任意の文脈C[ ]に
対し、s > tのときにC[s] > C[t]が成立するならば単調性を満たすという。さらに、s > t

のときに任意の代入�に対して、�(s) > �(t)が成立するならば、代入に関して閉じている
という。

定義 11 (単純化順序) 半順序>が単純化順序であるとは、単調性および部分項性を満た
し、かつ代入に閉じている場合である [D87]。 2

単純化順序を用いると、TRSの停止性に関して以下のことが言える [D87]。

定理 12 (TRSの停止性) 単純化順序>が与えられた時、TRS の任意の規則 l ! rで、
l > rが成立するなら、Rは停止性を持つ。 2

2.2.2 再帰的経路順序 (RPO)

単純化順序の代表例として再帰的経路順序 (RPO) があげられる [D78]。経路順序と
は関数記号上の順序 (precedense) による比較を項全体に再帰的に拡張した順序である。
f(s1 � � � sm) � g(t1 � � � tn)とは、f = g かつ、m = n かつ、[s1; � � � ; sm] �ms [t1; � � � ; tn] が
成立する場合である。ただし、�msは�を多重集合に拡張したものである。また、変数と
関数記号、あるいは異なる変数間には順序がつかないものとする。
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定義 13 (RPO) 関数記号上の順序を>
F
としたとき、s = f(s1 � � � sm) >RPO g(t1 � � � tn) =

t が成立するのは、以下のいずれかが成り立つ時である [D82]。

1. f >
F
g かつ 任意の jについて、s >RPO tjが成立するか

2. g >
F
f かつ ある iが存在して、si >RPO t または si � tが成立するか

3. f = g 、[s1; � � � ; sm]�RPO [t1; � � � ; tn]

2

ただし�は項に関する順序>を項の多重集合同士の比較に拡張した多重集合順序であり、
以下のように定義する。

定義 14 (多重集合順序) 項の集合T (F [ V)上の半順序>が与えられた時に、項の多重集
合M,NについてM = [s1; � � � ; sm] � [t1; � � � ; tn] = N が成立するのは以下のいずれかの
場合である [RN93]。

1. M 6= ;かつN = ; 。
2. [s1 � � � sm]の中の siと [t1 � � � tn]の中の tjについて、si = tjかつM � [si]� N � [tj ] 。
3. [s1 � � � sm]の中の siと [t1 � � � tn]の中の tj1; � � � ; tjkについて si > tj1; � � � ; si > tjkで、
かつ

(a) M � [si]� N � [tj1; � � � ; tjk] または
(b) M � [si] = N � [tj1; � � � ; tjk]。

2

また RPO の拡張として、関数記号の状態を取り入れた状態付きの再帰的経路順序（
RPOS）が知られている [RN93]。状態とは各々の関数記号の種類によって決まる順序関
係の比較の方法を表すものである。ここでは flex;multigの２つ状態が存在するとし、任
意の関数記号 fについて�(f ) 2 flex;multgとする。このとき状態付の再帰的経路順序を
以下のように定義する [RN93]。

定義 15 (状態付の再帰的経路順序（RPOS）) s = f(s1 � � � sm) >RPOS t = g(t1 � � � tn)

が成立するのは以下のいずれか成り立つ時である。

1. f >
F
g かつ 任意の jについて、s >RPOS tjが成立する。

2. g >
F
f かつ ある iが存在して、si >RPOS t または si � tが成立する。

3. f = g,�(f) = lex かつ、

(a) [s1; � � � ; sm]のある siについて、si >RPOS t または si � tのとき。 もしくは
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(b) [s1; � � � ; sm]のある iが存在して、j < iを満たす任意の tjについて sj � tjで、
si >RPOS tiを満たし、かつ [t1; � � � ; tm]の任意の tkで s >RPOS tk。

4. f = g,�(f) = multかつ、[s1; � � � ; sm]�RPOS [t1; � � � ; tn] (ただし、�RPOS は >RPOS

の多重集合への拡張である)。

2

RPO、RPOSに対して、以下の定理が成立する [D79],[RN93]。

定理 16 (RPO、RPOSと単純化順序) RPO,RPOSは単純化順序である。
2

よって、定理 16と定理 18によりRPO、RPOSと停止性について、以下のような定理
が成立する。

定理 17 (RPO、RPOSと停止性) TRS Rの任意の規則 l ! rで、l >RPO rが成立する
なら、Rは停止性を持つ。同様に、TRS Rの任意の規則 l ! rで、l >RPOS rが成立する
なら、Rは停止性を持つ [D79],[RN93]。
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第 3章

AC規則を含む項書換え系の停止性について

3.1 AC規則を含んだ場合への適用

本章では、AC-TRSの停止性に関する諸性質と従来までの研究について述べる。
等式を含んでいるAC-TRSは、通常のTRSのような停止性を持たない。それは等式の
みを適用することにより無限の書換えが可能なためである。そこでAC-TRSでは項から
項への書換えではなく、AC規則から作られる同値類から同値類への書換えと見なして停
止性について考察する。
一般の TRS Rでは、任意の項 s 2 T (F [ V)が、以下のような無限リダクション列を
生成しない場合に停止性を満たすと定義した。

s!R s1 !R � � � !R sn !R � � �

AC-TRS R = R0 [ ACでは、以下のように等式による書換えをリダクション列に含め、
AC規則による同値類から同値類への書換えと見なす。このとき、任意の項 sが以下のよ
うな無限リダクションを生成しない場合に停止性を満たすと定義する。

s!R0 s1
�

�
AC

s0
1
!R0 s2

�

�
AC

s0
2
� � � !R0 sn

�

�
AC

s0n !R0 � � �

AC-TRSの停止性を証明する場合にも、単純化順序の代表的な手法であるRPO（また
はRPOS）が利用可能である。しかし、RPOをAC-TRSの停止性の証明に適用する時に
はACに関する同値類について考慮する必要がある。

例 18 (AC-TRSによるリダクション列へのRPOの適用) a; b 2 F ; f 2 F
AC
; x; y; z; w 2

V; f >
F
a >

F
bとする。このとき、AC-TRS R = R0 [ ACについて

R0 =

8<
:

g(f(x; f(y; z)); w) ! f(x; f(y; z))

f(b; x) ! b

とする。この規則はRPOにより、それぞれg(f(x; f(y; z)); w) >RPO f(x; f(y; z)); f(b; x) >RPO

bが成立しているので、R0は停止性を満たしている。
一方、以下のような s; tが与えられると、

8<
:

s = f(b; f(a; b))

t = f(a; f(b; b))
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s = f(b; f(a; b)) �AC f(f(b; a); b) �AC f(a; f(b; b)) = t

より、sと tはAC同値類である。また、この両者をRPOで比較すると

f(b; f(a; b)) >RPO f(a; f(b; b))

という順序がつく。このとき、u = g(f(a; f(b; b)))という項が与えられたとする。この
項にRを適用すると

g(f(a; f(b; b))!R0 f(a; f(b; b))
�

�
AC

f(b; f(a; b))!R0 b

というリダクション列が生成される。しかし、これをRPOで比較してみると

g(f (a; f(b; b)) >RPO f(a; f (b; b)) <RPO f(b; f(a; b)) >RPO b

となる。 2

整礎順序による停止性の証明では、TRS Rによる書き換えも項の順序が単調減少であ
ることを示すことによって、書換えが有限で停止することを証明する。しかし、書き換え
に等式が含まれると、両方向での書き換えが可能であるから、リダクション列を単調減少
させることは難しい。つまり、RPOを用いてR0のどの書き換え規則を順序づけることが
できても、AC-TRSについての停止性を導くことはできない。
そこで、以下のような性質を考える。

定義 19 (ACに関する適合性) s; s0; t; t0 2 T (F [ V)について s =AC s0; t =AC t0が成
立している時に

s >RPO t) s0 >RPO t0

が成立するならば、RPOはACに関する適合性をもつという。 2

AC-TRS R = R0 [ ACにおいて、R0の任意の規則がAC適合性を満たす順序によって
停止性を保証されているならば、等式に関係なくRの書き換えにおいても停止性を満た
すことが保証される。
よって、AC-TRSの停止性を証明するための順序は定理 17の拡張として以下の性質を
満たす必要がある。

定理 20 (AC-TRSの停止性条件) AC-TRS R = R0 [ ACについて、ACに関する適合
性を持つ単純化順序>が与えられたとする。このとき、AC-TRS の全ての書き換え規則
l ! r 2 R0に対して l > rならば、AC-TRSは停止性を持つ [DM79]。 2
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3.2 従来までの手法

前節で述べたACに関する適合性を満たすための手法として、平坦化と呼ばれる変形が
あげられる。

3.2.1 平坦化による変形

ACに関する適合性を満たす方法として、AC同値類の代表元へ変形して順序を定義す
る手法がある。
ある AC同値類の任意の項 s1; s2について�(s1) = �(s2) となる変形を仮定する。この
とき,

s > t , �(s) >RPO �(t)

によって、項上の順序>を定義する。すると、s =AC s0; t =AC t0ならば�(s) = �(s0); �(t) =

�(t0)より s0 > t0が成立することになり、ACに関する適合性が満たされる。このような変
形として�として、以下のような平坦化が提案されている [BP85]。

定義 21 (平坦化) 関数記号 f 2 F
AC
、項の多重集合X;Y; Z � T (F)に対し、平坦化の

変形を以下のように定義する。

f(X; f(Y ))!F l f(Z)

ここで、Z = X[Yである。ただし、X = [X1; � � � ; Xn]としたとき、f(X)はf(X1; � � � ; Xn)

を表すものとする。また、arity(f)は 1以上の適当な値をとる。 2

平坦化により、結合律に関して等しいものは同一の構造の項に変形される。また、Zを
多重集合として扱うと、交換律による変形は考慮する必要がなくなる。よって平坦化は、
ACに関する同値類の代表元を作り出す操作となる。このとき、平坦化の正規形は以下の
ような性質を持っている。

補題 22 (平坦化の一意性) 任意の項s 2 T (F [ V)に対し、Fl(s)は一意に定まる [BP85]。
2

補題より、平坦化は正規形を持つ。任意の項 tの平坦化による正規形を Fl(t)とする。

例 23 (平坦化の例) f 2 F
AC
; a; b 2 F

f(a; f(b; b))!F l f(a; b; b) Fl f(f(a; b); b)
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2

項の平坦化の正規形をRPOで比較する手法はACに関する適合性を満たすことが知ら
れている [BP85]。しかし、平坦化の正規形をRPOで比較する方法は、以下のように単調
性に関する反例が存在する [BP85]。

例 24 (単調性に関する反例) f 2 F
AC
; h 2 F ; f >

F
h、C[ ] = f(a;2) とし、

8<
:

s = f(a; a)

t = h(a; a)

とする。Fl(s) = f(a; a) >RPO h(a; a) = Fl(t) だが
8<
:

C[t] = f(a; h(a; a))

C[s] = f(a; f(a; a))

についてFl(C[t]) = f(a; h(a; a)) >RPO f(a; a; a) = Fl(C[s])となり単調性を満たさない。
2

これは s; tをRPOで比較する過程で現れるf(a; a) >RPO h(a; a) において順序のポイン
トとなる下線部の fが

f(a; f(a; a))!F l f(a; a; a)

のように平坦化の過程で縮退してしまい、順序の決定に関与できなくなってしまうことが
原因である。

3.2.2 解釈操作 (Interpretation)による手法

関数記号の集合Fに、最低の順序を持つ関数記号 f
?
（f > a > f

?
）を導入すると、平

坦化による関数記号の縮退は以下のように表現することができる。
f(a; f(a; a))!F l f(a; f?(a; a))

本来は fによって項の順序が決定されていたが、f
?
に変化したために単調性において順序

の逆転が起きていると考えられる。
f 2 F

AC
; h; a 2 F ; f >

F
h >

F
a; s = f(a; f(a; a)); t = f(a; h(a; a))とすると、上記

の表現を用いれば、
8<
:

s = f(a; f(a; a))!Fl f(a; f?(a; a))

t = f(a; h(a; a))

となる。RPOで２項を比較すると、変形前は f(a; a) >RPO h(a; a)で s >RPO tが成立し
ていたが、変形後は h(a; a) >RPO f

?
(a; a)により t >RPO sとなってしまう。そこで、そ
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のような状態を回避するため、上記の例の hのように fが f
?
に変化することにより、相

対的に順序に影響を受ける fより小さい順序の関数記号に注目する。そして、fの変化と
同様な変化を hにも起こして、順序の逆転を回避する方法が考えられている。それが解
釈操作による手法である [RN93]。
この方法は平坦化に加えて、最外の関数記号と内部の部分項の関数記号の順序に注目し
て変形を行なう方法である。ただし、関数記号の順序は全順序とする [RN93]。

定義 25 (解釈操作の規則) s 2 T (F)について、その解釈操作 I(s)を以下のように定義
する。

� 平坦化の規則を Flとする。
� 以下の規則をRIとする。

f(x1; � � � ; xm; g(t1; � � � ; tr); y1; � � � ; yn)! f(x1; � � � ; xm; tj; y1; � � � ; yn)

ただし、f 2 F
AC
; >2 F ; f �F g; m + n � 1; t1; � � � tr 2 T (F); かつ tj =

max Ift1; � � � trgとする。max Ift1; � � � ; tngは、後述する順序>Iによって t1; � � � ; tn

の中から最大の順序の項を選択する。また arity(g) = 0、すなわち gが定数 cの時
には、

f(x1; � � � ; xm; c; y1; � � � ; yn)! f (x1; � � � ; xm;?; y1; � � � ; yn)

とし、?は最小の順序の関数記号とする。

2

このような解釈操作の規則Fl[RIによって項の解釈操作を以下のように定める [RN93]。

定義 26 (解釈操作) 任意の基礎項 s 2 T (F)について、解釈操作の標準形を I(s)とする
と、I(s)は解釈操作の規則RF [ RIを次の戦略に従って適用することにより得られる。

1. 規則の適用は最左最内戦略をとる。
2. FlとRIでは Flを優先して適用する。

2

このようにして求まった I(s)は sに対して一意に決定する。さらに解釈操作の変形が同
一になった時の場合も考えて順序を以下のように定義する。

定義 27 (解釈操作を利用した順序) s; t 2 T (F) とし、s; t に Flのみを適用した標準形
をそれぞれ s0 = f(s1; � � � ; sm); t0 = g(t1; � � � ; tn) とする。また、任意の f 2 F

AC
は、

�(f ) = mult 任意の h =2 F
AC
は�(h) = lexとする。このとき s >I tが成立するのは
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� I(s) >RPOS I(t)。 または、
� I(s) = I(t) かつ

1. top(s) 2 F
AC
でかつ、[s1; � � � ; sm]�I [t1; � � � ; tn]。または、

2. top(s) =2 F
AC
でかつ、[1; � � � ;m]のある iと、j < iを満たす任意の jについて

sj =AC tjで、si >I tiを満たす。

2

解釈操作は以下の定理が成立する。

定理 28 (解釈操作を利用した順序の性質 [RN93) ]

解釈操作を利用した順序は ACに関する適合性を満たし、かつ単純化順序の性質を満
たす。

2

よって定理 20より、AC-TRS R = R0 [ACでR0の任意の規則 l ! rについて、解釈操
作を利用した順序>Iで l >I rが成立しているなら、Rの停止性が成立する。

例 29 (解釈操作による比較の例) h; a; b 2 F ; f 2 F
AC
, 関数記号の順序を a >

F
f >

F

h >
F
bとしたとき、

8<
:

s = f(a; f(a; a))

t = f(a; h(a; a))

について項の変形を行なうと

s : f(b; f (a; a))!Fl f(b; a; a)!RI
f(?; a; a)

t : f(b; h(a; a))!RI
f(?; a)

となる。従って 8<
:

I(s) = f(?; a; a)

I(t) = f(?; a)

となり、I(s) >RPOS I(t)が得られる。
2
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第 4章

積み上げ化を基本にした順序について

4.1 積み上げ化

前章の平坦化はAC適合性を満たすという利点がある反面、AC関数記号の縮退により
単調性に反例が生じる欠点があった。本研究では、AC適合性を満たす新しい変形である
積み上げ化を提案する。ただし、本章で扱う項は、断りがない限り全て基礎項とする。

4.1.1 積み上げ化について

従来までの手法では、ACに関する適合性を成立させるために、AC同値類の代表元を
生成する方法として平坦化を用いてきた。しかし、前章で示したとおり関数記号の縮退
によって、順序に矛盾が生じることが判明している。そこで本論文では、AC同値類の代
表元を生成する新しい方法として、AC関数記号の縮退に対処した積み上げ化を提案する
[NST95]。

定義 30 (積み上げ化) 関数記号 f 2 F
AC
、任意の項の多重集合X; Y � T (F)によって

積み上げ化の変形を以下のように定義する。
f(X; f(Y ))!St f(f(Z))

ここで、Z = X [ Yである。また、項 tの積み上げ化による正規形を St(t)と表記する。
f(� � � (f| {z }

n

(T )� � �)は、fn(T )（n � 1）と表記する。ここで、fnの引数は n+ 1である。 2

平坦化と積み上げ化の大きな相違点は、平坦化が内部のAC関数記号 fが変形の結果縮
退するのに対し、積み上げ化では内部に連続して現れる fを項の最外に移動し、関数記号
の出現数の情報を fの次数という形で保持している点にある。

例 31 (積み上げ化の例) f 2 F
AC
; a; b; c 2 Fとすると t = f(a; f(f(a; b); a))に対し、積

み上げ化の正規形は以下のようにして求まる。

f(a; f(f(a; b); c))!St f
2(a; f(a; b; c))!St f

3(a; a; b; c)

よって St(t) = f 3(a; a; b; c) である。
2
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積み上げ化は以下のような性質を満たす。

補題 32 (積み上げ化の正規形) 平坦化による変形は以下の２つの性質を満たしている。

1. 停止性を満たす（積み上げ化の書き換えは必ず終了する）。
2. 合流性を満たす（適用の仕方が何通りあっても、書換えが進むと同じ形に書き換え
られる）。

2

よって、積み上げ化による正規形が一意に決まる。

補題 33 (積み上げ化のACに関する適合性) s; s0; t; t0 2 T (F) が与えられ、s =
AC

s0; t =
AC

t0が成立しているときに、s > tを St(s) >RPO St(t)と定義すると

s > t) s0 > t0

が成立する。 2

<証明> 積み上げ化の定義より、積み上げ化の結果 St(s) � St(s0); St(t) � St(t0)が成
立するので、St(s) > St(t) ならば St(s0) > St(t0)が成立する。 2

積み上げ化を用いると、平坦化における単調性の反例は以下のように解消される。

例 34 (平坦化での反例への積み上げ化の適用) f 2 F
AC
; h; a 2 F , f >

F
h >

F
a; C[ ] =

f(a;2) とし、
8<
:

s = f(a; a)

t = h(a; a)

とする。ここで St(s) = f(a; a) >RPO h(a; a) = St(t) となる。このとき、
8<
:

C[s] = f(a; f(a; a))

C[t] = f(a; h(a; a))

について St(C[s]) = f2(a; a; a) >RPO f(a; h(a; a)) = St(C[t]) となり単調性を満たす。
2

この例では平坦化においては縮退した fが、積み上げ化では次数の情報として残り、順
序の決定に関与できるため単調性が成立する。
積み上げ化の性質の一つとして、積み上げ化を行なった項は行なう前の項より順序が大
きくなることがあげられる。
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補題 35 (積み上げ化の性質) 任意の項 tについて St(t) 6= tであるなら

St(t) >RPO t

が成立する。 2

例 36 (積み上げ化による順序の変化) f 2 F
AC
; a 2 F、f >

F
aとしたとき、

8<
:

t = f(f(a; a); a)

St(t) = f2(a; a; a)

より

f2(a; a; a) >RPO f(f(a; a); a)

が成立する。
2

4.1.2 積み上げ化の欠点

積み上げ化は前節の平坦化の欠点を補っているが、以下のような別の欠点を持つ。s > t

が成立していてC[s]; C[t]という項で単調性を考える場合、C[s]; C[t]の順序関係は文脈部
分 C[ ]は順序に関係せず（例えば RPOの定義のように相殺して）、s; t部分で独立に順
序が決定できることが望ましい。しかし、積み上げ化の結果文脈部分と s; tの関係が変化
してしまい、s > tの関係を独立に適用することは不可能となることがある。
例えば、例 34のC[ ] = f(a;2)に注目すると、aの上には fだけが出現している。しか
し、f(a; f (a; a))においては積み上げ化の結果

f (a; f(a; a))!St f
2(a; a; a)

となり、f2のように文脈の形自体が変化する。このようなfを一種の重み付けと解釈すると、
積み上げ化の結果aの重み付けは、C[ ]においては fであったものが、St(f(a; f(a; a))) =
f2(a; a; a)においては f2へと変化することになる。すると、単調性に関して以下のような
反例が生ずる。

例 37 (積み上げ化の単調性に関する反例 (1)) f 2 F
AC
; g; h; a 2 F、g >

F
f >

F
h >

F
a

のとき, s = h(a; f(a; a)); t = f(a; a); C[ ] = f (g(a; a);2)とする。すると
St(s) = h(a; f(a; a)) >RPO f(a; a) = St(t) だが

8<
:

St(C[s]) = f(g(a; a); h(a; f(a; a)))

St(C[t]) = St(f(g(a; a); f(a; a))) = f2(g(a; a); a; a)
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という積み上げ化が行なわれるため、
St(C[t]) = f2(g(a; a); a; a) >RPO f(g(a; a); h(a; f(a; a))) = St(C[s])

が成立して単調性を満たさない。
2

この例では文脈 C[ ]中の g(a; a)の重み付けに注目すると、s側では積み上げ化が起こ
らず重み付けが fのまま変化しないのに対し、t側では積み上げ化によって f2に変化して
いる。すると、本来は多重集合順序によって相殺されるはずの g(a; a)が、文脈の変形に
よる fの重み付けの差によって順序全体に影響を及ぼし、順序の逆転が生じていることが
わかる。

例 38 (積み上げ化の単調性に関する反例 (2)) f 2 F
AC
; g; h; a 2 F、g >

F
f >

F
h >

F
a

のとき, s = h(a; f(a; a)); t = f(a; a); C[ ] = f (a;2) とする。すると
St(s) = h(a; f(a; a)) >RPO f(a; a) = St(t) だが

8<
:

St(C[s]) = f(a; h(a; f(a; a)))

St(C[t]) = St(f(a; f(a; a))) = f2(a; a; a)

と積み上げ化が行なわれるので St(C[t]) = f 2(a; a; a) >RPO f(a; h(a; f(a; a))) = St(C[s])

となり単調性を満たさない。
2

これ例では、s内部のf(a; a)が tと部分項関係となっているため s > tが成立していた
が、積み上げ化により t側が C[ ]の aを取り込み、f(a; a; a)に変化したために部分項関
係が崩れてしまい順序の逆転が起こっている。例 37とは異なり、文脈中の要素 aが項全
体に影響をあたえるわけではないが、aが s; tの内部に取り込まれることにより、s; tの
順序を微妙に変化させてしまう。

4.1.3 反例について

補題 35より、積み上げ化は元の項よりも順序を大きくする作用がある。前節での反例
では、s >RPO tが成立している場合に単調性を考えると、C[s]で積み上げ化が起こらず、
C[t]で積み上げ化が起こっている。そのため、C[t]の順序が大きくなって、順序が逆転し
てしまう。しかし、常に順序の逆転が起こるわけではなく、逆転が生ずるためにはいくつ
かの条件が必要である。以下では、これらの条件について考察する。
まず、s; t; C[ ] = f(X;2)として、以下の条件を仮定する。

1. f 2 F
AC
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2. top(s) 6= f

3. top(t) = f

すなわち、sは文脈に関して積み上げ化が起きないが、tでは変形が起きる場合である。
次に、文脈C[ ]について反例の条件を考察する。まず、任意の項 s 2 T (F)について、

max(s)を、sに現れる関数記号の中で最大の順序を持つものとすると、以下のような補
題が成立する。

補題 39 (RPOと最大の関数記号) 任意の項 s; t 2 T (F)について、

s >RPO t! max(s) �
F
max(t)

2

補題 39より、s >RPO tが成立する時、max(s) �
F
max(t)が成立する。このとき、反

例の条件をmax(s)について以下のように場合分けする。

1. max(s) >
F
fの場合。

s; tよりも順序の大きい部分項Xi 2 Xが文脈に含まれ、積み上げ化で fの重み付け
に差がでたために順序関係が崩れる（例 (1)）。

2. max(s) = fの場合。

s内部に fを含み、tとの比較では fが順序に関与しているとする。しかし、積み上
げ化の結果 s側では積み上げ化が起こらず、t側では、積み上げ化によってXを f

以下の部分項の中に取り込んでいるために、順序が逆転する（例 (2)）。

上記の 1の重み付けと 2の取り込みは本質的には同じ現象である。
max(s) >

F
fの場合、Xの要素をXiとするとC[s]; C[t]の順序は、最終的に s; tの順序

に帰着すべきであるが、文脈にXi >RPO s; tを満たすXiが含まれると、項の順序はXiへ
の fによる重み付けで順序が決定され、s; tの情報が反映されなくなってしまう。

例 40 (反例の条件 1について) g; h 2 F ; f 2 F
AC
; g >

F
f >

F
h、s = h(S); t =

f(T ); C[ ] = f(g(X);2)とする。また、g(X) >RPO h(S); g(X) >RPO f(T )と仮定する。
すると、
St(s) > St(t) から、h(S) >RPO fn(T 0)であるが

8<
:

St(C[s]) = f(g(X); h(S))

St(C[t]) = St(f(g(X); f(T ))) = fn+1(g(X); T 0)

より
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St(C[t]) = fn(g(X); T 0)�RPO f(g(X); h(S)) = St(C[S])。

よって、単調性を満たさない。
2

max(s) = fの場合は、s内部に出現する fが tに出現する fと比較する上で対応して、
両項の f以下に出現する部分項で順序がついていた。しかし、C[t]側で積み上げ化が起こ
り、文脈中の要素Xiを f以下に取り込むために、順序の逆転が生ずる。

例 41 (反例の条件 2について) s = h(fn(S)); t = fm(T ); C[ ] = f(g(X);2); f >
F

h; f 2 F
AC
とすると、s > tより、fn(S) >RPO fm(T )が成立している。単調性について、

St(C[t]) = fn+1(X;T ) >RPO f(X;h(fm(S))) = St(C[t])

が成立するのは、RPOの定義から部分項に注目すると、fn(X;T ) >RPO h(fm(S))の場合
である。これは

fn(X;T ) >RPO fm(S)

となっていて,取り込まれたXについて、例えば n = m;X �ms Sとすると、順序の逆転
が成立する。

2

例 41が例 40と異なるのは、例 40では文脈の要素XiについてXi >RPO s; tが成立して
いるが、例 41では必ずしも成立している必要がない点である。例えば、例 40で n = m

と仮定すると、S �RPO T �RPO Xiで、かつ [Xi][ T �RPO Sという場合が考えられる。

4.2 再編化の定義と問題点

以下の節では前節の例 40,41を基にして、その解決方法について検討を行なう。現在の
ところ、上の 2つの反例に完全に対処できる手法は発見されていない。そこで現在まで考
案した手法による順序とその反例、および問題点について示す。

4.2.1 再編化

前節の例 40に注目すると、本来 s; tとは関係のない C[s]; C[t]に含まれる共通の要素
Xiに、重み付けに差がでることが問題である。そこで、原因となる要素 Xiが C[s]; C[t]

の中に共通して存在している点を利用して, C[s]; C[t]の２項を比較するときに両項の部分
項の集合からその共通部分を探せば、Xiに該当する要素が発見できる。このようなXiが
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発見できれば、fの重み付けを操作することにより、両項のXiの候補となる項への重み付
けを同一にすることが可能である。
また、例 41では、Xの取り込みが問題となっている。これは s; tとの比較の際には存
在しないC[ ]のXの要素が取り込まれているためである。そこで、積み上げ化によって
最外に集められた AC関数記号 fを部分項に再分配し、その際にXへの分配を避けるこ
とを考える。この方法を用いることにより、例 41のようなXの取り込みを回避すること
が期待できる。そこで、以下のような再編化という操作を考える。再編化は積み上げ化に
よって最外に集められた AC関数記号を、部分項へ分配して項を再構成する変形である
[NST96b]。

定義 42 (再編化) ２つの項 s = fn(s1 � � � sn+1)と t = fm(T )を比較する場合に、n > m >

0 とすると fn（s1; � � � ; sn+1）!Re f
m（fn�m（S1）; S2）。ただし、S1 [ S2 = [s1; � � � ; sn] と

し、8s1 2 S1;8t2 2 S2について、s1 �RPO t2が成立する。ただし、この s1; t2の比較で最
外の関数記号がAC関数記号で、その次数が異なる場合には s1; t2に再編化を行なって順
序を再帰的に決定する。 2

再編化は、同じ最外関数記号で次数の異なる項を比較するときに高い次数を低い次数に
合わせ、残りの次数を部分項に分配する方法である。

例 43 (再分配の例) s = h(fn(S)); t = fm(T ); C[ ] = f(g(X);2); f >
F
h; f 2 F

AC
と

すると、s > tより、fn(S) >RPO fm(T )が成立している。単調性を考えると、
8<
:

St(C[s]) = f(g(X); h(fm(S)))

St(C[t]) = fn+1(g(X); T )

C[t]に再編化を行なうと、fn+1(g(X); T )!Re f(g(X); fn(T ))となる。このときRPOで
f(g(X); h(fm(S)))と f(g(X); fn(T ))の比較を行なえば、仮定 s >RPO tより、
f(g(X); h(fm(S))) >RPO f (g(X); fn(T ))となり単調性を満たす。

2

しかしながら、この操作ではXの要素がS1に分類される可能性が高く、また、例 40で
のXiに対する重み付けの差が避けられない。また例 41に関しても、Xの要素が s; tより
も大きい順序であると、元の tの要素よりもXの要素に対して fの分配を行なうため、や
はり取り込みが起こる可能性がある。

例 44 (再編化の欠点) s = h(fn(S)); t = fm(T ); C[ ] = f(g(X);2); g >
F
f >

F
h; f 2

F
AC
とする。このとき s > tより、fn(S) >RPO fm(T )で、かつ文脈の g(X) について、

[g(X)]�RPO S �RPO Tが成立していると仮定する。すると、
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8<
:

St(C[t]) = f(g(X); h(fm(S)))

St(C[t]) = fn+1(g(X); T )

となるので、C[t] に再編化を行なうと定義より fn+1(g(X); T ) !Re f(ti; f
n(T � [ti] [

[g(X)]))が得られる。ただし、ti 2 Tで g(X) >RPO ti。
このとき、RPOで f(g(X); h(fm(S)))と f(ti; f

n(T � [ti] [ [g(X)]))の比較を行なえば、
f(ti; f

n(T � [ti] [ [g(X)])) >RPO f (g(X); h(fm(S)))となり、単調性を満たさない。
2

この例は、両項に共通した部分項に同一の重み付けを行なうという再編化の目的に反し
ている。そこで、再編化に次のような戦略を導入する。

定義 45 (差分戦略) n > m > 0 ; f 2 F
AC
とし、S; Tは任意の多重集合、ST = S \ T と

する。
fn(S)と fm(T )を比較するとき、以下の方法で比較する戦略を差分戦略という。

1. STが存在するとき

fn(S)の再編化において S2に STの要素を優先的に集める。ただし、STの要素数が
S2の要素数を上回った時は STの要素を RPOで順序づけして、順序の小さい要素
から順に ST の要素数と S2の要素数の差分だけ S1に集める。

2. STが存在しないとき

通常の再編化を行なう。

2

例 40、41の反例において原因となるXの要素Xiが S2に属すことにより例 40でのXi

への重み付けは、両項で低い方の項の次数で一致する。また例 41の取り込みの問題も、
Xiが S2に優先的に送られるので、順序の逆転を起こすようなXiが fの分配に関連するこ
とはない。
差分戦略を組み込んだ再編化を改めて以下のように定義する。

定義 46 (差分戦略を含む再編化 (Reconstruction)) >を基礎項上の全順序とする。この
ときRe(s; t; >)を s0 > t0と定める。ただし、s0; t0は以下の変形で定める。
s = fm(S); t = fn(T ); f 2 F

AC
のとき

� m � n：s0 = fm（fn�m（S1）; S2）; t0 = t。ただし、多重集合 S1; S2（それぞれ要素数
n�m+ 1; m）は Sの中から以下のように定める。
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1. s; tのそれぞれの部分項の集合 S; Tが共通部分 STをもつならば、Sを S 0 [ ST

としS 0; STのそれぞれの多重集合について順序の大きい順に並べ直す。その上
で STの順序の大きい要素を優先的にに S2側へ選択していく。

(a) STの要素数が S2の要素数を上回ったなら、順序の大きい要素から順に S2

へ選択していき、残りの要素を S1とする。
(b) STの要素数が S2の要素数を下回ったなら、S 0の要素を順序の大きい要素
から順に S1に選択し、残りの要素を S2とする。

2. 共通部分がない場合は、Sを順序の大きいものから順番に n�m+ 1個を S1に
選択し、残りを S2とする。

� m < n：s0 = s; t0 = fn(fn�m(T1); T2)は s; tを入れ換えて上と同様に変形する。

これ以外のときには s0 = s; t0 = t。
2

このような再編化を用いた再編化順序を以下のように定義する。

定義 47 (再編化順序 (RCO)) 任意の２項s; t 2 T (F)とし、St(s) = hm(s1; � � � ; sm+1); St(t) =

gn(t1; � � � ; tn+1)とする。このとき、s >RCO t を以下で定義する。

1. top(St(s)) = top(St(t)) 2 F
AC
、かつm 6= nの場合。Re(St(s); St(t); >RCO)。

2. それ以外の場合。

(a) h >
F
gの場合、[s]�RCO [t1; � � � ; tn+1]。

(b) h = gの場合、 [s1; � � � ; sm+1]�RCO [t1; � � � ; tn+1]。

(c) h <
F
gの場合、[s1; � � � ; sm+1]�RCO [t]。

2

上記の定義が曖昧な点を持たないことは、関数記号やその次数の場合分けにより簡単に
示すことができる。RCOでは、再編化が起きない場合にはRPOと同様に比較を行なう。
また、内部の部分項の比較でRCOの定義の 1の条件を満たした場合には、再帰的に再編
化が行なわれる。

補題 48 (再編化が起きないRCO) 再編化順序において再編化が起きない項の比較は、
RPOで比較することと同値である。
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例 49 (差分戦略による比較) f 2 F
AC
; g; h; a 2 F ; g >

F
f >

F
h >

F
a のとき s =

h(f(a; a)); t = f(a; a); C[ ] = f(g(a; a);2) とすると、St(s) = s; St(t) = t より
h(f(a; a)) >RCO f(a; a)。一方、C[s]; C[t]では、

8<
:

St(C[s]) = f(g(a; a); h(f(a; a)))

St(C[t]) = St(f(g(a; a); f(a; a))) = f2(g(a; a); a; a)

であるので、再編化を行ないC[t]側で fの再分配を行なう。
ここで [g(a; a); h(f(a; a))]と [g(a; a); a; a]の共通部は g(a; a)なので、再編化によって
f2(g(a; a); a; a)!Re f(f(a; a); g(a; a)) となる。よって
f(g(a; a); h(f(a; a))) >RCO f(f(a; a); g(a; a)) となり、C[s] >RCO C[t]が成立する。

2

上記の例のように、X = [g(a; a)]には両項とも fしか重み付けが行なわれていないの
で、順序の整合性を崩さない。

4.2.2 再編化順序の性質

RCOで定義される項上の順序がACに関する適合性をもつ単純化順序となるためには、
以下の性質を満たす必要がある。

1. ACに関する適合性
2. 半順序

(a) 非反射律
(b) 推移律

3. 部分項性
4. 単調性

以下では１～４についてそれぞれ考察を行なう。

補題 50 (ACに関する適合性) s =AC s0; t =AC t0; s >RCO t) s0 >RCO t0。 2

<証明> 積み上げ化の性質より、St(s) � St(s0); St(t) � St(t0) が得られるので明らか。
2

補題 51 (非反射律) 任意の項 tについて、t >RCO tは成立しない。
2
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<証明> t自身と比較すると、最外の関数記号が AC関数記号であるかどうかとは無関
係に再編化は起きない。よって最外の関数記号の定義の 2に従い、部分項同士の比較とな
る。また、部分項は一致するので、多重集合順序の定義により順序はつかない。

2

補題 52 (部分項性) t 2 T (F); C[ ] = f(x;2); Xは任意の多重集合とする。この時
C[t] >RCO t。

2

<証明> top(C[ ]) および top(t) が F
AC
に属するかどうかによって場合分けを行ない、

jtj+ jC[t]jのサイズに関する帰納法で証明する。サイズが３の時、tは定数、C[t]は関数
記号と１つの引数をもつ項であるから積み上げ化、再編化が起きないのでRPOでの比較
と同様である。よって、RPOの部分項性により成立する。
サイズが３より大きい場合、St(t)と St(C[t])について再編化が起きるかどうかについ
て場合分けを行ない証明する。

1. top(C[ ]) = top(t) = f 2 F
AC
の場合。

St(t) = fn(T ), st(C[t]) = fn+m+1(X 0; T ), tの要素数 n+ 1; X 0の要素数m+ 1とす
ると、再編化により St(C[t]) = fn+m+1(X 0; T ) ! fn(fm+1(S1); S2) に変形される。
すると、fn(T ); fn+m+1(X 0; T )に共通する要素は Tであるから、定義にしたがって
部分項集合を分類する。ただし、S1側はm + 1個、S2側は n個の要素からなるの
で、S1 = X 0 [ [ti]; S2 = T � [ti]となる。

定義より fn(fm+1(X [ [ti]); T � [ti])と fn(T )を比較すると [fm+1(X 0[ [ti]); T � [ti]]

と tの比較となる。多重集合順序の定義より、[fm+1(X 0 [ [ti])]と、[ti]の比較とな
るが、帰納法の仮定により [fm+1(X 0 [ [ti])]�RCO [ti]が成立する。

2. それ以外の場合。

St(C[t])と St(t)の間には再編化が起きないため、定義に従い部分項の比較になり、
帰納法の仮定により成立する。

2

補題 53 (単調性) 任意の項 s; t; C[ ] = f(X;2); および任意の多重集合 Xについて、
s >RCO t) C[s] >RCO C[t]。

2
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<証明> top(s); top(t); top(C[ ]) によって場合分けを行なう。ここでは特に top(s) =

top(t) = top(C[ ]) = f 2 F
AC
の場合で、St(s) = fm(S); St(t) = fn(T ); m > nのときの

証明を示す。
St(C[s]) = f l+m+1(X 0; S); St(C[t]) = f l+n+1(X 0; T ) とすると
s >RCO t の関係より [fm�n(S1)] [ S2 �RCO Tが成立する。このとき、再編化により

f l+m+1(X 0; S))! f l+n+1(fm�n(XS1); XS2)。するとS1とXS1の要素数が等しいので、再
編化の定義より S1 = XS1; [S2; X

0] = XS2 が成立する。
よってRCOの定義によって [fm�n(S1)][X

0 [ S2とX 0 [ S2の比較となり多重集合順序
により、C[s] >RCO C[t]が成立する。他の場合についても同様に示すことができる。 2

4.2.3 推移律の証明について

前節までに、ACに関する適合性、非反射律、部分項性、単調性について証明を行なっ
た。残る推移律について証明が完成すればRCOはAC適合性を満たす単純化順序である
ことが示される。
しかし、現在のところRCOは推移律が成立するかどうかが未確認である。これは、再
編化自体の推移律の証明が複雑なことに加え、差分戦略によって比較する項に共通部がど
のように存在するかなど、場合分けが非常に多岐に分かれるためである。
項 s,t,uに対し s > t、t > uとすると

1. 再編化が起こるかどうか（２項の最外のAC関数記号が一致するか）。

(a) s,t,uいずれも一致しない。
(b) s,tのみ、または t,uのみ、または s,uのみで一致。
(c) s,t,uで一致（さらに、再編化がどの項に起こるかの組合せを考える必要がある）。

2. 差分戦略が適用されるか（部分項に共通部が存在するか）。

(a) s-t間、t-u間、s-u間で全く存在しない。
(b) s-t間のみ、または t-u間のみ、または s-u間のみで存在。
(c) s-t間と t-u間、または s-t間と s-u間、または t-u間と s-u間で存在。
(d) s-t-u間で存在。

この 1と 2はそれぞれ独立の条件であり、さらにそれぞれ細かい場合分けが存在する。
例えば、1-(c)について各 s; t; uの次数を n;m; lとすれば、その大小関係によってどの項
に再編化が適用されるか決まるので、n;m; lの大小関係についての場合分けが存在する。
このような場合分けの多様さが推移律の証明を困難なものにしている。
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4.3 SDL順序の定義と問題点

前節での方法は、比較する項ごとにそれぞれの標準形が異なるために、証明が非常に繁
雑になってしまった。そこで、本節ではRPOを基本として一意な標準形が得られる変形
を検討する。

4.3.1 分離操作

再編化においては、例 40、41の反例の原因となるXを２項の共通部分から特定し、そ
の重み付けを同一にすることによって、単調性の反例を解消した。しかし、この方法では
比較する２項の組合せによって変形が異なるので、証明が複雑になってしまう。そこで反
例のXとなる項の、もう少し具体的な条件について考える。
例 40ではXが反例の原因となるのは、s; tよりもXのある要素XiがRPOで比較して
大きい場合である。そこで反例が起きる前提条件として s; tについて

� s > t

� top(s) 6= f

� top(t) = f

� f 2 F
AC

という条件が考えられる。また、Xiが s; tよりRPOで比較して大きくなるには、補題 39

より少なくともX内部に f、または fより大きい関数記号 gが含まれていなければならな
いということがわかる。gを含むXでは、RPOに従えば fの影響は gで打ち消されると考
えられる。

例 54 (gと fの関係) g; h; a 2 F ; f 2 F
AC
とし、関数記号の順序を g >

F
f >

F
h >

F
aと

する。このときg(a; a) >RPO h(a; a)である。また同様にg(a; a) >RPO f(a; f(a; � � � f(a; h(a; a)) � � �))

が成立し、fがどれだけ現れてもこの関係は変わらない。

もしXiに含まれる最大の関数記号が fの場合には、例 54とは異なりX側でも fが打ち
消されるため、fの出現数によって順序が変化する。また例 41の反例の原因とも関連す
るので、ここでは fよりも真に大きい関数記号が含まれた場合に限定して対応を考える。
gを含むXには、上記のように fによる重み付けを無くしても順序に影響を与えないこ
とから、元の項から分離させて fの重み付けを回避する方法が考えられる。

定義 55 (分離操作) t1; � � � ; tn 2 T (F),f 2 FACとする。このとき以下の操作を分離操作
と呼ぶ。

f(t1; � � � ; tn)!De [f(ti1; � � � ; tip;?); tj1; � � � ; tjq]
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ただし
[t1; � � � ; tn] =ms [ti1; � � � ; tip]

S
[tj1; � � � ; tjq]

[ti1; � � � ; tip]：内部に fより大きい関数記号が現れない項
[tj1; � � � ; tjq]：内部に fより大きい関数記号が現れる項
また f(ti1; � � � ; tip;?)に現れる?は任意の tikを置き換えたものとする。

この操作により例 40の反例の原因となるXは、fの重み付けから分離される。

例 56 (分離操作の例) f 2 F
AC
, g; h; a; b 2 F , g >

F
a >

F
f >

F
>
F
h >

F
bとする。

s = f(a; h(b; b)); t = f(g(b; b); b); u = f(b; b)それぞれに分離操作を行なうと、
8>><
>>:

s!De [f(?; h (b; b)); a]

t!De [f(?; b); g(b; b)]

u!De [f(b; b)]

4.3.2 繰り上げ化

例 41の反例について、sの内部に fが出現したとする。しかし、s側で積み上げ化が行
なわれないために順序の逆転が起こっている。これは s側で出現する fと fの間に hが存
在するため、s側では積み上げ化が行なわれないためである。
例として f 2 F

AC
; g; h 2 F , g >

F
f >

F
hA >

F
aのとき、f1(hA(f2(X)); g(f(Y ))) を

考える。ただし、f1; f2は区別をつけるため便宜上番号を振ったが、本来は両方とも fで
ある。
項の経路を考えると、もし最外の fから内部の fまでの間に g > fを満たすような gが
出現していれば、分離操作によってそのような部分項は以下のように分離される。

f1(hA(f2(X)); g(f(Y )))!De [f1(hA(f2(X));?); g(f(Y ))]

よって g(f(Y ))に現れる fはここでは考慮しない。
次に分離操作の対象外となる項に含まれる fについて考える。f1(hA(f2(X));?)に注目
すると f1 � hA � f2 という経路が現れることになる。
f1と f2の間にはhAが存在するので、構文的には積み上げ化は適用できない。しかし、意
味論的にこの部分に注目すると、２つの関数記号 f1; f2は経路上の順序の観点から f1 � f2

という構造になっていると解釈することができる。なぜなら、もし、f以上の関数記号 g

と経路上で比較すれば、g > f > hAであるから hAは順序に貢献せずに f2まで比較が進
む。また、fより小さい関数記号 hと比較するなら、f1の時点で hによる比較が終るので、
やはり hAは順序に貢献しない。よって意味論的には f1と f2は経路上は連続であり、積み
上げ化の対象と見なすことができる。このような部分を積み上げ化に関する潜在的リデッ
クスと呼ぶ。
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しかし、f >
F
hBとしたとき、f1 � hA � f2 を f � hB � f という経路と比

較する場合には、hAの情報が重要となってくる。hAは基本的には冗長な情報であるが、
他の部分の構造が等しく項の順序が hAによって決定するときには必要となる。そこで
[f1 � hA� ? ; f1 � f2] という変形を考え、潜在的リデックスと hAに関する情報を保
存する変形を考える。

定義 57 (繰り上げ化) 以下の２つの関数 lif tb; liftsを用いて繰り上げ化を表す関数 lift

を定義する。

� liftb(f; t) : fは関数記号、tは項

1. liftb(f; a) = a (a :定数)

2. liftb(f; h(t1; � � � ; tn) = h(ti1; � � � ; tik;?)

ただし、ti1; � � � ; tikは、t1; � � � ; tnのうち、最外の関数記号が fでないものとする。

また、[t1; � � � ; tn]のうち、最外の関数記号が fのものは?に置き換える。

� lifts(f; t) : fは関数記号、tは項

1. lifts(f; a) = [a] : (a :定数)

2. lifts(f; h(t1; � � � ; tn)) = [liftb(f; h(t1: � � � ; tn))][ [ti j top(ti) = f; i = 1; � � � ; n]

� lift(f; t) : fは関数記号、tは項

1. lift(f; a) = [a] : (a :定数)
2.

lift(f; h(t1; � � � ; tn)) =

8>>>>><
>>>>>:

S
lifts(f; h(p1; � � � ; pn)) (if h <

F
f)

pi 2 lift(f; ti) (i = 1; � � � ; n)

[St(h(p1; � � � ; pn)) j pi 2 lift(f; ti); i = 1; � � � ; n] (if h = f)

例 58 (繰り上げ化の例) h; a 2 F ; f 2 F
AC
とし、関数記号の順序を f >

F
h >

F
aとす

る。この時 t � f(h(f (a; a); b); f(b; b))とすると
lif t(f; f(h(f(a; a); b); f(b; b))) = lif t(f; f(h(?; b); f(b; b))) [ lif t(f; f(f (a; a); f(b; b)))

= [St(f(h(?; b); f(b; b))); St(f(f(a; a); f(b; b)))]

= [f 2(h(?; b); b; b); f3(a; a; b; b)]

例 58の下線部の潜在的リデックスは、繰り上げ化の操作によって通常の積み上げ化が可
能になる。また、f2(h(?; b); b; b)には潜在的リデックスに存在する hが現れ、hの情報を
保持している。
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4.3.3 SDL順序の定義

4.3.2で定義した分離操作と繰り上げ化を利用して以下のような変形を考える。

定義 59 (分離操作と繰り上げ化による標準形) 任意の tに対し、分離操作と繰り上げ化
による標準形 cf (t)を以下のように定義する。
まず、分離操作によって得られる項を以下のように定義する。

De(St(t)) = [hat] [BOOT

ただし、

hat :内部に top(t)より大きい関数記号を含まない項
BOOT : 内部に top(t)より大きい項を含む項の多重集合

このとき

cf (t) =

8<
:

lift(top(t); hat) [ BOOT if top(t) 2 F
AC

[t] otherwise

このような cf(t)を用いて SDL順序を以下のように定義する。

定義 60 (SDL順序) h; g 2 F ; s; t; t1; � � � ; tn; s1; � � � ; sm 2 T (F)とし、s = h(s1; � � � ; sn); t =

g(t1; � � � ; tm)。
このとき、s >SDL tを以下で定義する。

1. cf (s) = [s]かつ、f(t) = [t]の場合。

(a) h > gの場合 [s]�SDL [t1; � � � ; tm]。
(b) h = gの場合 [s1; � � � ; sn] �SDL [t1; � � � ; tm]。
(c) h < gの場合 [s1; � � � ; sn]�SDL [t]。

2. cf (s) 6= [s]または cf(t) 6= [t]の場合。

cf(s)�SDL cf(t)。

SDL順序は AC関数記号が現れない項や、分離操作、繰り上げ化のリデックスを持た
ない項の比較は、RPOと同じ手順である定義 1によって比較を行なっている。

例 61 (SDL順序による比較の例) g; h; a 2 F ; f 2 F
AC
、g >

F
f >

F
h >

F
a のとき

s = h(f(a; a)); t = f(a; a); C[ ] � f(g(a; a);2)とすると
8<
:

cf(St(s)) = [h(?); f(a; a)]

cf(St(t)) = [f(a; a)]
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より cf(St(s)) >SDL cf(St(t))。
一方、C[s]; C[t]では

8>><
>>:

cf(St(C[s])) = cf(f(g(a; a); h(f (a; a)))) = [lift(f; f(?; h(f(a; a)))); g(a; a)]

= [f(?; h(?)); f 2(?; a; a); g(a; a)]

cf(St(C[t])) = cf(f 2(g(a; a); a; a)) = [f2(?; a; a); g(a; a)]

多重集合の定義より cf(St(C[s]))�SDL cf(St(C[t]))が成立するのでC[s] >SDL C[t]。

4.3.4 SDL順序の反例

SDL順序の、単調性に関して以下のような反例が存在する。

例 62 (SDL順序の単調性に関する反例) a 2 F ; f; g 2 F
AC
、a >

F
g >

F
fとし、s =

f(g(a; a); a)、t = g(f(a; a); a); C[ ] = f (2; a)とする。
このとき

8>>>>>>>><
>>>>>>>>:

cf(St(s)) = [f(?;?); g(a; a); a]

cf(St(t)) = [g(?;?); f(a; a); a]

cf(g(a; a)) = [g(?;?); a; a]

cf(f(a; a) = [f (?;?); a; a]

より g(a; a) >SDL f(a; a)が成立するので cf(s)�SDL cf(t)。
しかし、

8>>>>>>>><
>>>>>>>>:

cf(St(C[s])) = cf(f 2(g(a; a); a; a)) = [f2(?;?;?); g(a; a); a; a]

cf(St(C[t])) = [f(?;?); g(f(a; a); a); a]

cf(g(a; a)) = [g(?;?); a; a]

cf(g(f(a; a); a)) = [g(?;?); f(a; a); a]

より g(f(a; a); a) >SDL g(a; a)が成立しているので cf (C[t])�SDL cf(S[s]) となり、単
調性に反する。

反例 62の検討は 4.4節で行なう。

4.4 積み上げ化に関する問題点について

本節ではこれまでに提案した順序の問題点について考察を行なう。
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4.4.1 これまでに提案した順序

再編化順序、SDL順序以外にこれまでに提案した順序の定義を以下に示す。

定義 63 (分配順序 (DRPO)) f 2 F
AC
; g 2 F ; g >

F
fとして、分配規則を

f(g(x; y); z)!Di g(f(x; z); f(y; z))とし、Di(t)を tの分配規則に関する正規形とする。
このとき、s >DRPO t , Di(St(s)) >RPO Di(St(t))

ただし、AC関数記号は関数記号の中で最大の順序か、または、あるAC関数記号より
大きい関数記号は、最大の順序をもつAC関数記号である。

DRPOは、Bachmairによる平坦化を基礎としたAPOを積み上げ化に置き換えた方法で
ある。

定義 64 (差分順序 (DO)) 任意の項 s; tの積み上げ化に関する正規形を、それぞれ s0 =

hn(S); t0 = gm(T )とする。また、それぞれの部分項集合についてST = S \ Tとする。こ
のとき、
s >DO t ,

1. top(s) = top(t) 2 F
AC
; n 6= mの場合。

s00 = hn(S � ST ) >DO gm(T � ST ) = t00

2. その他の場合。

(a) h >
F
gの場合、[s]�DO T。

(b) h = gの場合、 S �DO T。
(c) h <

F
gの場合、S �DO [t]。

再編化と同様に、単調性の反例の原因となる項が含まれる共通部分に注目し、両項の共
通部分を削除することでそのような項を排除している。

定義 65 (分離順序 (DPO)) f 2 F
AC
; g 2 F ; g >

F
f; C[ ]を top(C[ ]) = fを満たす文

脈としたとき、以下のような分離化を定義する。
C[g(T )]!dep [C[?]; g(T )]

文脈 C[ ]で、最外の関数記号 fから最初に現れる fよりも大きい関数記号 g を最外の
関数記号とする部分項 g(T )を、文脈から抽出する。このとき、dep(t) を tの分離化に関
する正規形とする。
このとき、
s >DPO t , dep(s)�RPO dep(t)

SDL順序の分離操作は、分離順序の分離化の発展である。
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4.4.2 積み上げ化を基礎とした順序

再編化順序、SDL順序が満たすAC適合性をもつ単純化順序の性質を、以下のように
表にした。

AC適合性 非反射律 推移律 部分項性 単調性 備考
分配順序 (DRPO) ○ ○ ○ ○ × 関数記号の順序に制限
差分順序 (DO) ○ ○ × ○ ○ 分離操作の原型
分離順序 (DPO) ○ ○ ○ ○ × 正規形は多重集合
再編化順序 (RCO) ○ ○ ？ ○ ○ 差分順序の発展
SDL順序 (SDLO) ○ ○ ○ ○ × 分離順序の発展

ただし、○：成立する×：成立しない（反例が存在する）？：未判定。
これらの順序は以下のような特徴がある。

変形の正規形 RPOとの関係 重み付けの回避手段 変形の簡便性
DRPO 存在 変形＋RPO 分配規則 容易
DO 逐次的に存在 RPOの拡張 該当する項を消去 容易
DPO 存在 変形＋RPO 該当する項を分離 やや難
RCO 逐次的に存在 RPOの拡張 AC関数記号を再分配 やや難
SDLO 逐次的に存在 RPOの拡張 該当する項の分離と変形 難

変形の正規形は、ある項に対し一意に定まる場合が「存在」、比較の各段階で正規形が
求まるものを「逐次的に存在」とした。
以下では、前節で取り上げた再編化順序と SDL順序の問題点について考察する。

4.4.3 再編化順序の問題点

再編化順序は明確な反例をもたないが、表のように推移律について証明が困難である。再
編化順序が積み上げ化によるAC関数記号の次数と、その引数について微妙な操作を加え
る。そのため、項 s = f(S); t = g(T ); u = h(U)が与えられ、それぞれ s >RCO t ,t >RCO u

という関係が成立しているとする。例えば、top(s) = top(t) = top(u) = f 2 F
AC
で、各

s; t; uの fの次数がm;n; lであった場合を考える。このとき、m;n; lの大小関係に注目す
ると、

1. m > n場合。

(a) m > n > lの場合。
(b) m > l > nの場合。
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(c) l > m > nの場合。
(d) m > n = lの場合。
(e) l = m > nの場合。

2. n > mの場合。

(a) n > m > lの場合。
(b) n > l > mの場合。
(c) l > n > mの場合。
(d) n > m = lの場合。
(e) l = n > mの場合。

3. n = mの場合。

(a) n = m > lの場合。
(b) l > n = mの場合。
(c) l = n = mの場合。

次数の場合分けが複雑なのは、次数が一致したときには再編化が起きないので、その分
だけ場合分けの組合せが増加するためである。
また差分戦略では、再編化による変形を fn+m(S)!Re f

n(fm(S1); S2)とすると、

1. ２項の部分項の集合に共通部分 STが存在しない。

2. 共通部分 STが存在する。

(a) STの要素数が n個より少ない（STは全て S2に集められる)。
(b) STの要素数が n個である。
(c) STの要素数が nこより多い（STのうち、S1に集められるものが存在する）。

という場合分けが考えられる。3項を比較する推移律の証明では、sと t、tと u、sと u

のそれぞれについて、上記の場合分けの組合せを考えなくてはならない。
さらに、次数の場合分けと差分戦略に関する場合分けは、ほぼ独立な条件で行なわれ
る。推移律の証明が困難なのは、少なくともこの２つの条件の組合せの数だけ存在するた
めである。実質的には、条件の重なる場合分けや、意味のない場合分けの組合せなども存
在するため、単純に上記の条件の組合せの数の場合分けが必要となるわけではない。しか
し、省略できる場合分けを見つけることはそれほど容易ではない。
推移律の証明の困難さを解決するには、再編化の操作をもっと単純化なものに改良して
証明を行ない易くするか、再編化の性質を考察して概括的な証明方法を考案する必要が
ある。
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4.4.4 SDL順序の問題点

例 61における反例では、単調性に問題が生じている。分離操作や繰り上げ化は、項の
内部に例 40,41のような反例の原因となるXを含んでいる場合に対処する操作である。一
方、この反例で sと tの順序に注目すると、例 40の積み上げ化の反例の前提条件に合致
しているが、s; t自身には積み上げ化が起きていない。よって、s; t内部に反例の原因と
なるXを含んでいる可能性はない。よって、このような 2項には cfによる変形を行なわ
ず、SDL順序の定義 1に従ってによって変形を行なうべきである。定義 1の比較の動作
はRPOと同一である。そこで s; tをRPOで比較すると
t = g(f(a; a); a) >RPO f(g(a; a); a) = s。
この場合、g >

F
fなので、RPOの定義から２項の比較は [g(f(a; a); a)]�RPO [g(a; a); a]

となる。s側の最外の関数記号 fは、gとの比較で消去されるので順序には関与せず、また
t側に現れる gの部分項としての f(a; a)も、順序の決定に影響している。
ところが、SDL順序の定義に従い、s; tを cfにより変形して比較を行なうと、

8>>>>>>>><
>>>>>>>>:

cf(St(s)) = [f(?;?); g(a; a); a]

cf(St(t)) = [g(?;?); f(a; a); a]

cf(g(a; a)) = [g(?;?); a; a]

cf(f(a; a) = [f (?;?); a; a]

s側では fが f(?;?),という形で多重集合に残り、t側では f(a; a)が分離されて gの部
分項であるという情報がなくなってしまい、RPOのみによる順序とは逆の結果になる。
そこで、AC関数記号を含むが積み上げ化が起こらない項 s; tを考える。cfは、単調性を
乱している可能性のある項に対して補正を行なう事を目的とした操作である。s; tは 4.3.1

節で示した反例の前提条件を満たしているので、この 2項を文脈に適用すると単調性を乱
す可能性がある。しかし、積み上げ化が起こらないということは、変形によるAC関数記
号の影響が項 s; tにはない。よって、AC関数記号は項に現れる関数記号の内の 1つとし
てしか意味を持たないので、s; t自身が単調性を乱す項とはならない。それにも関わらず
SDL順序では, 補正の必要のない項に対しても同様な変形を加えたために、整合性がとれ
なくなってしまっている。
そこで、cfの変形の条件として、積み上げ化が起こっていない項 tでは、top(t) 2 F

AC

であっても cf(t) = [t]とすれば、このような状況が回避することが期待できる。
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第 5章

まとめ

本論文では、従来までAC適合性を満たす単純化順序を構成するために用いられてきた
平坦化の問題点について考察を行ない、新しく積み上げ化を提案しその定義を行なった。
また、積み上げ化について検討を行ない、いくつかの性質を明らかにした。その結果、
平坦化で指摘されている問題点を積み上げ化が補っていることが明らかになった。また、
積み上げ化には平坦化とは別の問題点が存在することも明らかになった。そこで、AC適
合性を満たす単純化順序を構成するために積み上げ化に加えて、他の変形と組合わせるこ
とを考え、いくつかの手法を提案した。
積み上げ化が満たさない単調性について注目し、単調性を満たさない原因について検討
を行ない、その条件を明らかにした。そしてその条件を基にして、再編化、分離操作およ
び繰り上げ化という変形手法を提案し、それらの特質を検討した。
そして、再編化を基にした再編化順序と、分離操作、繰り上げ化を基にした SDL順序
をを提案した。これらの順序がAC適合性を満たす単純化順序であるかどうか確認するた
め、それぞれの順序の性質の検討を行なった。そして、それらの性質の問題点について分
析を行ない、その問題点について明らかにした。
今後、SDL順序の単調性に関して、変形の適用方法について改善してAC適合性を満
たす単純化順序を構築する必要がある。
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