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包含関係と先行関係をもつ時区間論理における

フレームの埋込み可能性

古賀 たかし　佐野 勝彦　東条 敏

本稿では，包含関係と先行関係を持つ決定可能な時区間論理を提案する．現実的な時区間を表現する論理がもつべき
基礎的な性質を考察する．その基礎的な性質として，フレームを構成する時区間が，実数軸へ写せることを要請し，
その性質をフレームの埋込み可能性として提案する．埋込み可能なフレーム・クラスは，我々の時区間論理式では特
徴づけることができないが，任意の有限フレームについて，そのフレームが埋込み可能かどうかを判定する手続きを
示す．

In this paper, we present an interval tense logic with the inclusion modality, together with the precedence

modality. We show that our interval tense logics are decidable. We also investigate the fundamental features

of logic to represent realistic temporal intervals, and among them we propose the notion of embeddability of

a frame into the time axis, by which all the intervals are mapped into the time axis. Although the class of

embeddable frames is not modally definable, we show a decision procedure whether given finite frames are

embeddable.

1 はじめに

計算機科学の様々な分野では，時間の構造を形式

的に取り扱うことが必要とされている．自然言語処

理において，動詞の時制やアスペクトを形式的に表

現する場合であったり，エージェント・モデルを構築

し，エージェントに時間関係を推論させる場合などで

ある．

時間の構造を形式的に取り扱う論理として，時間論

理 [22]が広く知られている．時間論理は，将来の可能

性を複数もつような分岐時間を表現したり，整数時間，

実数時間等を表現することができるなど，非常に強力

である [8]．しかしながら，時間の構造として，時点

のみを考える時間論理では，動詞のアスペクトやイベ
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ント (event)・状態 (state)の時間的性質を形式的に表

現することは困難であるなど，欠点も存在する [27]．

一方，時間の構造として，時点ではなく，時区間を考

える論理が提案され，これまで，多くの時区間論理が

研究されてきた．例えば，プロセス論理 [20] [21] [10]

や，Halpernと Shohamの論理 HS [11] [25]，包含関

係と先行関係を持つ時区間論理 [5] [2] [3] がある．こ

れら先行研究に影響を受けた最近の成果としては，文

献 [16] [24] [12] [14] が挙げられる．時区間論理の歴史

的動向は，文献 [1] [11] [26] [9]に詳しい．

本研究では，包含関係と先行関係をもつ時区間論

理，特に van Benthem [3]が提案した包含関係の様

相 �↑ と �↓ とをもつ時区間論理†1を扱う．
�↑ と �↓ は直観的にはそれぞれある時区間に対し

て “任意のより広い時区間” と “任意の部分時区間”

を表す．これらの様相を時間論理に加えることによ

り，van Benthem [3]はアスペクトの形式化を試み，

吉岡 [27]，Tojo [24] らは動詞の分類を試みている．

アスペクトや時制といった自然言語の意味論を形式的

†1 �↑ と �↓ は，文献 [3]では，それぞれ �up と �down

と表されている．
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に記述する研究については，吉岡 [27]が詳しく述べ

ている．

時区間論理においては，応用の観点から，任意のフ

レーム (あるいはモデル)が時間軸 (本研究では，時間

軸と実数軸を同一視する)上に整合的に写せるかどう

かが重要である．本稿では，この性質を埋込み可能性

(embeddability)として形式化する．埋込み可能性の

意義については，以下のように考えることができる．

我々が，時区間の集合と，その集合上の包含関係と先

行関係のセットを得たとき，しばしば，我々の時間に

対する直観に合うように，時間軸上に写すことができ

ない場合がある．例えば，図 1 の左側を考える．図

中，一重矢印は時間の順序関係，二重矢印は区間の包

含関係を表し，uは v に包含されること，uは sに先

行することなどが記述されている．しかしながら図 1

左の包含・先行関係は，図 1右に示すように，一直線

の時間軸上では実現不可能である．

与えられたフレームが実時間軸に還元可能である

かどうかは，計算機科学上プロセスの処理手順の問題

として重要である．例えばプロセス間の時間関係が包

含と順序の制約のみで与えられたときに，手続き順序

(時間的順序)として矛盾があって実行不可能であるの

か，あるいは一直線の処理が可能でなくとも並列処理

によって実現可能であるのか，あるいは一直線の時間

で処理が可能かなどを判定する条件を一般に獲得でき

れば大変有用であろう．時間論理の祖と言える Prior

の主張では「論理は，できる限り日常会話等に潜む

直観と関連するものでなければならない」 [28]とし，

時間関係の線形化は直観にもっとも近いものである

が，Prior自身は埋込み可能でないループをもつよう

なフレームをも研究している [22]．実際，多くの時間

論理は線形時間への埋込み可能性をもたないフレー

ムをも分析の対象としてきた．例えば，分岐時間モ

図 1 不自然なフレーム

デルの時間論理 (文献 [9]を参照)や，文献 [3] [24] [12]

で議論されている時区間論理は並列プロセスを実現

可能にするような分岐型時間も扱う枠組みになってい

る．本稿では以上を鑑み，どのような場合にフレーム

が埋め込み可能になるのかを与える指針を考察する．

本稿の主目的は，包含関係と先行関係をもつ時区

間論理のフレームの埋込み可能性についての性質を

明らかにすることである．この目的のもと，本論文を

次のように構成する．まず第 2節において第 2.1節で

は時区間論理の公理系，第 2.2節では Kripke意味論

を与え，埋込み可能なフレームの必要条件となるフ

レーム・クラスであるKT��フレームを定義する．第

3節では，応用の観点から重要となる，本時区間論理

の決定可能性を有限モデル性 (定理 1, 定理 2)を経由

して示す．第 4節で，時区間論理のフレームが充たす

べき性質を埋込み可能性として形式化し，埋め込み可

能なフレームのクラスが時区間論理で表現できない

ことを示す (定理 3)．その後，有限フレームに対して

は，そのフレームが埋込み可能かどうかを判定する

手続きが存在することを示す (定理 4)．第 5 節にお

いては，フレームの構造を精査することによって埋込

み可能性を判定できる条件を議論する．最後に，第 6

節にて本稿を総括する．

2 時区間論理KT�及びKT��

本節では，まず，包含関係と先行関係をもつ時区間

論理の論理式を定義する．次に，我々の時区間論理の

公理系と Kripke意味論を与え，埋込み可能なフレー

ムの必要条件となるフレーム・クラスであるKT��フ

レームを定義する．

2. 1 時区間論理の公理系

我々の時区間論理の言語 (language)は次からなる．

• 命題変数: p, q, r, . . . ,

• 論理演算子: ¬,∧,∨,⊃,
• 様相演算子: �↑,�↓, G,H .

• 括弧: (, ).

論理式は，通常の方法により，命題変数，論理演算

子，様相演算子，括弧から帰納的に定義されるもの

とする．以下，ギリシャ文字の小文字 (ϕ,ψ, ξ, . . . )
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で論理式を表す．PROP をすべての命題変数の集

合とし，論理式 �↑ϕ,�↓ϕ,Fϕ, Pϕ は，それぞれ

¬�↑¬ϕ,¬�↓¬ϕ,¬G¬ϕ,¬H¬ϕの略記であるとする．
様相演算子を伴う論理式は次のように解釈される．

�↑ϕ : ϕ は現時区間を包含するすべての時区間

で真となる

�↓ϕ : ϕ は現時区間のすべての部分時区間で真

となる

Gϕ : ϕ はすべての未来で真となる

Hϕ : ϕ はすべての過去で真となる

論理式の集合 Lが次の 4 条件を満たすとき，Lを

正規 (normal)な様相論理と呼ぶ．ただし， ϕ,ψ を任

意の論理式，� を �↑, �↓, G, H, のいずれかとする．

(N1) {ϕ : ϕは命題論理のトートロジー } ⊆ L

(N2) �(ϕ ⊃ ψ) ⊃ (�ϕ ⊃ �ψ) ∈ L

(N3) ϕ ∈ L かつ ϕ ⊃ ψ ∈ L ならば ψ ∈ L

(N4) ϕ ∈ L ならば �ϕ ∈ L

時区間論理 KT� は区間論理 K� と時制論理 Kt4の

融合 (fusion)である．K� は公理 (A1)から (A4)を

もつ，様相演算子 �↑, �↓ をもつ言語における，最小

の正規な論理であり，Kt4は公理 (A5)から (A7)を

もつ，様相演算子 G, H をもつ言語における，最小の

正規な論理である．したがって，時区間論理KT� は

公理 (A1)から (A7)をもつ最小の正規な論理である．

(A1) ϕ ⊃ �↑�↓ϕ

(A2) ϕ ⊃ �↓�
↑ϕ

(A3) �↑ϕ ⊃ �↑�↑ϕ †2
(A4) �↑ϕ ⊃ ϕ †3
(A5) ϕ ⊃ GPϕ

(A6) ϕ ⊃ HFϕ

(A7) Gϕ ⊃ GGϕ †4
時区間論理KT��をKT�に次の 2つの公理を加えた

論理と定義する．

(A8) Gϕ ⊃ �↑Gϕ

(A9) Hϕ ⊃ �↑Hϕ

†2 (A1), (A2) を使えば (A3) から �↓ϕ ⊃ �↓�↓ϕ を
導くことができる．

†3 (A1), (A2) を使えば (A4) から �↓ϕ ⊃ ϕ を導くこ
とができる．

†4 (A5), (A6) を使えば (A7) から Hϕ ⊃ HHϕ を導
くことができる．

これら公理 (A8)と (A9)を導入する意図は，意味論

を定義する次節で述べる．

Tojo [24]・吉岡 [27]ですでに (A1)から (A9)の公

理は導入されているが，時区間論理 KT�・KT��の

定義を与えたのは Koga and Tojo [13]である．本稿

では，公理 �↓ϕ ⊃ �↓�↓ϕ, �↓ϕ ⊃ ϕ, Hϕ ⊃ HHϕ

が [13] の KT� の他公理から導出可能であることを

用い，時区間論理KT��とKT� の公理系を再構築し

ている．

論理 Lで， ϕ ⊃ ψ ∈ L かつ ψ ⊃ ϕ ∈ L が成立す

るとき， ϕ ≡ ψ と表す．このとき，文献 [24]の結果

の改良形として，KT��では様相演算子に次の関係が

成り立つ．

命題 1. 時区間論理 KT��で，任意の論理式 ϕに対

し，次が成立する．

1) Gϕ ≡ �↑Gϕ ≡ G�↓ϕ ≡ �↓Gϕ

2) Fϕ ≡ �↓Fϕ ≡ F�↓ϕ ≡ �↑Fϕ

3) Hϕ ≡ �↑Hϕ ≡ H�↓ϕ ≡ �↓Hϕ

4) Pϕ ≡ �↓Pϕ ≡ P�↓ϕ ≡ �↑Pϕ

(証明) 1) のみ示す．文献 [24] において， Gϕ ≡
�↑Gϕ ≡ �↓Gϕ と Gϕ ⊃ G�↓ϕ ∈ KT�� とが

示されているので， G�↓ϕ ⊃ Gϕ ∈ KT�� のみ

示せばよい �↓ϕ ⊃ ϕ ∈ KT�� と条件 (N4) より，

G(�↓ϕ ⊃ ϕ) ∈ KT�� である．条件 (N2) より，

G(�↓ϕ ⊃ ϕ) ⊃ (G�↓ϕ ⊃ Gϕ) ∈ KT�� であるの

で，(N3)を用い， G�↓ϕ ⊃ Gϕ ∈ KT��を得る．2)

～4)も同様に得ることができる． �

2. 2 時区間論理に対するKripke意味論

我々の時区間論理に対する Kripke フレーム �

は，5 つ組 〈W,R�, R�, R≺, R�〉 と定義される．こ
こで，W は非空な集合 (W の要素を時区間とよ

ぶ) であり，その要素を s, t, u, v, w, . . . で表すも

のとし， R�, R�, R≺, R� はすべて，W 上の二項

関係である．さらに，Kripke モデル � は 6 つ組

〈W,R�, R�, R≺, R�, V 〉 ，すなわち 〈�, V 〉 と定義さ
れる．ここで，命題変数への付値関数 V (p) ⊆ W が

与えられたとき，充足関係 �, u � ϕ が次の通り帰

納的に定義される．
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(V1) �, u � p ⇐⇒ u ∈ V (p) (p ∈ PROP)

(V2) �, u � ¬ϕ ⇐⇒ �, u �� ϕ

(V3) �, u � ϕ ∧ ψ ⇐⇒ �, u � ϕ かつ �, u �

ψ

(V4) �, u � ϕ ∨ ψ ⇐⇒ �, u � ϕ または

�, u � ψ

(V5) �, u � ϕ ⊃ ψ ⇐⇒ �, u � ϕ ならば

�, u � ψ

(V6) �, u � �↑ϕ ⇐⇒ 任意の v ∈ W に対し，

uR�v ならば �, v � ϕ

(V7) �, u � �↓ϕ ⇐⇒ 任意の v ∈ W に対し，

uR�v ならば �, v � ϕ

(V8) �, u � Gϕ ⇐⇒ 任意の v ∈ W に対し，

uR≺v ならば �, v � ϕ

(V9) �, u � Hϕ ⇐⇒ 任意の v ∈ W に対し，

uR�v ならば �, v � ϕ

Kripkeモデル� = 〈W,R�, R�, R≺, R�, V 〉 におい
て，任意の u ∈ W に対し �, u � ϕ が成り立つと

き， ϕ は � で真であるといい， � � ϕ と表す．

Kripkeフレーム � において，任意の付値 V に対し

〈�, V 〉 � ϕ が成り立つとき， ϕ は � で恒真である

といい， � � ϕ と表す．同様に，論理式の集合 ∆ が

Kripkeフレーム � で恒真であるとは，任意の ϕ ∈ ∆

に対し � � ϕが成り立つことをいい，� � ∆と表す．

命題 2. � = 〈W,R�, R�, R≺, R�〉 を時区間論理に
対する Kripkeフレームとする．このとき，時区間論

理の公理とフレームとの間に次の対応が成り立つ．
(1) � � ϕ ⊃ �↑�↓ϕ ⇐⇒

∀u, v (uR�v ⇒ vR�u)

(2) � � ϕ ⊃ �↓�
↑ϕ ⇐⇒

∀u, v (uR�v ⇒ vR�u)

(3) � � �↑ϕ ⊃ �↑�↑ϕ ⇐⇒
∀u, v, w (uR�v ∧ vR�w ⇒ uR�w)

(4) � � �↑ϕ ⊃ ϕ ⇐⇒
∀u (uR�u)

(5) � � ϕ ⊃ GPϕ ⇐⇒
∀u, v (uR≺v ⇒ vR�u)

(6) � � ϕ ⊃ HFϕ ⇐⇒
∀u, v (uR�v ⇒ vR≺u)

図 2 左・右に単調

(7) � � Gϕ ⊃ GGϕ ⇐⇒
∀u, v, w (uR≺v ∧ vR≺w ⇒ uR≺w)

(8) � � Gϕ ⊃ �↑Gϕ ⇐⇒
∀u, v, w (uR�v ∧ vR≺w ⇒ uR≺w)

(9) � � Hϕ ⊃ �↑Hϕ ⇐⇒
∀u, v, w (uR�v ∧ vR�w ⇒ uR�w)

(3) を R� の推移性，(4) を R� の反射性，(7) を

R≺ の推移性と呼ぶ．また，(8)と (9)の右辺は，そ

れぞれ右に単調 (right monotonicity)，左に単調 (left

monotonicity)と呼ばれる性質である [2] [3]．図 2の

点線矢印は，与えられた包含関係と先行関係から導か

れる単調性を示す．

また，(1)と (2)より，公理 (A1)と (A2)を恒真と

するフレームでは，包含関係 R� と R� とが互いに

逆関係になる．すなわち，任意の時区間 u, v に対し，

uR�v のとき，またそのときのみ vR�u が成立する．

同様に，(5)と (6)より，公理 (A5)と (A6)を恒真と

するフレームでは，先行関係 R≺ と R� とが互いに

逆関係になる．

Kripke フレーム � = 〈W,R�, R�, R≺, R�〉 にお
いて，命題 2 の (1) から (7) までの右辺が成立する

とき， � を KT� フレームと呼ぶ．さらに，KT�

フレームが (8) と (9) の右辺を満たすならば，その

フレームを KT��フレームと呼ぶ． � が KT� フ

レーム，KT��フレームであるとき，Kripkeモデル

� = 〈�, V 〉 を，それぞれ KT� モデル，KT��モデ

ルと呼ぶ．KT�, KT��フレームにおいては，包含関

係 R� と R�，先行関係 R≺ と R� が互いに逆関係

になることから，包含関係の一方 R�, 先行関係の一

方 R� を � = 〈W,R�, R�, R≺, R�〉 の表記から落と
すことができる．我々の興味は KT�, KT��フレー

ム (及びモデル)のみにあるので，以後断らない限り，
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Kripke フレームを 〈W,R�, R≺〉，Kripke モデルを

〈W,R�, R≺, V 〉 と書き，R�, R� を，R� := R−1
� ,

R� := R−1
≺ と定義された表記とする．

以下，本稿では，�,�,� はそれぞれ順序≤, <が定

義された実数全体，整数全体，自然数全体†5からなる
集合を表すものとする．実数区間全体からなる集合を

Int(�) = {[x, y] : x, y ∈ � かつ x < y} とし，また
[x, y] � [z, w] であるのは， z ≤ x かつ y ≤ w が成

立する場合とし， [x, y] ≺ [z, w] であるのは， y ≤ z

が成立する場合とする．このとき，〈Int(�),�,≺〉 は
明らかに KT� フレームであり，かつ KT��フレーム

となる．

次節では，応用の観点から重要となる時区間論理の

決定可能性を論理の有限モデル性の帰結として示す．

3 決定可能性

KT� の決定可能性はシークエント計算を用いて

Koga and Tojo [13] によって示されており，KT��

の決定可能性はタブロー法を用いることにより Hus-

sain [12]により示されている†6．こういった証明体系
を利用する方法では，KT� モデルないしKT��モデ

ルを，与えられた論理式に関してどのように有限サイ

ズにまで小さくするかの構成方法が明らかではない．

本稿では，既存研究と異なる貢献として，この構成方

法を明示的に与える濾過法 (filtration) [8] を用いて

論理の有限モデル性を示し，Harropの定理 [8]の帰

結として KT�, KT��の決定可能性に別証明を与え

る．ここで Harropの定理とは「有限公理化可能で，

かつ有限モデル性をもつ論理は決定可能である」とい

う性質である．論理 Lが有限モデル性 [17]をもつと

は， ϕ �∈ L ならばある有限の Lモデル � が存在し

� �� ϕ となることである [8]．KT� 及びKT��はそ

の定義から有限公理化可能であるので，以下では，2

つの論理KT� 及びKT��の有限モデル性を示すこと

に関心を絞る．

まずは，本稿の時区間論理の言語に対する濾過法を

定義しておく．以下では，論理式 ϕ の部分論理式全

†5 本稿では最小の自然数を 1 としておく．
†6 文献 [12] では, KT��は KINT と表されている．

体の集合を Sub(ϕ) で表す．

定義 1 (濾過法). Φ を部分論理式をとる操作に閉じ

た論理式の集合とする，すなわち，任意の ϕ ∈ Φ に

対して Sub(ϕ) ⊆ Φ を満たす，とする．モデル � =

〈W,R�, R≺, V 〉 が与えられたとき，W 上の同値関係

u ∼ v を任意の ϕ ∈ Φ に対し �, u � ϕ のとき，ま

たそのときのみ �, v � ϕ と定める．� の Φ による

濾過モデル �
f
Φ = 〈W f , Rf

�, R
f
≺, V

f 〉 は次を満たす
モデルである．

(FL1) W/ ∼ を ∼ に関する同値類全体の集
合とし，|u| を u の同値類とする．すなわち，

|u| = {x ∈W : u ∼ x} である．
(FL2) uR�v ⇒ |u|Rf

�|v| (u, v ∈ W )

(FL3) |u|Rf
�|v| ⇒ 任意の �↑ϕ ∈ Φ に対し，

�, u � �↑ϕ ならば �, v � ϕ (u, v ∈W )

(FL4) |u|Rf
�|v| ⇒ 任意の �↓ϕ ∈ Φ に対し，

�, v � �↓ϕ ならば �, u � ϕ (u, v ∈W )

(FL5) uR≺v ⇒ |u|Rf
≺|v| (u, v ∈ W )

(FL6) |u|Rf
≺|v| ⇒ 任意の Gϕ ∈ Φ に対し，

�, u � Gϕ ならば �, v � ϕ (u, v ∈ W )

(FL7) |u|Rf
≺|v| ⇒ 任意の Hϕ ∈ Φ に対し，

�, v � Hϕ ならば �, u � ϕ (u, v ∈ W )

(FL8) V f (p) := {|u| |�, u � p} (p ∈ Φ)

この定義では Rf
�, Rf

≺ の定義が具体的に与えられ

ていないことに注意されたい†7．以下で，KT�, KT��

のそれぞれの有限モデル性を示す場合に，個別に定義

を与える．

命題 3. Φ を部分論理式をとる操作に閉じた論理式

の集合, � をモデルとする．ϕ ∈ Φ ならば，任意の

u ∈ W に対し �, u � ϕ であるとき，そのときのみ

�
f
Φ, |u| � ϕ である．

(証明) 論理式 ϕ ∈ Φ の構造に関する帰納法で容易に

示すことができる．例として �↑ϕ ∈ Φ の場合のみ示

す．まず �, u � �↑ϕ と仮定する．�f
Φ, |u| � �↑ϕ

†7 Rf
�, Rf

� は Rf
�, Rf

≺ の逆関係として定義しているた
め，命題 2 の (1), (2) および (5), (6) の同値は R�,

R� の定義から自明に成立する．ここから，与えたモ
デルが KT� モデル，KT�� モデルになるかどうか
のチェックでは命題 2 の (1), (2) および (5), (6) の
チェックは不要となる．
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を示すために，|u|Rf
�|v| なる |v| ∈ W f を考える．

(FL3) より �, v � ϕ がわかる．ϕ ∈ Φ より帰納

法の仮定が適用でき，�f
Φ, |v| � ϕ を得る．逆に，

�
f
Φ, |u| � �↑ϕ と仮定して �, u � �↑ϕ を示す．そ

のために，uR�v なる v ∈W を考える．(FL2) より

|u|Rf
�|v|. ϕ ∈ Φ と帰納法の仮定より，�, v � ϕ を

得る． �

もう 1つの準備として，KT�, KT��の完全性を次

のように示すことができる．

命題 4. Lを時区間論理KT�かKT��とする．ϕ �∈ L

ならば，ある Lモデル � が存在し � � ϕ.

(証明) 一般に様相演算子の集合 Λ をもつ正規様相

論理に，複数個の �k
1�l

2ϕ ⊃ �m
3 �n

4 �o
5ϕ (k, l, m,

n, o は 0 ないし自然数，�i ∈ Λ は ¬�i¬ の略記，
O ∈ {�i,�i | i = 1, 2, 3, 4, 5} とするとき，Ok は

O · · ·O︸ ︷︷ ︸
k 個

の略記) の形式の公理として加えた最小の正

規様相論理は，�i に対応する到達可能性関係を Ri

と書くとき，

∀x, y, z[(xRk
1y かつ x(Rm

3 ◦ Rn
4 )z) ならば

∃w(yRl
2w かつ zRo

4w)]

(ただし，◦ は関係合成で，Rk
i は関係 Ri を k 回関

係合成したもの)をみたすフレームのクラスに対して

(強)完全になる (cf. [6]中の Proposition 8.6.8)．四

様相論理である，KT� と KT��に加えられる公理群

はすべて上述の公理の形をしており，対応する到達可

能性に対する性質が意図するKT� モデル，KT��モ

デルを与えるため，両方の論理に対する完全性は直ち

に従う．例えば，公理 (A8) については，�1, �2, �4,

�5 が全て G で，�3 := �↑ と定め，(k, l,m, n, o) =

(0, 1, 1, 1, 0) とおけばよい．このとき，対応するフ

レームの性質は

∀ x, y, z[(xR0
≺y かつ x(R1

� ◦R1
≺)z) ならば

∃w(yR1
≺w かつ zR0

≺w)],

となるが，zR0
≺w := z = w 等に注意をすれば，

∀ x, z[x(R� ◦ R≺)z ならば xR≺z],

と書き換えられ，関係合成の定義から右単調性と同値

になることに注意されたい． �

KT� と KT��の有限モデル性を順に示そう†8．任
意の濾過モデル �

f
Φ のドメインの要素は，Φ 中の論

理式に関する � での充足関係では区別できない時

区間を同一視する同値関係 ∼ による同値類である
(cf. (FL1))．

定理 1. KT� は有限モデル性をもつ．

(証明) ϕ /∈ KT� とする．このとき，命題 4 より，あ

る KT� モデル � が存在し，� �� ϕ. ここで，論理

式の集合 Φ を Sub(ϕ) (明らかに有限) とおき，� の

Φ による濾過モデル �
f
Φ の定義に必要な Rf

� と Rf
≺

とを，Rf
� の反射性・推移性，および，R

f
≺ の推移性

を満たすように，

• |u|Rf
�|v| ⇐⇒ 任意の �↑ϕ,�↓ϕ ∈ Φ に対し，

�, u � �↑ϕ ならば �, v � �↑ϕ,

�, v � �↓ϕ ならば �, u � �↓ϕ;

• |u|Rf
≺|v| ⇐⇒ 任意の Gϕ,Hϕ ∈ Φ に対し,

�, u � Gϕ ならば �, v � Gϕ ∧ ϕ,

�, v � Hϕ ならば �, u � Hϕ ∧ ϕ,

と定める [8]．このとき，(FL2)から (FL7)を明らか

に満たす．また，上述の Rf
�, Rf

≺ の定義から，R
f
� は

反射性・推移性をみたし，Rf
≺ は推移性をみたすこと

が実際に確認できる．よって，�f
Φ もまた KT� モ

デルとなる．さらに Φ が有限であることから，�f
Φ

のドメインも有限となる．命題 3 と � �� ϕ から，

�
f
Φ �� ϕ となる． �

定理 2. KT��は有限モデル性をもつ．

(証明) ϕ /∈ KT�� とする．このとき，命題 4 より，

ある KT�� モデル � が存在し，� �� ϕ. 論理式の

†8 時区間論理 KT� とは，時制論理 Kt4 と包含関係の
論理 K� との融合であった．Kt4 の有限モデル性，
包含関係の論理 K� の有限モデル性は個別に定理 1

の議論を行うことで確立できる．一般に，独立に公理
化可能な正規様相論理同士の融合は，お互いが有限モ
デル性をもつ場合に，有限モデル性を保つことが知ら
れている (文献 [15] [7]による)．しかし，本稿では与
えられたKT� モデルをどのように有限サイズに小さ
くするかの構成方法を明らかにするために定理 1 の
証明を直接与えた．
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集合 Φ を

Φ :=
4⋃

i=0

Φi，ただし




Φ0 = Sub(ϕ)

Φ1 = {�↓Gϕ : Gϕ ∈ Φ0}
Φ2 = {�↓Hϕ : Hϕ ∈ Φ0}
Φ3 = {�↓ϕ : Gϕ ∈ Φ0}
Φ4 = {�↓ϕ : Hϕ ∈ Φ0}

と定める．Φ0 が有限濃度なので Φ も有限濃度とな

る．この Φ は明らかに部分論理式をとる操作に閉じ

る．� の Φ による濾過モデル �
f
Φ の定義にに必要

な Rf
� と Rf

≺ を，R
f
� の反射性・推移性，R

f
≺ の推

移性，および，右・左単調性を満たすように，

• |u|Rf
�|v| ⇐⇒ 任意の �↑ϕ,�↓ϕ,Gϕ,Hϕ ∈ Φ

に対し，

�, u � �↑ϕ ならば �, v � �↑ϕ,

�, u � Gϕ ならば �, v � Gϕ,

�, u � Hϕ ならば �, v � Hϕ,

�, v � �↓ϕ ならば �, u � �↓ϕ;

• |u|Rf
≺|v| ⇐⇒ 任意の Gϕ,Hϕ ∈ Φ に対し，

�, u � Gϕ ならば， �, v � �↓Gϕ ∧ �↓ϕ,

�, v � Hϕ ならば �, u � �↓Hϕ ∧ �↓ϕ,

と定める．このとき，(FL2) から (FL7)を明らかに

満たす．また，Rf
�, Rf

≺ の定義から，R
f
� は反射性・

推移性をみたし，Rf
≺ は推移性をみたし，さらに右単

調性・左単調性をもみたすことが実際に確認できる

(命題 1を参照．右単調性については図 3 を参照．こ

れらの単調性を保証するために Φ0 ではなく Φ を用

い，Rf
�, Rf

≺ のそれぞれの定義において，包含関係・

先後関係の両方の様相演算子が出現している)． よっ

て，�f
Φ もまた KT�� モデルとなる．さらに定理 1

の証明と同様に，�f
Φのドメインも有限となる．最後

に，命題 3と� �� ϕ から，�f
Φ �� ϕ となる． �

定理 1, 2, KT�, KT��の有限公理化可能性，とハ

図 3 濾過モデルでの右単調性

ロップの定理より次の系を得る．

系 1. KT�, KT��は決定可能である．

以上，包含関係と先行関係をもつ時区間論理 KT�

と KT��を定義し，応用上の要である論理の決定可

能性を示した．次節ではいよいよ本稿の主題である，

フレームの埋込み可能性について論ずる．

4 埋込み可能性

第 1 節で議論したように，我々の時間に対する直

観に合わないKT��フレームが存在する．すなわち，

時区間間の包含関係や先行関係にある種の齟齬があ

る場合である．

本節では，各時区間が互いに矛盾なく一直線の時間

軸に配置できることを埋込み可能性として形式化し，

埋込み可能性について，いくつかの性質を示す．

4. 1 埋込み可能フレーム

まず，フレームの埋込み可能性を定義しよう．実

数区間全体からなる集合を Int(�) = {[x, y] : x, y ∈
� かつ x < y} としたとき，[x, y] � [z, w] である

のは， z ≤ x かつ y ≤ w が成立する場合とし，

[x, y] ≺ [z, w] であるのは， y ≤ z が成立する場合と

定めていたことを思い出そう．

定義 2. フレーム � = 〈W,R�, R≺〉 が (実数軸に)埋

込み可能であるとは，ある写像 f : W → Int(�) が存

在し，任意の u, v ∈ W に対し， uR�v のとき，ま

たそのときのみ f(u) � f(v) となり，かつ， uR≺v

のとき，またそのときのみ f(u) ≺ f(v) となること

である．

我々が着目する埋込み可能なフレーム・クラスを

ER (Embeddable into Real axis)とする．ここで，フ

レーム・クラス ER は KT��フレームのクラスに含

まれることは容易に確認できる．

埋め込み可能なフレームの具体例として 2 つの時

区間からなりお互いに包含関係にあるが先行関係をも

たない KT��フレームを考えよう†9．このとき 2 つ

の時区間を同じ閉区間 [0, 1] に送る写像によりこのフ

レームは埋め込み可能となる．この例が教えるのは埋

†9 W = {e, o}, R� = {〈e, o〉, 〈o, e〉, 〈e, e〉, 〈o, o〉}, R≺
= ∅ となる 〈W, R�, R≺〉.
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め込みの写像は単射とは限らないということである

(しかし，4. 2 節冒頭の議論において，埋め込みの写

像を単射とすることができる)．

以下では，埋込み可能性についての性質を明らか

にすることを試みる．まず，埋込み可能なフレームで

のみ恒真となる時区間論理式が存在すれば，埋込み

可能性を特徴づけたことになる．しかし，以下の定理

3が示すように，残念ながらそのような論理式は存在

しない．定理 3 の証明で用いる p-モルフィズムは次

の通り定義される [8]．

定義 3. � = 〈W,R�, R≺〉 と � = 〈W ′, R′
�, R

′
≺〉 を

任意のフレームとする．このとき，写像 f : W →W ′

が pモルフィズムであるとは，任意の � ∈ {�,�,≺,
�} に対し，f が次の条件を充たすことである．

(i) uR�v ならば f(u)R′
�f(v) となる．

(ii) f(u)R′
�v

′ ならば，ある w ∈ W が存在して，

uR�w かつ f(w) = v′ となる．

ここで， � から � への全射となる p-モルフィズム

が存在するとき，時区間論理式の集合∆が � で恒真

となるならば，∆は � でも恒真となる [8]ことに注

意する．

定理 3. フレーム・クラス ER に対応する時区間論理

式の集合は存在しない．

(証明) ある時区間論理式の集合 ∆ がフレーム・クラ

ス ER に対応すると仮定し矛盾を導く．まず， � � ∆

のとき，またそのときのみ � ∈ ERとする．次のKT��

フレーム � = 〈W,R�, R≺〉 と � = 〈W ′, R′
�, R

′
≺〉 を

考える．ここで，W = �，W ′ = {e, o} とする．W
上の関係を次の通り定める (図 4 も参照．図 4 では，

R� が整数軸における二重矢印で表され，R≺ が整数

軸の下部の矢印によって (煩雑さを避けるため，2 と

R≺ で関係づけられる要素に関心を絞っている)表さ

れている) †10．
R� =

{〈2z − 1, 2z〉 : z ∈ �}∪ {〈z, z〉 : z ∈ �},
R≺ =

{〈2z, 2z + n〉 : z ∈ �かつ n ∈ �}

†10 以下の R� および R≺ の定義中の z, 2z − 1, 2z,

2z + n の値は W = �と定義した時点ですでに与
えてある時区間の名称に過ぎず，2z という時区間に
対して −1 という演算を適用して 2z − 1 という時
区間を得ているのではないことに注意されたい．

図 4 フレーム � の R� と R≺ の図示 (一部)

図 5 � の図示

図 6 � の実数軸への埋め込み

∪ {〈2z − 1, 2z + n〉 : z ∈ �かつ n ∈ �}.

W ′ 上の関係を次の通りとする (図 5 を参照)．

R′
� = {〈o, e〉, 〈e, e〉, 〈o, o〉},

R′
≺ = {〈e, o〉, 〈o, e〉, 〈e, e〉, 〈o, o〉}.

次の写像 f が，W からW ′ の上への全射となる p-モ

ルフィズムであることは容易に確かめられる．

f : 2z �→ e, 2z + 1 �→ o (z ∈ �).

したがって，論理式の集合 ∆ が � で恒真となる

ならば，∆ は � でも恒真となる．しかし， � は

ER に属する (たとえば 2z �→ [2z − 1, 2z + 1],

2z − 1 �→ [2z − 1
2
, 2z + 1

2
] なる埋め込みを考えれ

ばよい，図 6 を参照)が，明らかに � は ER に属さ

ない (図 5 を参照)．これは矛盾である． �

4. 2 埋込み可能性の判定

前節において，埋込み可能であるフレーム・クラス

ER を我々の時区間論理式では特徴づけることができ

ないことを確認した．本節では，まず，有限フレーム

が与えられたとき，そのフレームが埋込み可能かどう

かを判定できることを示す．

� = 〈W,R�, R≺〉 をKT��フレームとする．まず，

W 上の同値関係 ≈ を次のように定義する．
u ≈ v ⇐⇒ uR�v かつ vR�u である．

|u| は {x ∈ W : u ≈ x} を表し， W/≈ は ≈ の同値
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類を表すものとする．さらに， W/≈ 上の関係 R≈
�

と R≈
≺ を次のように定義する． |u|R≈

�|v| であるの
は， uR�v であるときとし， |u|R≈

≺|v| であるのは，
uR≺v であるときとする．ここで，フレームの埋込み

可能性の定義をフレーム �≈ = 〈W/≈,R≈
≺, R

≈
�〉 に自

然な形で拡張すると，関係 R≈
�, R

≈
≺ は矛盾なく定義

されているので， � が埋込み可能であるとき，その

ときのみ �
≈ が埋込み可能であることがわかる．さ

らに �≈ では |u|R≈
�|v| かつ |v|R≈

�|u| のとき |u| =

|v| となる意味で反対称性が成立する．このことから
�≈ が埋め込み可能となる場合，その埋め込みの写像

は必ず単射となる．

区間 [x, y] ∈ Int(�) の始点，終点とは，それぞれ

x, y のこととする．このとき，次の定理が成立する．

定理 4. � = 〈W,R�, R≺〉 を埋込み可能な KT��フ

レームとし， �≈ = 〈W/≈, R≈
≺, R

≈
�〉 を有限フレー

ム，すなわち， W/≈ の要素数がある自然数 nであ

るとする．このとき，ある埋込み f が存在して，(i)

任意の |u| ∈W/≈ に対し， f(|u|) の始点・終点がと
もに， 2n 以下の自然数であり，(ii)任意の相異なる

|u|, |v| ∈ W/≈ に対し， f(|u|) の始点・終点がとも
に， f(|v|) の始点・終点それぞれと異なる値をもつ．

(証明) � = 〈W,R�, R≺〉 を埋込み可能な KT��フ

レームとし， �≈ = 〈W/≈, R≈
�, R

≈
≺〉 を要素数 n の

有限フレームとする． �≈ も埋込み可能であるので，

�≈ の埋込み g が存在する．このとき， g によって写

される W/≈ の始点・終点のうち，重複するものに相
異なる値を割り当て，さらにこの重複を取り除いて定

義された新たな写像 g′ が �
≈ の埋込みとなるような

手続きが存在する (例えば，文献 [4] の方法に若干の

修正を加えればよい)．この g′ により写される始点・

終点のうち，小さいものから順に自然数 1, 2, . . . , 2n

を割り当てて定義される埋込みが，条件 (i)と (ii)を

充たすのは明らかである． �

定理 4により，有限フレーム � = 〈W,R�, R≺〉 が
与えられたとき，そのフレームが埋込み可能かどう

か以下の通り判定することができる．まず，与えら

れた � に対し， �≈ = 〈W/≈, R≈
≺, R

≈
�〉 を定義する．

W/≈ の要素数を n とし，その要素を |u1|, . . . , |un|

とする．この |u1|, . . . , |un| の始点・終点に 2n 以下

の相異なる自然数に対応させる写像をすべて列挙す

る．このように定義される写像は高々有限個であり，

それらを g1, . . . , gm とする．このうち，1つでも �
≈

の埋込みが存在すれば， � は埋込み可能であり，も

し存在しなければ， � は埋込み可能でないと判定で

きる．

5 議論

一般に，任意のフレームが与えられたとき，そ

のフレームの構造がもつ性質から埋込み可能か

どうかを判定することを試みる．そのためにまず

Int(�) = {[x, y] : x, y ∈ � かつ x < y} から我々の
判定に役立つフレーム構造の性質を抽出する．2つの区

間 [x1, y1], [x2, y2] の間に包含関係 [x1, y1] � [x2, y2]

が成立するとする．このときより小さい区間はより大

きい区間に先行することはありえないし，より大きい

区間がより小さい区間に先行することはない．この性

質は Kripke フレームの観点から次の条件 (F1)とし

て記述できる．

(F1) ∀u, v ∈ W
[
uR�v ⇒ ¬(uR≺v ∨ vR≺u)

]
先行関係にある 3 つの区間 [x1, y1] ≺ [x2, y2] ≺

[x3, y3] と任意に選んだ区間 [a, b] との包含・先行関

係を考えよう．真ん中の区間 [a, b] に [x2, y2] が含

まれていないなら，[x1, y1] が [a, b] に先行するか，

[a, b] が [x3, y3] に先行するかのいずれか，がいえる．

Kripke フレームの観点からこの性質に対応するのは

次の性質 (F2)である (図 7も参照せよ，但し，図中

の点線矢印は，与えられた包含関係と先行関係から導

かれる関係を表す)．

(F2) ∀u, v, w, s ∈ W
[
(uR≺v ∧ vR≺w) ⇒

(uR≺s ∨ vR�s ∨ sR≺w)
]

条件 (F1)と同様に Kripke フレームが条件 (F2)を満

たさないなら，そのフレームは明らかに埋込み可能で

図 7 条件 (F2), (F3)
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ない．

同様にして Int(�) 上で次の条件

(F3) ∀u, v, w, s ∈ W
[
(uR≺v ∧ wR≺s) ⇒

(uR≺s ∨ wR≺v)
]

(F4) ∀u, v, w, s ∈ W
[
(uR≺v∧uR�w∧vR�w) ⇒

(uR≺s ∨ uR�s ∨ vR�s ∨ sR≺v ∨ sR�w)
]

が成立することを確認できる．条件 (F3)は，先行関

係にある二区間のペアを考えた場合 (すなわち四区間

を考慮)の，四区間の間の先行関係に関する条件であ

る (図 7も参照せよ)．また，条件 (F4)は，先行関係

にある二区間がより大きな区間に包含される場合 (す

なわち三区間を考慮)に，任意に選んできた別区間が

既存の三区間とどのような包含・先行関係をもつかを

記述している．これらの二性質が Int(�) 上で成立す

ることから Kripke フレームが条件 (F3), (F4) を満

たさない場合には，埋込み可能とならない．

われわれは W の要素数が 4 以下であるとき，フ

レームのすべての組み合わせ，すなわち 4 つの時

区間の間に存在しうる関係を尽くすことで，上記の

(F1), (F2), (F3), (F4) を満たすことが埋め込み可能

な Kripke フレームの必要十分条件であることを検証

した．すなわち時区間の個数が 4以下のフレームが与

えられたとき，まずそのフレームが条件 (F1)を満た

すかどうかを検査し満たさなければ埋込み可能でない

フレームと判定される．次に条件 (F2) から (F4) を

満たすかどうかを検査し，もし 1つでも条件を満たさ

ないとすると，そのフレームは埋込み可能でないと判

定される．例えば，図 1の左側に示した，埋込み可能

でなかった時区間が 4のフレーム (KT��フレームと

なることが確認できる)では， uR≺v かつ uR�v が

成立するため，条件 (F1)の前件は成立するが後件は

成立しない．したがって，当該フレームは条件 (F1)

を満たさない．よって上述の手続きに従って，このフ

レームは埋め込み可能ではない，と判定される．

しかしながら，このようにして発見された制約条件

が任意の個数の要素からなるフレームの埋込み可能

性を特徴づけることはできない．すなわち時区間が 5

個以上のフレームについては，改めて時区間の間の関

係について場合を尽くすことで条件を模索しなけれ

ばならない．

6 まとめと今後の課題

本稿では包含関係と先行関係をもつ時区間論理につ

いて議論を行った．埋め込み可能性に関連した研究と

して Int(�) 上の時区間論理の公理化可能性を考える

ことができる．� を位相空間とみて � を開核演算子

とみなしたとき，� 上で妥当となる様相論理式の集合

は様相論理 S4 になることが知られている [19]．その

核にあるアイデアは � から有限濃度の S4フレーム

(到達可能性関係が反射的かつ推移的)に論理式の妥

当性を保つ全射を構成することといえる．これに対応

して，「どのようなときに f : Int(�) → W が Int(�)

から � = 〈W,R�, R≺〉 への全射の p-モルフィズムに

なるか」という問題を時区間論理で考えることができ

る．これは，いわば Int(�) が有限構造でどのように

近似できるかという問題であり，埋め込みとは逆方向

の投射可能性と捉えることができる．

本稿の寄与するところは以下の二点である．まず

(i) 完全な公理系と Kripke意味論を定義し，その決

定可能性を示した．次に，われわれの時間に対する直

観のもとで時区間論理がもつべき性質として，線形時

間への埋込み可能性を提案し，形式化した．さらに，

埋込み可能なフレーム・クラスが我々の時区間論理式

では，特徴づけることができないことを示す一方で，

(ii)有限フレームにおいては，フレームが埋込み可能

かどうかを判定する手続きが存在することを示した．

一般に時区間が n個存在するフレームについて，フ

レームの構造からそのフレームが埋込み可能かどうか

を判定する手続きを具体的に得られれば理想である．

われわれは個数 4 以下の場合については時区間の間

のあらゆる関係の組み合わせを尽くすことでアドホッ

クにその判定条件を発見することができた．しかしこ

れらの判定条件が 5 つ以上の場合の判定条件を見つ

け出す手がかりにはなっておらず，これは今後の課題

である．
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