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概 要

近年人工知能という分野が非常に発展してきている．人工知能とは人間の知能を持った
機械であり，その研究分野は広く，遺伝アルゴリズム，音声認識，画像認識，感性処理，
機械学習，自然言語処理，論理といった様々な観点から研究が行われており，日常生活に
おいて幅広く実用化されている．また人間の脳を解析し，精密な思考を行える人工知能が
生み出すことができれば，遠くない未来において人工知能が更に賢い人工知能を造るとい
う予想がされている．その人工知能を作り出すためには，人間がものごとを考えていくプ
ロセスを形式化することが必要となってくる．論理学の分野において，人間の知識を扱う
論理が盛んであり，その一つとして動的信念論理がある．
従来，数理論理学における動的信念論理は，論理学者が人間が新しい情報を獲得すると

きに，今まで持っていた知識・信念をどのように変更するか，といった問題を人工知能の
分野への応用とは独立に研究していた．信念とは，特定の人物が信じている内容を指すも
のであり，本人の勘違いや思い込みを含めている．また，知識とは，客観的に見たときの
事実である．信念は認識している世界においてのみ真という性質上，変更を可能にしてい
る．信念が変更される方法として拡張，修正，コントラクションがある．拡張とはある信
念に対して情報が与えられたとき，信念集合はその信念と情報との和集合となる．また，
修正とは新しい情報を受け入れる代わりに信念の中の命題を一部削除し無矛盾性を保つ
ものであり，コントラクションとは，新しい情報を加えないで信念の中の命題を削除し一
貫性を保つものである．信念変更はこれらの方法を用いることで，無矛盾性を維持しつつ
信念の動的な変化を観察することを目的としている．
そこで本研究の目的は，今まで基礎的数学的関心に閉じている動的信念論理を現実の人

工知能の問題に応用することである．そのために動的信念論理を用いて知識・信念の更新
を行うコンピュータシステムを実装することにより，推理小説や論理パズルにおける可能
世界の削減過程をシミュレートし，検証を行うことが必要である．人間が推論を行う過程
をコンピュータ上で実現しようとするとき，推論を行うシステム部分と，推論に必要な情
報を保持しておく知識ベースが必要となる．知識ベースには，現在正しいと信じている情
報とそれが何故正しいのかという根拠が含まれていて，新しい情報が加えられると，それ
に応じて正しいと信じている情報を生成しなおす仕組みが一般的である．知識・信念の更
新は情報の累積ではない．それらが更新していく過程をシミュレートするために，可能性
のある選択肢の削除という観点で捉えることにより，情報の獲得によって変化する信念状
態を表すことを目的とする．
論理パズルの例として sum and productというものがある．これは，エージェント間

の会話によって情報が更新されていき，到達可能性が次第に削除されていくものである．
一見して情報がなさそうな告知を行うが，その実は大量の到達可能性を消去している．こ
の問題を，信念が会話によって更新されていく過程をモデル化することができる．そして
推理小説では，物語の進行に伴い推論材料となる情報を読者が得ることにより真相に辿り



着くことができる．読者の推論は，文章中の因果関係や時間的順序関係といった事柄に対
して論理的構造を構築するということである．推理小説における犯人推論を，文章中の有
意性を持つ命題を基に，読者の知識・信念が更新されていくプロセスと捉えることが可能
であり，inquisitive semanticsの発想を用いことで，選択肢の削除を行う．
Inquisitive semanticsの発想を用いた動的信念論理である，Inquisitive dynamic epistemic

logicがある．従来，可能世界を削ることに情報量があり，有意味であるとされてきた．し
かしこの論理では可能世界を削ることのない告知にも意味を持たせている．p ∨ ¬pのよ
うな告知をしたとしても従来の論理においては告知はトートロジーであり，すべての可能
世界で成り立つので可能世界の数は変わることはなく，この論理式には情報量はない．し
かし少なくとも pについて関心があるということがいえる．その関心を抱いている部分を
issueを用いて形式化することが可能となる．
さらに Inquisitive dynamic epistemic logicに対し，新しく古典的否定演算子∼を導入

することで，今まで行えなかった推論が可能になる．この論理を IDEL∼としてを提案す
る．この論理では可能世界の集合をグループとして捉ることにより，そのグループの中の
どこかの世界で成り立っている命題に対して意味づけを行える．また各グループで成り
立っている命題に対して推論を行っていることにより，可能世界の数が爆発することを防
いでいる．そして推理小説の犯人推論において複数犯の可能性がある場合を形式化するこ
とに適して
これらの例を用いて，知識・信念の更新をするコンピュータシステムを実装することに

より，可能世界の削減過程をシミュレートし検証する．
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第1章 はじめに

1.1 研究の背景
従来，数理論理学における動的信念論理 [1]は，論理学者が，人間が新しい情報を獲得

するときに，今まで持っていた知識・信念をどのように変更するか，といった問題を人工
知能の分野への応用とは独立に研究していた．信念とは，特定の人物が信じている内容を
指すものであり，本人の勘違いや思い込みを含めている．また，知識とは，客観的に見た
ときの事実である．信念は認識している世界においてのみ真という性質上，変更を可能に
している．信念が変更される方法として拡張，修正，コントラクションがある [2]．拡張
とはある信念に対して情報が与えられたとき，信念集合は信念と情報との和集合となる．
また，修正とは新しい情報を受け入れる代わりに信念の中の命題を一部削除し無矛盾性を
保つものであり，コントラクションとは，新しい情報を加えないで信念の中の命題を削除
し一貫性を保つものである．信念変更はこれらの方法を用いることで，無矛盾性を維持し
つつ信念の動的な変化を観察することを目的としている．

1.2 研究の目的
本研究の目的は，動的信念論理を用いて知識・信念の更新を行うコンピュータシステム

を実装することにより，推理小説や論理パズルにおける可能世界の削減過程をシミュレー
トし，検証を行うことである．人間が推論を行う過程をコンピュータ上で実現しようとす
るとき，推論を行うシステム部分と，推論に必要な情報を保持しておく知識ベースが必要
となる．知識ベースには，現在正しいと信じている情報とそれが何故正しいのかという根
拠が含まれていて，新しい情報が加えられると，それに応じて正しいと信じている情報を
生成しなおす仕組みが一般的である．知識・信念の更新は情報の累積ではない．それらが
更新していく過程をシミュレートするために，可能性のある選択肢の削除という観点で捉
えることにより，情報の獲得によって変化する信念状態を表すことを目的とする．
今まで基礎的数学的関心に閉じている動的信念論理であるが，現実の人工知能の問題に

応用することが必要である．例えば推理小説では，物語の進行に伴い推論材料となる情報
を読者が得ることにより真相に辿り着くことができる．読者の推論は，文章中の因果関係
や時間的順序関係といった事柄に対して論理的構造を構築するということである．推理小
説における犯人推論を，文章中の有意性を持つ命題を基に，読者の知識・信念が更新され
ていくプロセスと捉えることが可能であり，Ciardelli, Groenendijk, Roelofsenらによって

1



提案された inquisitive semantics [3]の発想を用いることで，選択肢の削除を行う．また，
論理パズルの例として“ sum and product” [4]というものがある．これは，エージェン
ト間の会話によって情報が更新されていき，到達可能性が次第に削除されていくものであ
る．一見して情報がなさそうな告知を行うが，その実は大量の到達可能性を消去してい
る．この問題を，信念が会話によって更新されていく過程をモデル化することができる．
これらの例を用いて，知識・信念の更新をするコンピュータシステムを実装することによ
り，可能世界の削減過程をシミュレートし検証する．

1.3 本稿の構成
本論文では，第 2章において人間の信念がどのように扱われているのかについて例を用

いて記述する．一つ目の例として sum and productとその簡易版としての“誕生日の謎”．
二つ目の例として，推理小説における犯人推論である．
第 3章，第 4章では，第 2章で持ち上げた例に対して表現できる論理について説明して

いく．第 3章では動的信念論理の一種である公開告知論理について，その元となる命題論
理，述語論理，様相論理について学んだことをまとめていき，公開告知論理を用いて“誕
生日の問題”について解法を与える．第 4章では，inquisitive semanticsについて説明を
していき，その応用例を与える．
5章では，新しく提案した論理 IDEL∼について説明し，その実装について述べ，推理

小説について解析，検証を行い，評価実験とそれに対する考察を行い，6章にて本論文の
まとめと今後の展望について示していく．
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第2章 人間の信念を扱ったモデル

本章では，人間の信念がどのように扱われているのかについてパズル，小説の 2つの面
から示していく．

2.1 信念を扱ったパズル
人間の信念を扱った例として sum and product [4]とその簡易版としての“誕生日の謎”

について書いていく．

2.1.1 sum and product

Sum and product とは 1969年にオランダの数学誌Nieuw Archief voor Wiskundeの
中でH. Freudenthal によって発表したのが初出である．この問題は動的信念論理での研
究の応用として用いられ，Hans van Ditmarsch [5] らにより，形式化が行われてきた．以
下が日本語に翻訳したものになる．

Aは Sと P に対しての発言：「２つの数字 xと yを次の条件を満たすよう
に選んできた．その条件は 1 < x < yであり，x + y ≤ 100である．そこで S

には二つの数字を足した答え s = x+ yを，P には二つの数字を掛け合わせた
答え p = x · yを教える．教えた内容は互いに秘密である．」彼は言った通りに
二人に教え，そして次の会話が起こった：

1. P の発言：「数字の組み合わせは分かりません．」

2. S：「そうだと知っていました．」

3. P：「いま，数字の組み合わせが分かりました．」

4. S：「私も分かりました．」

xと yの組み合わせ (x, y)はなんだったでしょう．

この P と Sの発言は一見何の情報も持ってないかのようにみえるが，その一つ一つの
発言により大量の可能性が絞られていく．現に P と Sは相手の発言を聞いてすぐ答えが
分かっている．
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では実際に発言の意味を考えて推論してみよう．まず一つ目の推論の，P の発言である
が，P にとって分かる組み合わせとはなにか考える必要がある．P には二つの数字のかけ
合わせた数を知っているのだから，素数同士の組み合わせであれば瞬時にその組 (x, y)が
分かってしまう．また，大きすぎる組み合わせになると x+ y ≤ 100という条件により分
かってしまう組もある．例えば P が教えられた数字が 2499であれば (49, 51)と分かって
しまう．
次に 2つ目の推論．SはP が分からないということを知っていたので，足してできた数

sを x+ yの形に分解したとき，xと yは P が分からないような数の組でなければならな
い．Sが教えられた数字 sが 15であれば，x+ yに分解したときに (2, 13)という組み合わ
せができてしまい，これでは P が分かるはずなので Sはそのことを知っていたとは発言
できないのである．しかし sが 11であれば x + yに分解してもその二つの数は素数同士
にはならないので今のところ正しい言える．またこの推論により可能性は大幅に減るのだ
がここまでのステップだけでは私たちは答えに辿り着くことはできない．
次に 3つ目の推論．P は Sの発言を受けて組み合わせが分かった言っている．2つ目ま

での推論によって二つの数を足した数が絞れていることは分かっている．掛けた数 pを
x · yに分解したとき，その二つの数を足した数 sというのは上で推論した二つの数になる
ので，18であれば (2, 9)に分解することができ，その二つの数を足した数 sは 11になり
この組だとP は二つの数が分かる．また pが 30であれば分解したときに (5, 6)，(2, 15)の
組み合わせがあり，その組の sは 11と 17になる．2つ目の推論により絞られた数 sにこ
の 2数は満たしているので，この pでは P は数字の組が分かったとはいえない．
そして最後の推論となる．Sも会話により正解の組み合わせが分かる．(2, 9)であれば

3つ目までの推論を満たす．しかし Sが一意に決められるわけではない．(2, 9)を足して
できた数 11を分解すると他にも (3, 8)や (4, 7)があるのだが，この組み合わせであっても
3つ目までの推論を満たしてしまうのである．このようにして推論していけば，答えは足
して 17，掛けて 52になる (4, 13)しか残らないことが分かる．以上のような思考の過程を
辿り人間は回答を得ることができる．

2.1.2 誕生日の謎

このパズルは端的にいうと sum and productを簡単化したパズルであり，考え方は sum

and productとほとんど同じであるが，探索空間が sum and productほど大きいものでは
ない．本質は sum and productと同じ推論の仕方であるので可能性の数が少ない sum and

productとして“誕生日の謎”についてこれから説明していく．

AくんとBくんはCちゃんの誕生日にプレゼントをあげたいのですが，二
人ともCちゃんの誕生日の日付がわかりません．ただCちゃんの誕生日は下
の 10組の中のどれかだけわかります．

• 3月 4日
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• 3月 5日

• 3月 8日

• 6月 4日

• 6月 7日

• 9月 1日

• 9月 5日

• 12月 1日

• 12月 2日

• 12月 8日

CちゃんはAくんに「何月」誕生日か教えました，そしてBくんに「何日」誕
生日か教えました．

• Cちゃん「さぁ，私の誕生日はいつですか？」

1. Aくん「俺は答えがわからないから，Bくんもわからないはずです」

2. Bくん「俺もわからなかったけど，今のAくんの言葉でわかりました」

3. Aくん「あっ，じゃ俺もわかりました」

ではCちゃんの誕生日は 10組の中のどの日でしょうか？

この問題の解答へ至る推論の方法を記述していく．
まずBくんがCちゃんの誕生日が分かるであろう日付は 2日であれば 12月 2日，7日

であれば 6月 7日と一意に決まっていしまうで、その二つの日付はありえない．そしてA

くんはその日付が思い浮かぶ日付というのはありえないので，12月と 6月ではないこと
が分かる．Bくんはこの会話によって分かったので，いまだ区別がつかない 3月 5日と 9

月 5日でないことが分かる．最後にAくんも分かったので，答えは 9月 1日になる．
この「誕生日の謎」の推論の構造は sum and productと同様であり，段階的発言によ

りその発言が嘘になってしまう組み合わせである日付を除外していくことに意味がある．
最初はこの問題を解いていく人間からすれば，3月 4日から 12月 8日までの 10個の可能
性があるのだが，Aくんと Bくんの会話によりだんだんとCちゃんの誕生日である可能
性のある日付というものが変化していく．そして最後に残った可能性というのが答えにな
るのである．

2.2 推理小説における人間の信念変化
推理小説においても先の二つの例であげたように可能性が次第に消されていって推論し

ていく解き方を消去法として一般的に知られている．コナンドイルの生み出した世界一有
名であろう名探偵であるシャーロックホームズも自らの推理法を
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「不可能な物をすべて除外してしまえば、あとに残ったものが、たとえいか
に不合理に見えても、それこそ真実に違いない」（When you have eliminated

the impossible, whatever remains, however improbable, must be the truth.）

と『白面の兵士』[6]の中で述べている．
　
しかし逆に日本の推理小説作家・坂口安吾は『不連続殺人事件』[7]の附記としての選

後論争の中で以下のように消去法について斥ける発言をしている．

「いわば探偵小説のトリックとは，消去法を相手にして，それによる限り
必ず失敗するようにつくられたものである．消去法によるとまっさきに犯人
でなくなってしますような完全なアリバイをもつ人物が，実は犯人であると
いう，そこにトリックがあり，探偵小説の吟味があるのである．」

上のシャーロックホームズの発言は小説中のキャラクターの発言であり，坂口安吾の発
言は作者自らの発言であり，その違いはあるが，二つとも推理小説の消去法についての記
述である．
二つの文は一見矛盾しているかのように見えるかもしれないが，どちらも真であるとい

える．シャーロックホームズによる発言はすべての可能性について考え，それを少しづつ
削っていって残る可能性がほぼ一つに絞られてしまう．これは推理小説においては大事な
要素である．犯人が探偵によって明示されるが，その他にも可能性が残っている人物とい
うのが残っていては不出来なものになる．推理小説において明確にその犯人にしか行えな
いのであれば，すべてのほかの可能性について文中で否定できる要素を描く必要があるの
である．推理小説が本当にフェアプレイをしているのであれば，すべての読者は理詰めに
より犯人を言い当てることができるのである．
また坂口安吾の発言も正しく，真っ先に疑わしい人物というのは一旦可能性から消えた

ように思えるが，その読者に可能性を削らせる過程にトリックがあるのである．トリック
が一切なく，その可能性が残った人物というのが犯人であればあまりにも面白みがない．
作中でトリックを用いることで，初めて意外な犯人が現れるのである．シャーロックホー
ムズの発言とは，その消えたかのようにみえる可能性についても十分に裏を取り，本当
に可能性がないのかと疑ってかかり，そしてトリックを見破った先に見えてくる可能性に
ついても考慮しており，またそのトリックについても十分に論理的である必要性もある．
よって，二文というのは推理小説の本来持っている性質について語っているものであると
いえる．
では実際に，坂口安吾の『不連続殺人事件』を例にとって，その可能性が消えたうよう

にみえるトリックについて検証していこうと思う．

不連続殺人事件

『不連続殺人事件』は坂口安吾の初めて書いた推理小説であり，1947年に大地書房発
行の雑誌『日本小説』に連載されていた．掲載時には作者による，読者への挑戦として真
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犯人あての懸賞金がかけられていた．本書についてのあらすじは角川書店の単行本の裏表
紙を引用して説明したい．

戦後間もないある夏，詩人・歌川一馬の招待で，山奥の豪邸に集まったさ
まざまな男女．作家，詩人，画家，劇作家，女優など，いずれ劣らぬ変人・奇
人ぞろい．邸内に以上な愛と憎しみが交差するうちに，世にも恐るべき，８つ
の殺人が生まれた！不連続殺人の裏に秘められた悪魔の意図は何か？鬼才案後
が読者に挑んだ不滅のトリック！多くのミステリ作家が絶賛する，日本推理小
説史に輝く傑作．第 2回探偵作家クラブ賞受賞作．

あらすじの通り，殺されるのは 8人であり，登場人物は 40人余り，容疑者の数だけで
も 30人近くいる．図 2.1がこの小説の登場人物の相関図である．見て分かるとおり，歌
川多門を中心にいろいろな職業の男女が色恋により，色濃く関係し合っている．
この推理小説を解析するためには，すべての事件においてのアリバイや証言について解

析，また人物関係についてくまなく探り出し，すべての可能性を考えた上で，一筋の筋書
きを整えて犯人に迫る必要があるが，あくまでここでは論理的な解き方の一例を示すこと
ができればいいとする．
よって小説の肝となるトリックを簡単化することで小説に対する論理的な回答を与える

ことにする．簡単化したものが以下の通りになる．

容疑者はA，B，C，D，E

ある村で殺人事件が３つ起こる
一つ目の殺人のとき，A，Bは村の外に出ており，目撃者にも確認が取れ

ていて確固としたアリバイがある．Dと Eは共に一緒にいたと証言．Cのみ
部屋におりアリバイがない．
二つ目の殺人のとき，怪しいとされる C，D，Eはそれぞれ自分の部屋に

いて，B がそれを歩きながら廊下で監視していた．Bは３人とも部屋を出る
ことはなかったと証言．C，D，EもまたBが廊下を離れることはなかったと
証言．Aのみアリバイがない．
三つ目の殺人のとき，A，C，Dは一緒にいたと互いに証言した．BとEに

はアリバイがなかった．
犯人は一人もしくは，その共犯が一人だけいる可能性がある．さあ犯人

は誰。

この問題を解くために必要なのは証言の正確さである．まずすべての容疑者の発言が真
だとすると，最初の事件では犯行可能なのは Cだけ，二つ目の事件ではAだけ，３つ目
の事件ではBとEになる．表 2.1は，殺人可能である容疑者には ◦を，殺人不可能な人に
は×をもって表している．
このとき犯人が一人だとしたら，第一の事件によってA，B，D，Eにはアリバイがあ

り，Cのみが捜査線上に浮上する．しかし，第二の殺人において，Cにはアリバイがある
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図 2.1 人物相関図
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表 2.1 犯行可能性

A B C D E

第一の殺人 × × ◦ × ×
第二の殺人 ◦ × × × ×
第三の殺人 × ◦ × × ◦

ため容疑者から外され，容疑者がいなくなる．ここで考えなければいけないのは問題とし
て与えられた条件である共犯についてである．いま犯人に共犯がいるとすると，最初の事
件ではCが犯行を行い，また二つ目の事件ではAが犯行を行うことができる．だが，第
三の事件においてA,Bともにアリバイがあり，犯行は不可能になってしまう．さらにこの
図のどの二人の組み合わせをみても，犯行を行える組み合わせはなくなってしまう．
そこで各容疑者の証言について考える．第一の事件においてDと Eは共に一緒にいた

と証言している．このときDと Eは共犯であればこの証言について偽ることによりアリ
バイを作ることができる．がDとEの組み合わせであると，第二の殺人においてD,Eの
アリバイを Bは証言している．共犯は一人だけいると文中に記されているため Bの証言
は真であり，これも可能性としては残らない．
次にCが第一の殺人を行った場合を考える．CとAが共犯である場合，第一，第二の

事件はクリアされるが第三の事件はどうか．Aと Cは共に証言しあっているが，ここに
またしても第三者であるBが介入しているため，このアリバイは成り立ちAとCという
組み合わせもありえない．
ではBとCはどうか．第一，第三の事件では犯行を行える．第二ではBはC，D，Eに

よってそのアリバイを保障されているので犯行は行えないであろう．しかし Cについて
はどうか．C，D，Eの 3人によってアリバイを保障されているBであるが，Cについて
嘘をつくことは可能なのである．ここにトリックがあり，第三者によってアリバイを保障
された人物でも嘘の証言をつくことにより共犯のアリバイを保障しているのである．よっ
て第二の殺人でBの証言は嘘であったとすると，BとCの共犯である可能性が残る．
またC，DやC，Eといった組み合わせも考えられるが，第二の事件で共にBに証言さ

れているため，アリバイがあり犯行は行えない．可能性を削っていって最後に残った組み
合わせはBとCだけであるので，この問題の解はBとCの共犯になる．
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第3章 動的認識論理

人間の信念を表す論理体系として，様相論理の一種として認識論理 (Epistemic Logic)

がある．様相論理は，「必然性」や「可能性」について論じられるロジックとして，アリ
ストテレスの時代から研究が始められ，哲学者や神学者の長年の積み重ねにより現代に受
け継げられている．この様相論理には様々な解釈を与えることができ，時制論理や知識の
論理である認識論理もその一つである．認識論理によって人間が「信じている」や「知っ
ている」といった命題を様相演算子として捉えることができ，これを形式化することがで
きる．また，その知識・信念の変化を情報の更新と捉えてその過程をシミュレートするこ
とができるのが動的認識論理 (Dynamic Epistemic Logic) [1]である．
本章では命題論理，述語論理，様相論理を踏まえた上で，動的認識論理の一種である公

開告知論理について書いていく．

3.1 基礎的な論理

3.1.1 命題論理

構文論

論理式を構成するための記号を示していく．

命題変数 命題を記号化，形式化したものとして命題変数 (propositional variable)を定義．
これは文の最小単位である．
p, q, r, ...

論理式 命題は論理結合子を用いて組み合わせることで複合命題を作り出すことができる．

• ¬：「・・・でない」　否定（negation）

• ∧：「かつ」　論理積（conjunction）

• ∨：「または」　論理和（disjunction）

• →：「・・・ならば・・・」　含意（implication）

10



BNF（Backus Naur Form）記法で構文を定義すると以下のようになる．

φ ::= p | ¬φ | φ ∨ φ | φ ∧ φ | φ→ φ

意味論

真理値表 論理結合子について日本語で「かつ」などを意味していることが分かったが，
それは結合子の意味を与えたことにはならない．この意味を理解するのに便利なのが真理
値表である．本稿では真を 1，偽を 0で表すことにする．

表 3.1 φ, ψの複合命題の真理値表

φ ψ ¬φ φ ∧ ψ φ ∨ ψ φ→ ψ

1 1 0 1 1 1

1 0 0 0 1 0

0 1 1 0 1 1

0 0 1 0 0 1

「かつ」という接続詞で二つの命題φとψを繋いだ後にできる命題φ∨ψはφ，ψが共
に真であるときにのみ真であることを示している．¬φは φが偽のとき真になり，φ ∧ ψ
は φと ψのどちらか片方でも真であれば真といえる．φ→ ψは前件が真でかつ後件が偽
のとき以外が真となる．
真理値表を用いることで，原始命題の真偽値が定まれば複合命題の真偽値も同時に決ま

ることが分かる．

付値 命題変数の与え方を扱うために，論理式全体の集合から真偽値 {1, 0}に対する写像
を付値とする．
以下では「P がなりたつための必要十分条件 (iff:if and only if）はQがなりたつことで

ある」ということを表すために，メタ記号 ⇐⇒ を用いて，

P ⇐⇒ Q

と書くことにする．
表 3.1の論理式を付値を用いて表すと，

1. 　 v(¬φ) = 1 ⇐⇒ v(φ) = 0

2. 　 v(φ ∧ ψ) = 1 ⇐⇒ v(φ) = 1　かつ　 v(ψ) = 1

3. 　 v(φ ∨ ψ) = 1 ⇐⇒ v(φ) = 1　または　 v(ψ) = 1

11



4. 　 v(φ→ ψ) = 1 ⇐⇒ v(φ) = 1　または　 v(ψ) = 1

論理式 φにおいて，全ての付値 vに対し v(φ) = 1がなりたつとき φはトートロジー（恒
真）とい．

証明論

自然演繹はゲンツェンが導入した形式化の一つであり，公理系を最小に留める代わりに
推論規則を豊富に用意したものである．推論規則は通常数学で行われる推論に近い形であ
り，理解しやすい自然な体系であるといえる．

推論規則 以下に示すような，論理演算子に関する「導入規則 (Introduction)」と「除去
規則 (Elimination)」と，例外的な⊥に関する規則，背理法（RAA）に関する規則がある．

φ1 ∧ φ2

φi
(∧E)

φ1 φ2

φ1 ∧ φ2
(∧I) φ ∨ ψ

[φ]1....
χ

[ψ]2....
χ

χ (∨E)1,2
φi

φ1 ∨ φ2
(∨I)

φ→ ψ φ

ψ
(→ E)

[φ]1....
ψ

φ→ ψ
(→ I)1

¬φ φ

⊥ (¬E)

[φ]1....
⊥
¬φ (¬I)1

⊥
ψ

(⊥)

[¬φ]1....
⊥
φ (RAA)1

ここで [φ]のように各括弧がついている論理式は仮定であり，推論規則の適用後に仮定
のリストがら消される．また⊥は矛盾を表す記号である．推論規則RAAについて説明を
追加する．RAAは「¬φを仮定し，矛盾が生じるときには φが導かれる」という意味で
あり，背理法（reduction ad absurdum）の頭文字を取ったものである．また命題論理の
自然演繹で式φが定理になるとは，仮定のリストが空になり，φに至る証明図が存在する
ことである．
直観主義論理は上に挙げた推論規則のうちRAAを取り除いたものである．古典論理で

は直観主義論理では成り立たない排中律が成り立つのだが，その証明の際にRAAの規則
が必要となる．以下に排中律の証明を与える．
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[A]1
A ∨ ¬A (∨I)

[¬(A ∨ ¬A)]2
⊥ (¬E)
¬A (¬I)1

A ∨ ¬A (∨I)
[¬(A ∨ ¬A)]2

⊥ (¬E)
A ∨ ¬A (RAA)2

例 3.1 A→ ((A ∧B) ∨ (A ∧ ¬B))に至る証明図は次のように与えられる．

[A]3

[A]3 [B]1
A ∧B (∧I)

(A ∧B) ∨ (A ∧ ¬B)
(∨I)

[¬((A ∧B) ∨ (A ∧ ¬B))]2
⊥ (¬E)
¬B (¬I)1

A ∧ ¬B (∧I)

(A ∧B) ∨ (A ∧ ¬B)
(∨I)

[¬((A ∧B) ∨ (A ∧ ¬B))]2
⊥ (¬E)

(A ∧B) ∨ (A ∧ ¬B)
(RAA)2

A→ ((A ∧B) ∨ (A ∧ ¬B))
(→ I)3

　
命題論理の意味論と自然演繹の間には完全性・健全性が成り立っていることが知られて

おり，すべての式 φに対して，

φがトートロジー ⇐⇒ φが古典命題論理の自然演繹で証明できる

ということがいえる．また=⇒を完全性，⇐=を健全性という．

3.1.2 述語論理

述語論理は命題論理を拡張したものであり，命題の内部構造を分析することができる論
理である．命題論理では「AはBである」といった述語に対して，pなどの単純命題に置
き換えることで表現していたが，述語論理ではその内部構造を明示するために，述語記号
と変数記号を用いて表現する．また量化記号により「すべての」や「ある」といった概念
についても記述できる．

構文論

論理結合子 ∧,∨,→,¬
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量化記号

• ∀：「すべての」　全称記号

• ∃：「ある」　存在記号

量化記号は一階述語論理において対象変数のみに用いられる．

項

• 変数記号　 x, y, z, . . . , a, b, c, . . .

述語記号

• P (x, . . . , xn) ：(P は述語，x, . . . , xnは引数)

BNF記法で構文を定義すると以下のようになる．

φ ::= P (a1, . . . , an) | ¬φ | φ ∨ φ | φ ∧ φ | φ→ φ | ∀xP (x) | ∃xP (x)

これらの構文論を用いることで,複雑な文章を内部構造を考慮した命題で表現すること
ができる．例えば,「xは推理小説である」をN(x),「xは死ぬ」をD(x),「xは yの登場人
物である」をH(x, y)とすると,「全ての推理小説において,ある登場人物が死ぬ」という
自然言語の文が表現でき以下のようになる．

∀x.∃y.(N(x) → (H(x, y) ∧D(y)))

意味論

述語論理の論理式に対し意味づけを与えるためには,「すべての」や「ある」を表現しな
くてはならないので,対象変数の動く範囲である,対象領域を定めなければいけない．その
対象領域のことをDとする．また,意味づけのために解釈が必要であり,その解釈を集合論
的に表したものが付値関数 V である．これら二つを合わせて構造（モデル）M = (D, V )

と表され,次のように与えられる．

• D：空でないものの集まり

• V：次の性質を満たす付値関数 (述語記号 P や変数記号 (a, b)にモノで「値」を与
える)

– V (a), V (b) ∈ D　 (a, bは変数記号)

– 述語記号 P の引数の数が 1なら，V (P )はDの部分集合．

d ∈ V (P ) ⊆ D

14



– P の引数の数が nなら，V (P )はDnの部分集合．

(d1, . . . , dn) ∈ V (P ) ⊆ Dn

述語論理のモデル M = (D, V ) が与えられたとき、論理式に真・偽（1,0）を割り当て
る真理条件を次のように定める：

1. V (P (a1, ..., an)) = 1 ⇐⇒ (V (a1), ..., V (an)) ∈ V (P ).

2. V (P (a1, ..., an)) = 0 ⇐⇒ (V (a1), ..., V (an)) /∈ V (P ).

3. V (¬φ) = 1 ⇐⇒ V (φ) = 0.

4. V (¬φ) = 0 ⇐⇒ V (φ) = 1.

5. V (φ ∧ ψ) = 1 ⇐⇒ V (φ) = 1 かつ V (ψ) = 1.

6. V (φ ∧ ψ) = 0 ⇐⇒ V (φ) = 0 あるいは V (ψ) = 0.

7. V (φ ∨ ψ) = 1 ⇐⇒ V (φ) = 1 あるいは V (ψ) = 1.

8. V (φ ∨ ψ) = 0 ⇐⇒ V (φ) = 0 かつ V (ψ) = 0.

9. V (φ→ ψ) = 1 ⇐⇒ V (φ) = 0 あるいは V (ψ) = 1.

10. V (φ→ ψ) = 0 ⇐⇒ V (φ) = 1 かつ V (ψ) = 0.

11. V (∀xφ(x)) = 1 ⇐⇒ すべて d ∈ D について V (φ(d)) = 1.

12. V (∀xφ(x)) = 0 ⇐⇒ ある d ∈ D について V (φ(d)) = 0.

13. V (∃xφ(x)) = 1 ⇐⇒ ある d ∈ D について V (φ(d)) = 1.

14. V (∃xφ(x)) = 0 ⇐⇒ すべて d ∈ D について V (φ(d)) = 0.

ただし d は要素 d ∈ D の名前で V (d) = d とする。
　
述語論理において,命題論理のトートロジーに対応するのが妥当（valid）な論理式であ

り，任意のモデルM = (D, V )で真になる論理式である．

15



証明論

推論規則 述語論理の自然演繹の推論規則は以下の通りである．

φ1 ∧ φ2

φi
(∧E)

φ1 φ2

φ1 ∧ φ2
(∧I) φ ∨ ψ

[φ]1....
χ

[ψ]2....
χ

χ (∨E)1,2
φi

φ1 ∨ φ2
(∨I)

φ→ ψ φ

ψ
(→ E)

[φ]1....
ψ

φ→ ψ
(→ I)1

¬φ φ

⊥ (¬E)

[φ]1....
⊥
¬φ (¬I)1

⊥
ψ

(⊥)

[¬φ]1....
⊥
φ (RAA)1

φ(a)

∀x.φ(x) (∀I)†
∀x.φ(x)
φ(a)

(∀E)

†：aは任意の自由変数．すべての xを aで置き換える．さらに，φ(a)を導くために使っ
た仮定のどれにも aは出現しない．

φ(a)

∃x.φ[x] (∃I)

ただし,(∃I)において φ[x]は φ(a)中のいくつかの aの出現を xで置き換えたもの．

∃x.φ(x)

[φ(a)]
....
ψ

ψ
(∃E)‡

‡：自由変数 aは,∃x.φ(x),ψ,さらに ψを導くために使ったφ(a)以外の仮定,の全部に出現
しない．
ここで [φ]または [φ(a)]のように各括弧がついている論理式は仮定であり，推論規則の

適用後に仮定のリストがら消される．また述語論理の自然演繹で式 φが定理になるとは，
仮定のリストが空になり，φに至る証明図が存在することである．

例 3.2

∃y.∀x.R(x, y) → ∀x.∃y.R(x, y)に至る証明図は次のように与えられる．
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[∃y.∀x.R(x, y)]1

[∀x.R(x, b)]2
R(a, b)

(∀E)

∃y.R(a, y) (∃I)

∃y.R(a, y) (∃E)b:fresh,2

∀x.∃y.R(x, y) (∀I)a:fresh

∃y.∀x.R(x, y) → ∀x.∃y.R(x, y) (→ I)1

　
述語論理の意味論と自然演繹の間には完全性・健全性が成り立っていることが知られて

おり，すべての式 φに対して，

φは妥当な論理式である ⇐⇒ φが古典述語論理の自然演繹で証明できる

ということがいえる．

3.2 様相論理
古典論理によって数学におけるさまざまな理論を形式化することができた．しかし，我々

が推論する際というのは，場面や状況，立ち位置によって意味の捉え方というものはさま
ざまである．また未来によって起こる可能性はあるなど不確実なことを考えるときもあ
る．そういった状況に応じた思考の違いや可能性について論じることができる論理が様相
論理である．様相論理は古典論理の論理結合子に加え，「必然性」や「可能性」を扱える
様相演算子 (modal operator)があり，状況や場面や時間など設定の仕方により解釈の仕方
が変わってくる．例えば，信念を扱う認識論理では「必然性」に対して「知っている」な
どの意味に解釈を変えることが可能である．その状況や場面や時間を設定するモデルがク
リプキ (S. kripke)によって与えられたクリプキモデルである．

3.2.1 構文論

命題論理の命題変数，論理結合子に加え，様相演算子がある．

様相演算子

• 必然性演算子 □：□φ「必然的に φである」

• 可能性演算子 ♢：♢φ「φが可能」

– □φが現在の状況で真になるのは，エージェント aが現在の状況から想像しう
るどのような状況でも φが真である場合であり，その場合に限る
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– ♢φが現在の状況で真になるのは，エージェント aが現在の状況から想像しう
るある状況で φが真である場合であり，その場合に限る

BNF記法で構文を定義すると以下のようになる．

φ ::= p | ¬φ | φ ∨ φ | φ ∧ φ | φ→ φ | □φ | ♢φ

3.2.2 クリプキ意味論

様相論理の意味論はクリプキフレームにより定められる．空でない集合W とW 上の
二項関係Rの対 (W,R)をクリプキフレームといい，W を可能世界（possible world）の
集合，Rを到達可能関係（accessibility relation）という．
また各命題変数に対してどの可能世界で真になるかを定めておく必要があり，これをク

リプキフレーム（W,R）上の付値とする．付値 V は各命題変数 pに対し V (p) ⊆ W となる
写像であり，つまり V (p)は pが真となる可能世界wの集合を意味している．この三重対
(W,R, V )をクリプキモデルという．与えられたクリプキモデルM = (W,R, V )に対して
可能世界w ∈ W と論理式の間の二項関係 |=を次のように帰納的に定義する．これは真理
条件（truth condition）と呼ばれる．

1. M,w |= p ⇐⇒ w ∈ V (p)

2. M,w |= φ ∧ ψ ⇐⇒ M,w |= φ かつ M,w |= ψ

3. M,w |= φ ∨ ψ ⇐⇒ M,w |= φ または M,w |= ψ

4. M,w |= φ→ ψ ⇐⇒ M,w ̸|= φ または M,w |= ψ

5. M,w |= ¬φ ⇐⇒ M,w ̸|= φ

6. M,w |= □φ ⇐⇒ wRu となる，すべての uに対し M,u |= φ

7. M,w |= ♢φ ⇐⇒ wRu となる，ある uに対し M,u |= φ

M,w |= φであるとき，「可能世界wで論理式 φは真である」という．また，M,w ̸|= φ

は「M,w |= φでない」ことを表す．関係 |=は付値 V から一意的に定まるので，V と |=
は同一視して，|=のことを付値ともいう．様相論理においても,述語論理と同様に命題論
理のトートロジーに対応するのが,妥当（valid）な論理式であり，任意のクリプキモデル
M = (W,R, V )で真になる論理式である．
クリプキモデルはより直感的に理解しやすいように図でもって表現される．以下のクリ

プキモデルM = (W,R, V )を考える．

• 可能世界wの集合　W = {w0, w1, w2}
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図 3.1 クリプキモデルの例

• 到達可能性関係　R = {(w0, w1), (w0, w2)}

• 付値　 V (p) = {w0, w2} V (q) = {w0, w1}

このクリプキモデルを図を用いて表すと図 3.1となる．可能世界は w0，w1，w2 の三
つがあり，w0 から w1，w0 から w2 へと到達可能性関係がある．命題 pが真となる世界
は w0と w2であり，命題 qが真となる世界は w0と w1である．このクリプキモデル上で
M,w0 ̸|= □(p ∨ q) → (□p ∨□q)が成り立つことを証明すると以下のようになる．

例 3.3.1

M,w0 ̸|= □(p ∨ q) → (□p ∨□q) ⇐⇒ M,w0 |= □(p ∨ q)
1⃝かつM,w0 ̸|= □p ∨□q

2⃝

1⃝の証明

M,w0 |= □(p ∨ q) ⇐⇒ w0Ruとなるすべての uに対してM,u |= p ∨ q
⇐⇒ M,w1 |= p ∨ qかつM,w2 |= p ∨ q
⇐⇒ (M,w1 |= pまたはM,w1 |= q)かつ (M,w2 |= pまたはM,w2 |= q)

⇐⇒ w1 ∈ V (q)かつw2 ∈ V (p)　 よって 1⃝は成り立つ

2⃝の証明
M,w0 ̸|= □p ∨□q ⇐⇒ M,w0 ̸|= □p

a⃝かつM,w0 ̸|= □q
b⃝

a⃝の証明

M,w0 ̸|= □p ⇐⇒ w0Ruとなる，ある uに対してM,u ̸|= p

⇐= u = w1とするとM,w1 ̸|= p　

⇐⇒ w1 ̸∈ V (p)より a⃝は成り立つ
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b⃝の証明

M,w0 ̸|= □q ⇐⇒ w0Ruとなる，ある uに対してM,u ̸|= q

⇐= u = w2とするとM,w2 ̸|= q

⇐⇒ w2 ̸∈ V (q)より b⃝は成り立ち， 2⃝が成り立つ

よってM,w0 ̸|= □(p ∨ q) → (□p ∨□q)が証明された．
　
様相論理における妥当な論理式とは任意のフレーム (W,R)，任意のモデル (W,R, V )で

真になる論理式である．

3.2.3 論理式と到達可能性関係の

ここでは代表的な論理式を満たす到達可能性関係について表で示す．

表 3.2 論理式と到達可能性関係

論理式 到達可能性関係 　
T □φ→ φ 反射的（reflexive） すべてのwでwRw　
4 □φ→ □□φ 推移的（transitive） wRw′かつw′Rw′′ならばwRw′′　
D □φ→ ♢φ 継続的（serial） すべてのwにw′が存在してwRw′

B φ→ □♢φ 対称的（symmetric） wRw′ならばw′Rw

5 ♢φ→ □♢φ ユークリッド的（Euclidean） wRw′かつwRw′′ならばw′Rw′′

上記の論理式はそれぞれに強弱な関係があり，Tであれば少なくとも自分自身に行き先
があるのでDであるといえる．またユークリッド性と反射性を同時に仮定すれば，対称
性と推移性を導く．反射性・対称性・推移性の三つの条件を満たしているものを同値関係
（equivalence relation）という．
これらのフレームの構造によってその演算子の特性が規定され，様相論理で導入されて

いる様相演算子も同様にこのフレームの構造によって特性が大きく変化する．以下に代表
的な論理式を挙げる．

反射律T □φ→ φ

反射律を認めるフレームを仮定すると，全ての可能世界においてそれぞれの可能世界が
自身の可能世界に到達する事が出来る事を示している．このとき，ある可能世界で「到達
可能性関係によって繋がっている先全ての可能世界においてφが成り立つ」場合を考える
と，それぞれの可能世界は自分自身へその到達可能性関係を持つ為，その可能世界自身で

20



も□演算子のついた論理式 φが成り立っている必要がある．また□を「知っている」と
読んだとき，「φを知っている」ならば φが成り立つ．

推移律 4 □φ→ □□φ
推移律を認めるフレームにおいては，ある可能世界 sから到達出来る可能世界 tに，そ

こから到達可能性のある別の可能世界 uが存在する時，可能世界 sから可能世界 uへ到達
出来る事を示している．可能世界 tにおいて全ての到達可能性関係のによって繋がった先
で φが成り立つとき，可能世界 tにおいては□φが成り立ち，その可能世界 tに到達可能
性関係を持つ可能世界 sにおいては□□φが成り立っている必要がある．また□を「知っ
ている」と読んだとき，「φを知っている」ならば「「φを知っている」ということを知っ
ている」が成り立つ．

継続律D □φ→ ♢φ
継続律を認めるフレームにおいては，全ての可能世界において到達可能性関係が存在す

る事を示している．ある可能世界において□φが成り立っているとき，その世界ではある
到達可能性で繋がった先の世界で φが成立する必要がある．

対称律B φ→ □♢φ
対称律を認めるフレームにおいては，ある可能世界 sから到達出来る可能世界 tに，逆

方向にも到達可能性が存在する事を示している．φが成り立っている世界から到達可能性
関係で繋がったすべての世界から到達可能性関係で繋がったある世界で，φが成り立つ必
要がある．

ユークリッド律 5 ♢φ→ □♢φ
推移律を認めるフレームにおいては，ある可能世界 s から到達出来る可能世界 tと，s

から到達可能性のある別の可能世界 uが存在する時，可能世界 tから可能世界 uへ到達出
来る事を示している．ある世界から到達可能性関係で繋がった先の世界で φが成り立つ
とき，その世界から到達可能性関係で繋がったすべての世界から到達可能関係で繋がった
ある世界では φが成り立つ必要がある．また□を「知っている」と読んだとき，「φかも
しれない」ならば「「φかもしれない」ことを知っている」が成り立つ．
　
到達可能性関係Rとこれらの論理式の関係をまとめると以下のようになる．すべての

フレーム F = (W,R)について，

• Rが反射的 ⇐⇒ Tが F で妥当

• Rが対称的 ⇐⇒ Bが F で妥当

• Rが推移的 ⇐⇒ 4が F で妥当
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• Rがユークリッド的 ⇐⇒ 5が F で妥当

• Rが継続的 ⇐⇒ Dが F で妥当

の同値関係が成立する．

3.2.4 様相論理のヒルベルト流公理系

様相論理のヒルベルト流公理系を定義する．様相論理のヒルベルト流公理系HKは以下
の公理と推論規則により成り立つ．

• (A1)　 φ→ (ψ → φ)

• (A2)　 (φ→ (ψ → θ)) → ((φ→ ψ) → (φ→ θ))

• (A3)　 (¬φ→ ¬ψ) → (φ→ ψ)

• (MP)　 φとφ→ ψから，ψを導いてもよい

• (K)　□(φ→ ψ) → (□φ→ □ψ)

• (Nec)　 φから□φを導いてもよい

次に様相論理のヒルベルト式公理系HKの証明を定義する．

• 定義　
　以下の条件を満たす連続する論理式B1, . . . , BnをHKの証明とする．

– B1は (A1)，(A2)，(A3)，(K)のいずれかであるか，

– Bi(1 < i ≤ n)は (A1)，(A2)，(A3)，(K)のいずれかであるか，Bj, Bk(j, k < i)

から (MP)によって導き出された式であるか，Bj(j < i)から (Nec)にとって導
き出された式である．

次に先に挙げた表 3.2の代表的な論理式とヒルベルト流公理系を用いて新しい公理系を
以下のように定義する．

• HKD　 (A1),(A2),(A3),(K),(D),(MP),(Nec)

• HKT　 (A1),(A2),(A3),(K),(T),(MP),(Nec)

• HKB　 (A1),(A2),(A3),(K),(B),(MP),(Nec)

• HS4　 (A1),(A2),(A3),(K),(T),(4),(MP),(Nec)

• HS5　 (A1),(A2),(A3),(K),(T),(5),(MP),(Nec)
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これらの公理系はHKと同じように証明と定理の概念を定義することができる．φがク
リプキモデルM で妥当であるとは φがすべての w ∈ W についてM,w |= φとなること
であり，このとき以下の健全性，完全性が成立することが知られている．

• ⊢HK φ ⇐⇒ すべてのクリプキモデルM において φは妥当である．

• ⊢HKD φ ⇐⇒ すべての継続的なクリプキモデルにおいて φは妥当である．

• ⊢HKT φ ⇐⇒ すべての反射的なクリプキモデルM において φは妥当である．

• ⊢HKB φ ⇐⇒ すべての対称的なクリプキモデルM において φは妥当である．

• ⊢HS4 φ ⇐⇒ すべての反射的でかつ，推移的なクリプキモデルM において φは妥
　　　　　　当である．

• ⊢HS5 φ ⇐⇒ すべての反射的でかつ，対称的でかつ，ユークリッド的なクリプキモ
　　　　　　デルM において φは妥当である．

3.2.5 自然演繹

推論規則

様相論理の自然演繹の推論規則は以下の通りである．また，i : Aと irjにおける i, jは
自然数である．

i : φ1 ∧ φ2

i : φi
(∧E) i : φ1 i : φ2

i : φ1 ∧ φ2
(∧I)

i : φ ∨ ψ

[i : φ]a....
k : χ

[i : ψ]b....
k : χ

k : χ
(∨E)a,b

i : φi

i : φ1 ∨ φ2
(∨I)

i : φ→ ψ i : φ

i : ψ
(→ E)

[i : φ]a....
i : ψ

i : φ→ ψ
(→ I)a

i : ¬φ i : φ

i : ⊥ (¬E)

[i : φ]a....
i : ⊥
i : ¬φ (¬I)a

i : ⊥
k : ψ

(⊥)

[i : ¬φ]a....
i : ⊥
i : φ

(RAA)a

様相演算子についての推論規則を加える．

[irj]a....
j : ⊥
i : □φ (□I)a†

i : □φ irj
j : φ

(□E) j : ♢φ irj

i : ♢φ (♢I) i : ♢φ

[irj]a[j : φ]b....
k : ψ

k : ψ
(♢E)a,b‡
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†：jは irjを除く j : φを導くために使ったどの仮定にも出現しない．
‡：jは以下の性質を満たす：1) i ̸= j，2) j ̸= k，3) jは irjと j : φを除く，k : ψを導く
ために使ったどの仮定にも出現しない．
　　
表 3.2の五つの公理，T，4，D，B，5をそれぞれ規則 ρ，σ，τ，ϕ，ηとすると次のよ

うに表すことができる．

iri
(ρ)

irj
jri

(σ)
irj irk

irk
(τ)

irj irk

jrk
(ϕ)

[irj]a....
k : ψ

k : ψ
(η)∗a

∗：jは以下の性質を満たす：1) i ̸= j，2) j ̸= k，3) jは irjを除く，k : Bを導くために
使ったどの仮定にも出現しない．
ここで [i : φ]または [irj]のように各括弧がついている論理式は仮定であり，推論規則

の適用後に仮定のリストがら消される．また様相論理の自然演繹で式 φが定理になると
は，仮定のリストが空になり，φに至る証明図が存在することである．

例 3.3.2

公理系 S4において□p→ □□pに至る証明図は次のように与えられる．

[0 : □p]
[0r1]b [1r2]c

0r2
(τ)

2 : p
(□E)

1 : □p (□I)c,2:fresh
0 : □□p (□I)b,1:fresh

0 : □p→ □□p (→ I)a

　
様相論理の意味論と自然演繹の間には完全性・健全性が成り立っていることが知られて

おり，すべての式 φに対して，以下の同値関係が成り立つ．

• ⊢HK φ ⇐⇒ 0 : φ が追加の規則を用いないで様相論理の自然演繹で証明できる

• ⊢HKD φ ⇐⇒ 0 : φ が規則 ηを用いて様相論理の自然演繹で証明できる

• ⊢HKT φ ⇐⇒ 0 : φ が規則 ρを用いて様相論理の自然演繹で証明できる

• ⊢HKB φ ⇐⇒ 0 : φ が規則 σを用いて様相論理の自然演繹で証明できる

• ⊢HS4 φ ⇐⇒ 0 : φ が規則 ρ, τ を用いて様相論理の自然演繹で証明できる

• ⊢HS5 φ ⇐⇒ 0 : φ が規則 ρ, σ, τ を用いて様相論理の自然演繹で証明できる
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3.3 公開告知論理
公開告知論理とは，様相論理における必然性演算子を「・・・を知っている」という意味

で捉え，信念について記述できる認識論理を拡張させた動的認識論理（Dymic epistemic

logic）の一種である．認識論理では，認識演算子K（Knowledge opetaror）を定義し，様
相論理で用いられる必然性演算子□φをKaφとして書き換える．Kaφと記述することに
より，「エージェント aがφと知っている」と解釈される．公開告知論理では，その認識論
理の認識演算子に加え，告知演算子 [ ]により，モデルの更新を可能にし，エージェント
の信念変化について記述することができる．

3.3.1 構文論

命題とエージェント

公開告知論理において命題集合と，エージェント集合の二つの集合が定義されている必
要がある．

• 命題集合　 p, q, r, · · · ∈ P

• エージェント集合　 a, b, c, · · · ∈ A　

認識演算子

• 認識演算子K：Kaφ「エージェント aは φであることを知っている．」

• 共通知識 (common knowledge)：CBφ「グループBのすべてのエージェントは φが
共通知識である．」

共通知識とは，互いがその対象について知っていて，お互いが「相手が知っている」とい
うことも知っている．さらに「相手が自分が知っている」ことも知っているというように，
際限なく続くときの知識のことをいう．

告知演算子

• 告知演算子 [ ]：[φ]ψ「φという告知の後で ψである」

告知演算子により，告知により変化したモデルでの推論を可能にする．
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言語

命題変数の集合を P，エージェントの集合を Aとすると，言語は LK[ ](A,P )または
LKC[ ](A,P )と表される．LKC[ ](A,P )は共通知識も記述できる言語である．ここでの言
語とは，公開告知論理で記述するために必要となる記号の集合を意味している．
　
LK[ ](A,P )をBNF記法で書くと，

φ ::= p | ¬φ | (φ ∧ φ) | Kaφ | [φ]ψ

またLKC[ ](A,P )をBNF記法で書くと，B ⊆ Aとし，

φ ::= p | ¬φ | (φ ∧ φ) | Kaφ | CBφ | [φ]ψ

φ ∨ φと φ→ φは φ ∧ φと ¬φによって定義できるので省略できる．

3.3.2 意味論

公開告知論理のクリプキモデルM = (W, (Ra)a∈A, V )は以下のように定義される．

• W は可能世界の集合である．

• Ra ⊆ W ×W はエージェント aの到達可能性関係で反射的，対称的，推移的，すな
わち同値関係である．

• V：P → ℘(W )は付値関数である．(℘とはべき集合である．)

また，クリプキモデルM = (W, (Ra)a∈A, V )に対しての真理条件を次のように帰納的に
定義できる．また今回は共通知識について扱わないので言語 LK[ ](A,P )についてのみ記
述する．

1. M,w |= p ⇐⇒ w ∈ V (p)

2. M,w |= φ ∧ ψ ⇐⇒ M,w |= φ かつ M,w |= ψ

3. M,w |= ¬φ ⇐⇒ M,w ̸|= φ

4. M,w |= Kaφ ⇐⇒ すべての t ∈ W : wRatに対し M, t |= φ

5. M,w |= [φ]ψ ⇐⇒ M,w |= φならばM |φ,w |= ψ
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ここで，変更後のクリプキモデルであるM |φ = (W ′, (R′
a)a∈A, V

′) は以下のように定め
られる．

W ′ = |φ|M
R′

a = Ra ∩ (|φ|M × |φ|M)

V ′(p) = V (p) ∩ |φ|M

また |φ|とは φが真になる可能世界を集めた集合であり，φの真理集合（truth set）と呼
ばれ，以下のように表される．

|φ|M = {w ∈ W |M,w |= φ}

M |φは，φが真である可能世界やその可能世界同士の到達可能性関係だけをクリプキ
モデルの対象としている．言い換えると φが偽になる可能世界とそれに繋がる到達可能
性関係を削除している．このように定義することにより，告知により変化するクリプキモ
デルの中で推論が可能となる．
公開告知論理における妥当な論理式とは任意のモデル (W,R, V )で真になる論理式で

ある．

公開告知論理の公理系

以下に公開告知論理のヒルベルト流公理系PAを示す．命題論理の公理に加え以下の公
理と推論規則がある．

• Ka(φ→ ψ) → (Kaφ→ Kaψ)

• Kaφ→ φ

• Kaφ→ KaKaφ

• ¬Kaφ→ Ka¬Kaφ

• [φ]p↔ (φ→ p)

• [φ]¬ψ ↔ ([φ]ψ ∧ [φ]χ)

• [φ]Kaψ ↔ (φ→ Ka[φ]ψ)

• [φ][ψ]χ↔ [φ ∧ [φ]ψ]χ

• φとφ→ ψからψが導かれる

• φよりKaφが導かれる

このとき以下の健全性・完全性が成り立つことが知られてる．

• ⊢PA φ ⇐⇒ φがすべての公開告知論理のクリプキモデルで妥当である．
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3.3.3 クリプキモデルの例

公開告知論理によってクリプキモデルがどうように変化していくのかを示す．いまクリ
プキモデルを以下のように設定する．

• 可能世界の集合　W = {w0, w1}

• 到達可能性関係　Ra = {(w0, w0), (w1, w1)}　Rb = {(w0, w0), (w0, w1), (w1, w0), (w1, w1)}

• 付値　 V (p) = {w1}

図 3.2 設定したクリプキモデル

上のように設定したときのクリプキモデルが図 3.2である．設定した到達可能性関係は
同値関係を満たしている．このときエージェント bにとって可能世界w0とw1にはとつ経
つ可能性関係によって繋がれていて，二つは同値関係であり区別がつかない状態にある．
エージェント aにとってはw0とw1には到達可能性関係はないので二つの可能世界は区別
がついている．ここで p ∧ ¬Kbpという告知があったとすると，図 3.3のようにクリプキ
モデルが変更される．

図 3.3 変更後のクリプキモデル

p ∧ ¬Kbpが偽になる可能世界w0とそれに繋がる到達可能性関係は削除されw1のみが
残る．

3.3.4 誕生日の謎

本研究の解析対象として挙げた sum and productや“誕生日の謎”を公開告知論理を用
いて解くことができる．以下では“誕生日の謎”について解法を示していく．2章にて挙
げた引用をもう一度載せる．
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AくんとBくんはCちゃんの誕生日にプレゼントをあげたいのですが，二
人ともCちゃんの誕生日の日付がわかりません．ただCちゃんの誕生日は下
の 10組の中のどれかだけわかります．

• 3月 4日

• 3月 5日

• 3月 8日

• 6月 4日

• 6月 7日

• 9月 1日

• 9月 5日

• 12月 1日

• 12月 2日

• 12月 8日

CちゃんはAくんに「何月」誕生日か教えました，そしてBくんに「何日」誕
生日か教えました．

• Cちゃん「さぁ，私の誕生日はいつですか？」

1. Aくん「俺は答えがわからないから，Bくんもわからないはずです」

2. Bくん「俺もわからなかったけど，今のAくんの言葉でわかりました」

3. Aくん「あっ，じゃ俺もわかりました」

ではCちゃんの誕生日は 10組の中のどの日でしょうか？

クリプキモデルの設定

まず可能世界 wにあたるのは誕生日の候補日である．そして誕生日の候補日の集合を
W =[誕生日の候補日 (cob)]とする．
エージェントの集合をAとすると，いまAとBがエージェントであるのでそれぞれ小

文字で表現して，
A = {a, b}

次にAと Bの到達可能性関係について記述する．Aにとって教えられた月が 6月であ
れば 6月の 4日なのか 7日なのかが分からない．よって区別できないのは候補日の中で月
が同じである日付であるから，同じ月の候補日同士が到達可能性関係で結ばれている．ま
たBにとっては何日かしか分かっていないので，同じ日同士，例えば 3月 4日と 6月 4日
に到達可能性関係が結ばれている．図で表すと図 3.4のようになる．
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図 3.4 到達可能性関係

赤い矢印はエージェント aの到達可能性関係，青い矢印がエージェント bの到達可能性
関係である．またこの図では自分と自分を繋いだ到達可能性関係については省略している
が，本来はそこにも到達可能性関係があり，反射律を満たしている．
先に定義した可能世界とエージェントを用いて両エージェントの到達可能性関係を表

すと

Ra = {((x, y), (x′, y′)) ∈ W ×W | x = x′}
Rb = {((x, y), (x′, y′)) ∈ W ×W | y = y′}

と書くことができる．
次に命題と付値を与える．可能世界（6,7）であれば「6月 7日は Cの誕生日である」

という文が真になり，そしてこの命題が成り立つのも可能世界 (6,7)のみとなる．この
ときの「6月 7日は Cの誕生日である」という一文が一つの命題になる．そして付値は
V (「6月 7日はCの誕生日である」）= {（6, 7）}というふうに記述することができる．こ
れを形式化すると，

V (x/y is the C’s birthday) = {(x, y)}

となり，一意に示せる．論理式中では命題を“x/y is the C’s birthday”と英語で記述する．

発言の論理式化

命題を元に「Aは Cの誕生日を知っている」を論理式で表す．Aは誕生日を知ってい
るのだが，それが何月何日かという情報はなく，「AはCの誕生日が 3月 4日か 3月 5日
か 3月 8か・・・を知っている」というふうに意訳することが可能である．論理式で表すと，
「エージェント z ∈ AはCの誕生日を知っている」は，∨

(x,y)∈[Cob]

Kz(x/y is the C’s birthday)

また「エージェント z ∈ AはCの誕生日を知らない」は，∧
(x,y)∈[Cob]

¬Kz(x/y is the C’s birthday)
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問題文に戻り，二人の会話を形式化していく．一つ目の Aの発言である「俺は答えが
わからないから，Bくんもわからないはずです」は，「Bが誕生日を知らないことを知って
いた」というふうに捉えることができる．二つ目の発言は，一つ目の発言を受けて「誕生
日をしっています」，三つ目の発言は一つ目，二つ目の発言を受けて，「誕生日が知ってい
ます」と捉えられる．よって 3つの発言を形式化すると，

1. A「BはCの誕生日がわからないはずです」
ann1 = Ka(

∧
(x,y)∈[Cob] ¬Kb(x/y is the C’s birthday))

2. B「今のAの言葉でCの誕生日がわかりました」
ann2 = [ann1](

∨
(x,y)∈[Cob]Kb(x/y is the C’s birthday))

3. A「私もCの誕生日がわかりました」
ann3 = [ann1][ann2](

∨
(x,y)∈[Cob]Ka(x/y is the C’s birthday))

となる．二つ目の告知，三つ目の告知は前の告知により変化したクリプキモデル上での告
知になるので，告知演算子 [ ]を用いて表される．

告知によるモデルの変化

形式化したクリプキモデルが告知により変化していく様子について考察していく．

図 3.5 初期状態

図 3.5がCの誕生日の候補日を世界の集合とし，その間における到達性関係を記した初
期状態の図になる．ただし自分自身への到達可能性関係はカットしている．
一つ目の告知によりクリプキモデルは変化し，図 3.6になる．「Bにとって区別がつく世

界，つまりある可能世界において他の可能世界と Bの到達可能性関係によって繋がれた
世界がないような可能世界」とAの到達可能性関係によって繋がれている世界，つまり 6

月の候補日と 12月の候補日は全て告知が成り立たないので削除される．また到達可能性
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図 3.6 一つ目の告知により変化した状態

図 3.7 二つ目の告知により変化した状態

関係は元のモデルの到達可能性関係を維持しつつ，消えた可能世界への到達可能性関係は
削除される．
二つ目の告知により変化したクリプキモデルが図 3.7になる．これは一つ目の告知によ

り変化したモデル上で，Bにとっていまだ区別がついていない可能世界である 3月 5日と
9月 5日が削除される．　

図 3.8 三つ目の告知により変化した状態

そして最後の告知を受けて生成されるクリプキモデルが図 3.8になる．最後に可能世界
（9,1）だけが残り，この可能世界だけがすべての告知を満たしていることが分かり，この
パズルの解であるCの誕生日は 9月 1日であったことが分かる．
このようにして論理パズルをエージェントの信念変化と捉えることで，第二章の人間の

推論と同じような思考の推移を辿り，動的にシミュレートすることができる．

32



第4章 Inquisitive semantics

Ivano, Jeroen, Florisらによる Inquisitive semantics [3]とは，平叙文と疑問文の両方に統
一的意味を与える形式意味論であり，本章では Inquisitive semanticsの概念を動的認識論
理に応用した Ivano, Florisの Inquisitive dynamic epistemic logic(IDEL) [8]について説明
していく．IDELも用いることで到達可能性関係に違った尺度で推論することを可能にし，
エージェントが「疑っている状態」を表現することができる．まず Inquisitive semantics

における重要な概念である isuueについて記述し，IDELの構文論，意味論を与え，IDEL

を用いて行うことができる推論について記述する．

4.1 Information statesと issue

公開告知論理においては告知により可能世界を削られていくことに情報量があった．
p ∨ ¬pや q ∨ ¬qのような論理式を告知したとしても公開告知論理において論理式はトー
トロジーであり，すべての可能世界で成り立つので可能世界の数は変わることはなく，こ
の論理式には情報量はない．しかし p ∨ ¬pと q ∨ ¬qは全く別の告知であり，そこに何ら
かの差異が記述できるように思われる．少なくとも p ∨ ¬pという告知があったなら pに
関心を抱いているのだということが分かる．その関心を抱く部分について形式化すること
ができるのが IDELの特徴である．

4.1.1 Information states

この informativenessと inquisitivenessを表現することに必要な概念が information states

と Issueである．Information stateとは可能世界の集合をW としたときの部分集合であ
り，information state s ⊆ W で表される．可能世界の集合W において何か情報が与えら
れたときに絞り込まれてできる可能世界の集合である．
極端な例としては information stateが空集合であるとき，これを矛盾状態（inconsistent

state）と呼び，information stateが可能世界の集合自身であるとき，何も情報をもってい
ないので，無知状態（ignorant state）と呼ぶ．
図 4.1は可能世界の集合W = {w1, w2, w3, w4}としたときの information stateの例であ

る．右から左に向かうにつれて情報が多くなっていき，information stateに含まれる可能
世界の数はだんだんと少なくなっている．
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図 4.1 Information states

4.1.2 Issues

Issueとは知りたい情報に対して，その情報の意味を区別する尺度である．ある文脈がな
んらかの情報を持っている場合，それは information state sとして表現され，更に詳しい内
容を判別するためにその sの中でグループ分けを行う．W を可能世界の集合，information

state sをW の部分集合とすると，issue I は空でない集合であり，以下のような性質を
持っている．{

1. Iは downward closedである：t ∈ Iかつ t′ ⊆ tならばまた t′ ∈ I

2. Iは sの issueである：
∪
I = s

downward closureという性質は issueがその内部に密に詰まっていることを表現して
いる．
また information state sに対するすべての issueをΠsと表し，可能世界の集合W に対

する，すべての information stateに対する issueの集合をΠ =
∪

s⊆W Πsとして表す．

図 4.2 Issues

図 4.2は information state s = {w,w2, w3, w4}に対する 4つの issueである．この図は
issueの中で最大の要素のみを描画している．(a)ではこれ以上 sを分解をわけることがで
きない issueであり，I = {{w1}, {w2}, {w3}, {w4}}となる．(b)は sに対して sを {w1, w2}
と {w3, w4}とにグループが分かれている．このときの issueは I = {{w1, w2}, {w1}, {w2}
, {w3, w4}, {w3}, {w4}}になる．(c)では {w1, w3, w4}と {w2, w3, w4}のグループに分けら
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れる．これは可能世界が同時に二つのグループに入っていてもよいという issueの興味深
い性質を示している．最後に (d)は sに対して自明となる issueである．
この information statesと issueの関係を到達可能性関係に用いる．Information stateを

DELにおけるエージェント aの可能世界 wにおける到達可能性関係とし，これを σa(w)

とする．また inquisitive stateとして Σa(w)を導入する．これは σa(w)に対する issueで
ある．これにより各エージェントは到達可能性関係によってつながれている可能世界に対
してより正確に表現できるようになる．このとき二つの関係は σa(w) =

∪
Σa(w)である．

4.2 Inquisitive Dynamic Epistemic Logic

構文論を定義し，その後Σa(w)を用いて IDELにおける意味論を定義していく．

4.2.1 構文論

公開告知論理と同様に命題集合を p, q, r, · · · ∈ P，エージェント集合を a, b, c, · · · ∈ Aと
前提として与えておく．

クリプキモデル

Σa(w)を用いてクリプキモデルがどのように表されるかを記述する．クリプキモデルを
M = (W, (Σa)a∈A, V )とすると

• W は可能世界の集合である．

• (Σa)a∈A：W → Πとなる写像であり，ここで可能世界wからの写像であるΣa(w)に
は以下の性質がある．

– Factivity：すべてのw ∈ W に対し，w ∈ σa(w)

– Introspection：すべてのw, v ∈ W に対し，v ∈ σa(w)ならばΣa(v) = Σa(w)

σa(w) :=
∪

Σa(w)はエージェント aのwにおける information stateを表している

• V：P → ℘(W )は付値関数である．
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言語

IDELでは平叙文と疑問文を同時に扱える構文が必要である．また疑問文にはいくつか
制約がある．例えば平叙文と平叙文の連言をとったときにできる文は平叙文であるし，疑
問文と疑問文の連言をとったときできた文は疑問文でなくてはならない．そして平叙文と
疑問文との連言をとることはできない．これは直感的に考えてみても「彼は犯人である」
と「凶器は包丁ですか?」という 2文の和をとってできるような「彼は犯人であり，かつ
凶器は包丁ですか?」という文章はおかしいことが分かる．また「ならば」で 2文を繋い
だとき，前件である文は平叙文でなくてはならず，合成してできた文は後件に依存する．
「証拠がありますか?」と「彼は犯人である」という 2文を「ならば」で繋ぐと，「証拠があ
りますか?ならば彼は犯人である」というふうに全く意味不明な文章になってしまう．以
上を踏まえて構文を構築する．
平叙文全体の集合を L!，疑問文全体の集合を L? とし，疑問文 α, β, γ ∈ L! と平叙文

µ, ν, λ ∈ L?と限定しない文 φ, ψ, χ ∈ L! ∪ L?を定義すると，以下に示す構文となる．

1. すべての p ∈ P に対し p ∈ L!

2. ⊥ ∈ L!

3. α1, . . . , αn ∈ L!ならば ?{α1, . . . , αn} ∈ L?

4. φ ∈ L◦かつ ψ ∈ L◦ならば φ ∧ ψ ∈ L◦，ここで ◦ ∈ {!, ?}

5. α ∈ L!かつ φ ∈ L◦ならば α→ φ ∈ L◦，ここで ◦ ∈ {!, ?}

6. ◦ ∈ {!, ?}であり，φ ∈ L◦かつ a ∈ AならばKaφ ∈ L!

7. ◦ ∈ {!, ?}であり，φ ∈ L◦かつ a ∈ AならばEaφ ∈ L!

8. L!にもL?にも属していない文はない

3つ目の項目について説明する．論理式 ?{α1, . . . , αn}は平叙文α1, . . . , αnから成り立っ
ている．平叙文により選択肢を与え，その選択肢のうちに当てはまるものがありますか?

というような疑問文になる．例えば「犯人はAですか?Bですか?それともCですか?」と
いう文はこの論理式を用いて，?{Aが犯人,Bが犯人,Cが犯人 }というふうに表される．
さらに，α1, . . . , αnは原始命題ではなくてよく，つまり論理式には疑問文の性質を補成分
として持っていることになる．
4，5項目は疑問文の制約である．そして論理演算子の「否定」と「または」は「かつ」

と「ならば」を用いて定義される．平叙文 αと βを用いて，「否定」は ¬α = α → ⊥，「ま
たは」はα∨ β = ¬(¬α∧¬β)としいて意義付けされる．また「否定」を導く際，「ならば」
を使用しているので「否定」の演算子を用いることができるのは平叙文の場合のみとな
る．「または」も同様に「否定」を用いて定義されているので，平叙文にしか使うことが
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できない．さらに，疑問文の基本形である ?{α,¬α}はYes/No疑問文と呼ばれ，?αとし
て表す．
6項目目は認識演算子Kaであり，エージェントの情報を記述することができる．7項

目目のEaはエージェントが抱いている (Entertainする)issueについて記述することがで
きる考慮演算子である．この二つは平叙文，疑問文の両方に対して用いることが可能であ
り，用いてできた論理式はすべて平叙文となる．例えばKa?pという論理式は「pかどう
か知っている」という意味の平叙文となる．これは「pを知っている，または ¬pを知っ
ている」と同じ意味になり，Kap ∨Ka¬pとして書くこともできる．この二つの演算子を
用いることで，「エージェント aは pかどうか疑っている」状態というのを記述することが
できる．

4.2.2 意味論

様相論理や公開告知論理の意味論というのはクリプキモデルに対して，可能世界と論理
式との間の二項関係として再帰的に定義されてきた．しかし疑問文を扱うにあたり，可能
世界と論理式の関係では不都合なことが起こる．疑問文は与えられた可能世界で真かどう
かというこは分からないのだが，何の情報がその疑問文に対して答えるのに必要かという
ことは分かる．そのため，疑問文を評価するのは可能世界に対してではなく，可能世界の
集合である information stateに対してであり，そのときの疑問文と可能世界の集合の間
の関係は，真理条件というよりは，解明条件（resolution condition）であるといえる．
この分析状態を用いて疑問文を表し，平叙文を真なる状態として意味論を定義できるの

だが，平叙文に対しても information stateを用いて表現することができ，統一的な意味
論を作ることができる．

解明条件

M を IDELのクリプキモデル，sをM の information stateとすると，解明条件は以下
のように与えられる．

1. M, s |= p ⇐⇒ すべての可能世界w ∈ sに対してw ∈ V (p)

2. M, s |= ⊥ ⇐⇒ s = ∅

3. M, s |=?{α1, . . . , αn} ⇐⇒ ある 1 ≤ i ≤ nに対してM, s |= αi

4. M, s |= φ ∧ ψ ⇐⇒ M, s |= φ かつ M, s |= ψ

5. M, s |= α→ φ ⇐⇒ すべての t ⊆ sに対し，M, t |= α ならば M, t |= φ

6. M, s |= Kaφ ⇐⇒ すべてのw ∈ sに対し M,σa(w) |= φ
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7. M, s |= Eaφ ⇐⇒ すべてのw ∈ sかつ，すべての t ∈ Σa(w)に対してM, t |= φ

これに二つの事実が挙げられる．

• Fact1：M, s |= φかつ t ⊆ sならばM, t |= φ(downward closure)

• Fact2：すべてのモデルM，すべての論理式 φに対しM, ∅ |= φ

一つ目の事実として，ある information stateにおいてある論理式が真であるとき，その
部分集合においてもある論理式が真であるという持続性の性質を持っているものである．
二つ目の事実は，information stateが空集合である場合，全ての論理式が成り立つという
ものである．
また平叙文に関しては，以下のような書き換えが成り立つ．

• Fact3：M, s |= α⇐⇒ すべてのw ∈ sに対してM, {w} |= α

これは (⇒)は Fact1により導かれ，(⇐)は αの構成に関する帰納法によって導かれる．
　
「否定」と「または」の演算子を用いた論理式とYes/No疑問文は次のように定義され
る．またこれは Ivano, Floris[8]の論文中には明記されていなかったので証明を加えた．

否定

M, s |= ¬α ⇐⇒ M, s |= α→ ⊥
⇐⇒ すべての集合 t ⊆ sに対し，M, t |= αならばM, t |= ⊥
⇐⇒ すべての集合 t ⊆ sに対し，M, t |= αならば t = ∅
⇐⇒ すべての集合 t ⊆ sに対し，t ̸= ∅ならばM, t ̸|= α

⇐⇒ すべての空でない集合 t ⊆ sに対し，M, t ̸|= α

または

M, s |= α ∨ β ⇐⇒M, s |= ¬(¬α ∧ ¬β)
⇐⇒すべての空でない集合 t ⊆ sに対し，M, t ̸|= ¬α ∧ ¬β
⇐⇒すべての空でない集合 t ⊆ sに対し，M, t ̸|= ¬αまたはM, t ̸|= ¬β
⇐⇒すべての空でない集合 t ⊆ sに対し，ある空でない集合 t′ ⊆ tに対し

M, t′ |= α，かつ，ある空でない集合 t′′ ⊆ tに対しM, t′′ |= β
1⃝

⇐⇒ある t1, t2があり，t1 ∪ t2 = sかつ t1 |= αかつ，t2 |= β
2⃝

1⃝ ⇐⇒ 2⃝を証明する．
2⃝ ⇒ 1⃝を示す．

38



1. s = ∅の場合，tは空でない集合より明らかである．

2. s ̸= ∅の場合
2⃝と空でない集合 t ⊆ sを仮定する．
2⃝より，ある t1, t2 ⊆ tがあり，M, t1 |= αかつM, t2 |= β

このとき tは以下のように書き換えられる．

t = (t1 ∪ t2) ∩ t = (t1 ∩ t) ∪ (t2 ∩ t)

Fact1(M, s |= φかつ t ⊆ sならばM, t |= φ)より，

M, t ∩ t1 |= αかつM, t ∩ t2 |= β

が成り立つことが分かる．

(a) t1 ∩ t ̸= ∅のとき，
空でない集合 t1 ∩ t ⊆ tがあり，それに対しM, t1 ∩ t |= αが成り立つので， 1⃝
は真である．

(b) t1 ∩ t = ∅のとき，
t = (t1 ∩ t) ∪ (t2 ∩ t)かつ t ̸= ∅より，t2 ∩ t ̸= ∅である．
空でない集合 t2 ∩ t ⊆ tがあり，それに対しM, t2 ∩ t |= βが成り立ち， 1⃝は真
である．

よって，すべての場合で 1⃝は真であり， 2⃝ ⇒ 1⃝は示された．

1⃝ ⇒ 2⃝を示す．

1. s = ∅の場合
t1 = ∅，t2 = ∅とすると，Fact2(すべてのモデル M，すべての論理式 φに対し
M, ∅ |= φ)より，M, ∅ |= αかつM, ∅ |= βが成り立ち，明らかである．

2. s ̸= ∅の場合
1⃝を仮定すると一つ一つの可能世界の単元集合 {w}全てに対しM, {w} |= αまたは
M, {w} |= βがいえるので，次のような関数が作られる．

f(w) : W → Lは可能世界を与えると，次のように平叙文を返す関数である．

f(w) =

{
α　 　M, {w} |= α

β　 　M, {w} ̸|= αかつM, {w} |= β

このとき，
∪
f−1[α] = t1，

∪
f−1[β] = t2 とすると，Fact3より t1 ∪ t2 = sかつ

M, t1 |= αかつM, t2 |= αが成り立つので 2⃝は真である．

よって 1⃝ ⇒ 2⃝は示され， 1⃝ ⇐⇒ 2⃝は証明された．
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Yes/No疑問文

M, s |=?α ⇐⇒M, s |=?{α,¬α}
⇐⇒M, s |= αまたはM, s |= ¬α

真理条件

真理条件は可能世界に対する論理式との二項関係であり，可能世界wにおいてφが成り
立っているとはつまり，state {w}においてφが成り立っているということとして定める．

M,w |= φ
def⇐⇒M, {w} |= φ

この単元集合の考えにより，解明条件より以下のような真理条件が導かれる．

1. M,w |= p ⇐⇒ w ∈ V (p)

2. M,w ̸|= ⊥

3. M,w |=?{α1, . . . , αn} ⇐⇒ ある 1 ≤ i ≤ nに対してM,w |= αi

4. M,w |= φ ∧ ψ ⇐⇒ M,w |= φ かつ M,w |= ψ

5. M,w |= α→ φ ⇐⇒ M,w ̸|= α かつ M,w |= φ

6. M,w |= ¬α ⇐⇒ M,w ̸|= α

7. M,w |= α ∧ β ⇐⇒ M,w |= α または M,w |= β

8. M,w |= Kaφ ⇐⇒ M,σ(w) |= φ

9. M,w |= Eaφ ⇐⇒ すべての t ∈ Σa(w)に対してM, t |= φ

真理条件は解明条件より導かれるものであり，その実は疑問文を含んではいるが，公開
告知論理のそれと同じものになることが分かる．そして真理集合 |φ|M もこの真理条件か
ら導かれる．

|φ|M := {w ∈ W |M,w |= φ}

今までの様相論理においては可能世界という一つの尺度においてのみ表すことができ
たが，IDELにおいては stateというもう一つの尺度がある．そのため，真理集合とは別
の，論理式が真となる stateの集合を記述する必要がある．それを propositionとする．モ
デルM における φの propositionを [[φ]]M として表すと，

[[φ]]M := {s ⊆ W |M, s |= φ}
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となる．Fact1,2より prosotisionは常に空でない集合であり，issueのような downward

closedな性質を持っている．また，prospositionの和集合をとると，真理集合になる．

|φ|M =
∪

[[φ]]M

証明は以下の通りである．
　w ∈ |φ|M を仮定する．

M,w |= φ ⇐⇒M, {w} |= φ

⇐⇒ {w} ∈ [[φ]]M

=⇒w ∈
∪

[[φ]]M

　　また逆にw ∈
∪
[[φ]]M と，M, s |= φとなる sに対してw ∈ sとなることを仮定する　

　　と，{w} ⊆ sより，

M, {w} |= φ ⇐⇒M,w |= φ

⇐⇒ w ∈ |φ|M

様相演算子

認識演算子Kaφと考慮演算子Eaφには関係性があり，全ての文に対して次の式が成り
たつ．

M, s |= KaφならばM, s |= Eaφ

これは，Fact１と σa(w) =
∪
Σa(w)の性質により，M,σa(w) |= φならば，すべての

t ∈ Σa(w)に対して，M, t |= φが成り立つからである．
またすべての平叙文に対してはKaαとEaαは同値になる．これは，state sにおいて α

が成り立つということは，その sの要素であるすべての可能世界で真でなければならず，
αが t ∈ Σa(w)で成り立っているとすると，すべての可能世界w ∈

∪
Σa(w) = σa(w)で真

であり，故に σa(w)においても真となるからである．
このことからEaは平叙文に対してはKaと同じ扱いができる．しかし疑問文 µに対し

てEaはその真価を発揮する．Eaµが成り立つのは意味論により，「エージェント aのすべ
ての issueにおいてµが成り立っている」さらにいうと「エージェント aが興味を抱いてい
るすべての stateにおいて µが成り立っている」ととることができる．これは「エージェ
ント aが µについて疑っている (wonder)」というニュアンスに近い．例えば aはある疑問
文µを投げかけられたとき，µについて十分な情報をもっているとき，そこではKaµが成
り立ち，Eaµも成り立つ．この場合は µについて疑っているとはいえない．疑っていると
いうことがいえるのは，µが成り立つかどうかという十分な情報をもっていなく，つまり
¬Kaµであり，しかしその情報を知りたいと抱いている状態，つまりEaµが成り立ってい
る場合である．まとめると，aが µを疑っているとは µについて知らないが，知りたがっ
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ている状態のことであり，疑っていることを表現する懐疑演算子 (wonder modality)Waは
以下のように表すことができる．

Waφ := ¬Kaφ ∧ Eaφ

この三つの演算子について例を与えて実際にクリプキモデル上でどのように振舞うの
か見ていく．以下のように設定したクリプキモデルを与える．

• 可能世界wの集合　W = {w1, w2, w3}

• issue　Σa(w1) = Σa(w2) = Σa(w3) = {{w1, w2}, {w1, w3}, {w1}, {w2}, {w3}}

• 付値　 V (p) = {w1, w2} V (q) = {w1, w3}

図 4.3 issueの初期状態

図 4.3は設定したクリプキモデルの各可能世界におけるエージェント aの issueである．
このとき，Introspectionの性質により，w1からみた issueも，w2からみた issueも，w3か
らみた issueもすべて同一の issueであり，和集合をとって一つにしたものも同じ issueに
なり，一つの図として表される．
この設定したモデルは大きく分けて二つの性質を持った issueがあり，pが成り立って

いる集合 {w1, w2}と，qが成り立っている集合 {w1, w3}とに分けられている．このとき
以下のことが可能世界の集合 s = {w1, w2, w3}についていえる．

• M, s ̸|= Ka?{p, q}

• M, s |= Ea?{p, q}

エージェント aにとってw1からみたときに，区別がつかない可能世界はw1, w2, w3,で
あり，その全てにおいて，pが成り立つ，もしくは qが成り立つということがいえないの
で「エージェント aは pか qであることを知っている」は sにおいてなりたたないので，
M, s ̸|= Ka?{p, q}であることがいえる．また，エージェント aの w1における issueにつ
いてみたときに，すべての issueは pが成り立つか，または qが成り立つことを満たして
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いる．よって「エージェント aは pか qであることを知りたいと抱いている」ということ
がいえ，同様にw2, w3の可能世界においても成り立つのでM, s |= Ea?{p, q}は真となる．
さらにこのときM, s |= ¬Ka?p, qも成り立つので，M, s |= ¬Ka?p, q ∧Ea?p, qが成り立つ
ので，

• M, s |=Wa?{p, q}

が成り立ち，エージェント aはどの可能世界からみても，pであるか qであるか疑ってい
るといえる．

4.2.3 告知演算子によるモデルの書き換え

モデルの変更のために告知演算子を構文論に加える．

• ◦ ∈ {!, ?}であり，φ ∈ L◦かつ • ∈ {!, ?}であり，ψ ∈ L•ならば [φ]ψ ∈ L•

公開告知 [φ]ψの解明条件は，

• M, s |= [φ]ψ ⇐⇒ M, s |= φならばMφ, s |= ψ

また公開告知 [φ]ψの真理条件は

• M,w |= [φ]ψ ⇐⇒ M,w |= φならばMφ, w |= ψ

であり，ここでMφ = (Wφ, (Σa)
φ
a∈A, V

φ)は以下のように定義される．

• Wφ =W ∩ |φ|M

• (Σa)
φ
a∈A = (Σa)a∈A ∩ [[φ]]

• V φ(p) = V (p) ∩ |φ|M

φという告知がなされたとき，可能世界の集合は真理集合 |φ|M に制限され，inquisitive

state Σa(w)は proposition [[φ]]M によって制限される．
　
平叙文を告知した場合と，疑問文によって質問された場合では，モデルに対する効果と

いうのも変わってくる．以下に例を示しながら説明する．
図 4.4は可能世界の集合をW = {11, 10, 01, 00}であり，すべての可能世界 wにおける

エージェント aの inquisitive state Σa(w)の最大となる要素を表したものであり，簡単化
のためΣaと表記する．11において pも qも真であり，10では pが真 qが偽，01では pが
偽 qが真，00では pも qも偽である．図 (a)において，ΣaはWに対する自明な issueを体
現していて，p, qに対して何も情報を持っていないし，何の issueも持っていないことを
意味する．
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図 4.4 告知によるΣaの変化

いまYes/No疑問文 ?pという告知がなされた．このとき Σaは変化し，Σaの中にある
すべての部分集合に対して pか qが成り立たないといけないので，図 (b)のように pが
成り立つ集合と q が成り立つ集合とに分かれる．しかしエージェント aの information

state σa =
∪

Σaは変化しておらず，情報としては何も入っていないことになる．
次にYes/No疑問文 ?pという告知がなされると，Σaはさらに細分化され，図 (c)にな

る．このときもまた σaは変化せず情報は増えないが，pが真であるかどうか，qが真であ
るかどうかについて明確に issueは区別されている．
いま平叙文 pという告知が行われると，図 (d)になる．pという情報により，エージェ

ント aの information state σaは pが成り立たない可能世界を削るように変更される．ま
た，pかどうかという issueは解明される．
最後に平叙文 pという告知が行われ，図 (e)になる．告知により情報が増え，σaは qが

成り立たない世界を削るように変更され，qかどうかという issueは解明されたといえる．
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第5章 IDEL∼の提案とその実装と解析

本章では，まず公開告知論理の構文論，クリプキ意味論を実装したシステムを説明し，
テストケースとして“誕生日の謎”を解析し，可能世界の動的変化が実装により視覚的化
できていることを確認する．IDELとそれを改良した体系 IDEL∼を新たに提案し，さら
に推理小説の例として挙げた『不連続殺人事件』の簡単化した問題に対して形式化して解
析していく．

5.1 実装
公開告知論理の構文論，クリプキ意味論を実装したシステムについて述べる．このシス

テムはシステム内にクリプキモデルをあらかじめ構築しておき，論理式を入力することに
より，論理式の真偽とクリプキモデルの画像を出力する．システムは haskellとGraphviz

で実装し，入力された論理式の解析とその論理式により変化したクリプキモデルの構築に
haskell，モデル画像の生成にGraphvizを使用している．実装環境は以下の通りである．

• OS：Windows7 Enterprise 64bit

• CPU：Intel(R) Core(TM)2 Quad CPU 3.00GHz

• メモリ：16GB

またシステムの具体的な処理の流れは以下のようになる．

1. 論理式解析

2. 論理式計算

3. クリプキモデルの更新

4. モデル画像の出力

5.1.1 システムの構成

本システムは haskellを中心に構成し，画像の出力のみGraphvizを用いている．モデル
ケースとして第三章に挙げた誕生日のパズルを実装したプログラムを用いて解きながら，
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そのシステムについて説明していく．まずはクリプキモデルの設定をプログラム内部で
行う．

• エージェントの集合　A = {a, b}

• 可能世界の集合　W = {3/4, 3/5, 3/8, 6/4, 6/7, 9/1, 9/5, 12/1, 12/2, 12/8}

• Aの到達可能性関係　Ra = {((x, y), (x′, y′)) ∈ W ×W | x = x′}

• Bの到達可能性関係　Rb = {((x, y), (x′, y′)) ∈ W ×W | y = y′}

• 付値　 V (x/y is the C’s birthday) = {(x, y)}

このモデルを計算機上で実装すると，図 5.1になる．
エージェント，可能世界，到達可能性関係のそれぞれの情報を“birthAgent”,“birthWorld

”,“ birthRelation”が持っている．可能世界は対で表現していて，3月 4日という可能
世界は (3,4)として表し，到達可能性関係は (エージェント，可能世界，可能世界)の形を
持っていて，2項目の可能世界から 3項目の可能世界に対し繋がっている．また一つ一つ
の命題に対しての付値が“ valueP (p)”として与えられ，可能世界を要素に持つ集合とし
て定義され，その valueP (p)を集めた集合を“ birthValues”として与える．このモデル
の可変な情報は“ Frame”に格納されており，Frameには可能世界と，到達可能性関係に
ついての情報を保持している．いま設定したモデルの情報を取り出すと，実行画面上で図
5.2のように出力される．
この情報を視覚的に捉えるために，graphvizによって画像を出力する．Frameの情報を

用いて表示したい可能世界の情報と到達可能性関係の情報を使って，内部でプログラミン
グしたパーサーにより graphvizで読み込める txtファイルを作り，その txtファイルを実
行し画像を出力する．設定した Frameの情報を用いてできた画像が図 5.4である．
出来上がったモデルの付値，可能世界に対し告知を与えると真かどうかを評価する．例

えば，いま可能世界 (12,2)にいるとする．このとき日にちを知っている Bは到達可能性
関係により他の可能世界と繋がっていないので，瞬時に日付が分かる．告知を「Cの誕生
日が 12月 2日だと分かる」とすると，プログラムにより，論理演算を行い真か偽である
かを返してくれる．図 5.4はその実行画面である．
このようにして“ valueF”関数を用いて真偽値を評価する．

公開告知による動的変化

動的な変化を実装するにあたり必要なのはその告知の真理集合である．Frameの中にあ
るすべての可能世界に対し告知による真偽値を計算し，真になる可能世界だけを集めたも
のが真理集合となり，その集合を更新されたモデルの可能世界とする．さらに Frameの
到達可能性関係でいま偽になる可能世界が入っているものを取り除いてできる集合が更新
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図 5.1 モデルの設定

図 5.2 Frame
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図 5.3 初期状態

図 5.4 告知の真偽値

図 5.5 モデルの更新
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されたモデルでの到達可能性関係となる．告知により変化したモデルの Frameには更新
された可能世界の集合と到達可能性関係を持つ．
図 5.5は告知の真理集合と真な到達可能性関係，それによって更新されたモデルを作る

関数“modifyFrame”について記述したものである．この関数にFrameと告知を入れるこ
とで，新しいモデルの Frameが生成される．

5.1.2 誕生日の謎をシステムを用いての検証

初期状態は図 5.4であり，この図から告知によりどのように変化するか検証していく．
まず告知をプログラム上で表現できる形に変換していく．第三章において形式化された告
知を告知演算子 [ ]を省いて表記すると，

• 「エージェント z ∈ AはCの誕生日を知っている」∨
(x,y)∈[cob]Kz(x/y is the C’s birthday)

1. A「BはCの誕生日がわからないはずです」
ann1 = Ka(

∧
(x,y)∈[cob] ¬Kb(x/y is the C’s birthday))

2. B「今のAくんの言葉Cの誕生日がわかりました」
ann2 =

∨
(x,y)∈[cob]Kb(x/y is the C’s birthday)

3. A「私もCの誕生日がわかりました」
ann3 =

∨
(x,y)∈[cob]Ka(x/y is the C’s birthday)

になる．
これをプログラム上で表現したものが図 5.6になる．
「エージェント z ∈ AはCの誕生日を知っている」は，命題の集合を“meidai”として
表し，その命題に対して認識演算子を用い，さらに出来上がった論理式の論理和をとるこ
とで表現され，“ kmm1”，“ kdd1”のように記述できる．また ann1，ann2，ann3はそれ
ぞれ“ announce1”，“ announce2”，“ announce3”として記述している．
初期状態のモデルに対し ann1を与え更新されたモデルが“modifyFrame1”になる．さ

らに“modifyFrame1”に対し ann2を行ったものが“modifyFrame2”，そのモデルに対し
ann3を行ったのが“modifyFrame3”になる．
これらの更新されたモデルを図で表現する．
この出来上がった図 5.7，5.8，5.9は第三章において解いていく過程で用いた図と同じ

ものとなっており，このシステムは正しく実装できている．このようにして，意味論を実
装し，可能世界や到達可能性関係や付値を持ったクリプキモデルを与え，告知を形式化し
その真偽値を計算することにより，動的に計算機によりシミュレートすることができたと
いえる．
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図 5.6 告知と変化した Frame

図 5.7 modifyFrame1

図 5.8 modifyFrame2

図 5.9 modifyFrame3
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5.2 推理小説の解析
二章にて挙げた『不連続殺人事件』を簡単化した問題をもう一度載せる．

容疑者はA，B，C，D，E

ある村で殺人事件が３つ起こる
一つ目の殺人のとき，A，Bは村の外に出ており，目撃者にも確認が取れ

ていて確固としたアリバイがある．Dと Eは共に一緒にいたと証言．Cのみ
部屋におりアリバイがない．
二つ目の殺人のとき，怪しいとされる C，D，Eはそれぞれ自分の部屋に

いて，B がそれを歩きながら廊下で監視していた．Bは３人とも部屋を出る
ことはなかったと証言．C，D，EもまたBが廊下を離れることはなかったと
証言．Aのみアリバイがない．
三つ目の殺人のとき，A，C，Dは一緒にいたと互いに証言した．BとEに

はアリバイがなかった．
犯人は一人もしくは，その共犯が一人だけいる可能性がある．さあ犯人

は誰。

5.2.1 IDELを用いた可能性の削減

IDELを用いて可能性を issueと可能世界という両方の尺度から削減できるということ
を示してきた．ここでは issueの変化が問題に対してどのように使うことができるかを示
していく．

形式化

一可能世界に対し一命題にする．つまり，waという可能世界では「Aが犯人である」と
いう命題 haが成り立っているモデルを考える．また容疑者としてA,B,C,D,Eの 5人がい
るが，犯人には犯人の到達可能性関係があり，この時点ではまだ犯人は分かっていないの
で，容疑者に対して到達可能性関係は与えられない．よって到達可能性関係は読者 rのも
ののみを設定する．また到達可能性関係Σr(w)はすべての可能世界で同じであり，Σrと
して表す．

• 可能世界wの集合　W = {wa, wb, wc, wd, we}

• issue　Σr = ℘(W )

• 付値　 V (hx) = {wx}
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図 5.10 各可能世界とその issue

図 5.11 issueの要素
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図 5.10は設定したモデルの可能世界とその issueを表したものである．issueは本来グ
ループになるが，作図の都合上同じ issueに入っている可能世界同士を線で結んでいる．
issueの最大の要素はW になっているので，すべての可能世界同士が issueによって繋がっ
ている．図 5.11はその issueの中身とその要素数を表示させたものである．
いま読者の issueはすべての可能世界のべき集合であり図 5.11よりその要素数は 31個

であることが分かる．この issueはある命題が成り立つ集合であるが，このモデルでの意
味づけを変え，その issueに含まれる要素一つ一つを共犯の組にする．つまり issueの中に
{wa, wb}があったとすると，その可能世界の集合は「A，Bが共犯である」という意味を
持つものとする．問題の「犯人は一人もしくは，その共犯が一人だけいる可能性がある」
を形式化する．犯人は二人以下であるので，downward closureの性質が発揮でき，「犯人
は二人以下の組み合わせであり，犯行を行ったのが組み合わせの中のどちらかだ」と考え
ると，?を用いて次のように表せる．

ann1 =?{x ∨ y | x, y ∈ {ha, hb, hc, hd, he}}

この告知を行ったとき，可能世界の数は変化しないがΣrが告知が成り立つように [[ann1]]

により制限される．

図 5.12 ann1後のΣr

図 5.12で表示されたΣrをみると可能世界の長さが 3以上ある可能世界の集合が消えて，
長さ 2以下，つまり犯人は二人以下の組み合わせが残る．
この作られた issueの要素の一つ一つに命題を与えていけば PALで解くこともできる

が，それでは issueを用いて犯人の組み合わせを減らすまでもなく，5人いる中から 2人以
下であるという意味で 5C2+ 5C1の動作を行ってクリプキモデルを作ってしまえば issueを
使うまでもなくできてしまう．それではより複雑な問題には対処できない．よって issue

という可能世界の集合を用いて可能性を削減していき特定の集合のみが真となる場合を推
論できるようしなければならない．そのためには issueの要件である downward closureを
失くす必要性がある．downward closureは数学的にも理にかなってはいるが，推理小説を
解くために issueを共犯の組の意として捉えると制限が強すぎるのである．例えば，この
モデルにおいて犯人がAとBだとすると downward closureの性質により，Aの単元集合
と Bの単元集合も含まれてしまう．Aと Bが共犯でやっと行える犯罪については推論す
ることができないのである．また，問題設定が犯人は二人以下であるからこそ downward

closureの性質を利用できたが，犯人は三人以上の場合にはこれは用いることはできない．
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これでは普遍性がある推論とはいえない．次のパートで downward closureの性質を破る
論理について提案する．

5.2.2 IDEL∼

IDELに新たに論理式 φを不成立にする古典的否定演算子“∼”を加える．意味論で表
すと，

M, s |=∼ φ　 ⇐⇒ 　M, s ̸|= φ

この演算子を入れることにより，「ある可能世界で φがなりたっている」ということを
表現できる．今まで issueの持っていた downward closureの性質は，基本となる論理式
M, s |= φの「すべての可能世界で φがなりたつ」の意味によりその性質を保証されてい
たが，「ある可能世界で φがなりたっている」が表現できるため，issueの中である可能世
界の集合では成り立たないが他の可能世界を含めた集合を考えると成り立つ場合が考え
られ，issueは downward closureではなくなる．よってこの issueの代わりとなる可能世
界の集合の集合に対し新たに擬似という意味を頭につけ，p-issue (pseudo issue)と呼ぶこ
とにする．また p-issueに基づいた IDELを IDEL∼と名づける．

構文論

issueの変化に伴い構文論も書き換える必要がある．平叙文全体の集合をL!，疑問文全体
の集合をL?とし，疑問文α, β, γ ∈ L!と平叙文µ, ν, λ ∈ L?と限定しない文φ, ψ, χ ∈ L!∪L?

を定義すると，以下に示す構文となる．

1. すべての p ∈ P に対し p ∈ L!

2. ⊥ ∈ L!

3. α1, . . . , αn ∈ L!ならば ?{α1, . . . , αn} ∈∈ L?

4. φ ∈ L◦かつ ψ ∈ L◦ならば φ ∧ ψ ∈ L◦，ここで ◦ ∈ {!, ?}

5. α ∈ L!かつ φ ∈ L◦ならば α→ φ ∈ L◦，ここで ◦ ∈ {!, ?}

6. ◦ ∈ {!, ?}であり，φ ∈ L◦かつ a ∈ AならばBaφ ∈ L!

7. ◦ ∈ {!, ?}であり，φ ∈ L◦かつ a ∈ AならばEaφ ∈ L!

8. ◦ ∈ {!, ?}であり，φ ∈ L◦かつ • ∈ {!, ?}であり，ψ ∈ L•ならば [φ]ψ ∈ L•

9. L!にもL?にも属していない文はない

10. α, β ∈ L!ならばα ∨ β ∈ L!
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11. α ∈ L!ならば ∼ α ∈ L!

「または」∨と「成り立たない」∼という演算子でできた論理式を構文に加える．

意味論

クリプキモデルの到達可能性関係が少し意味が変わってくる．IDELでは (Σa)a∈Aは可
能世界の集合W からΠへの関数であったが，ここではW から℘(℘(W ))への写像とする．
また到達可能性関係のFactivityを落とし，認識演算子Kの代わりに，信念演算子Bを用
いる．クリプキモデルをM = (W, (Σa)a∈A, V )とすると到達可能性関係は，

• (Σa)a∈A：W → ℘(℘(W ))となる写像であり，ここで可能世界 wからの写像である
Σa(w)には以下の性質がある．

– Introspection：すべてのw, v ∈ W に対し，v ∈ σa(w)ならばΣa(v) = Σa(w)

σa(w) :=
∪

Σa(w)はエージェント aのwにおける information stateを表している

　
解明条件は以下のように書き換えられる．

1. M, s |= p ⇐⇒ すべての可能世界w ∈ sに対してw ∈ V (p)

2. M, s |= ⊥ ⇐⇒ s = ∅

3. M, s |=?{α1, . . . , αn} ⇐⇒ ある 1 ≤ i ≤ nに対してM, s |= αi

4. M, s |= φ ∧ ψ ⇐⇒ M, s |= φ かつ M, s |= ψ

5. M, s |= α→ φ ⇐⇒ すべての t ⊆ sに対し，M, t |= α ならば M, t |= φ

6. M, s |= Baφ ⇐⇒ すべてのw ∈ sに対し M,σa(w) |= φ

7. M, s |= Eaφ ⇐⇒ すべてのw ∈ sかつ，すべての t ∈ Σa(w)に対してM, t |= φ

8. M, s |= [φ]ψ ⇐⇒ M, s |= φならばMφ, s |= ψ

9. M, s |= α ∨ β ⇐⇒ ある t1, t2があり，t1 ∪ t2 = sかつ t1 |= αかつ，t2 |= β

10. M, s |=∼ φ ⇐⇒ M, s ̸|= φ

ここでMφ = (Wφ, (Σa)
φ
a∈A, V

φ)は以下のように定義される．

• Wφ = W ∩
∪
[[φ]]M

• (Σa)
φ
a∈A = (Σa)a∈A ∩ [[φ]]M
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• V φ(p) = V (p) ∩
∪
[[φ]]M

またYes/No疑問文は，

• M, s |=?α ⇐⇒ M, s |= αまたはM, s |= ¬α

として定義する．
このとき以前の Fact1: M, s |= φかつ t ⊆ sならばM, t |= φ,は∼ φを入れたため成り

立たない．IDELにおいては downward closureの性質により，ある stateで成り立つ論理
式はその部分集合でも成り立っていたが，成り立たない論理式について記述できるため，
ある stateで成り立たない論理式はその部分集合でも成り立たないということがいえない．
また，ある pが成り立つ可能世界w1と pが成り立たない可能世界w2の集合を考えたと

き，w1において∼ pは成り立たないので proposition[[∼ p]]M は {w1}を含んでいないが，
w1とw2の集合をみると∼ pが成り立ち，[[∼ p]]に {w1, w2}が含まれていて，図 5.13のよ
うな可能世界の集合の集合ができる．

図 5.13 proposition[[∼ φ]]

[[∼ p]] = {{w2}, {w1, w2}}

このとき {w1, w2}を含むのに対し，{w1}を含んでいないことから [[∼ p]]は downward

closureの性質を持っていないことが分かる．
そして可能世界に対する付値の関係は以下のことがいえる．

M,w |= ¬φ ⇐⇒ M,w |=∼ φ

演算子∼の性質

∼の意味論を加えることにより，「state sの中のある可能世界で pが成り立つ」を ¬と
∼を用いて表現することが可能になる．いま p-issueの要素の一つ一つが可能性の選択肢
の意味を持っているため，「state sの中のある可能世界で pが成り立つ」は「pの可能性が
ある」と解釈できる．

M, s |=∼ ¬p ⇐⇒M, s ̸|= ¬p
⇐⇒ある集合 t ⊆ sに対し，M, t |= p　

⇐⇒ある可能世界w ∈ sに対し，w ∈ V (p)

56



この性質がいかに p-issueに影響を及ぼすのかを例を用いて説明する．以下のように設
定したクリプキモデルを与える．

• 可能世界wの集合　W = {w1, w2, w3}

• p-issue　Σa = ℘(W )

• 付値　 V (p) = {w1, w2} V (q) = {w1, w3}

図 5.14 初期状態の p-issue

図 5.14は設定したクリプキモデルのエージェント aの p-issueである．いま Σaは設定
により可能世界全体のべき集合であるため downward closureの性質を保持している．こ
のモデルに対し，「pの可能性がある」という意味の告知 ann1 = ∼ ¬pを行う．

図 5.15 ann1後の p-issue

図 5.15は「pの可能性がある」という告知により変化した p-issueである．pが state s

のどの可能世界でもなりたっていない可能世界の集合 {w3}が消える．また {w1, w3}では，
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可能世界w1において pが成り立っているので告知も成り立ち，選択肢として残る．可能世
界全体であるW も pが成り立つ可能世界を含んでいるため成り立つ．このときの p-issue

は Σann1
a = {{w1, w2, w3}, {w1, w2}, {w1, w3}, {w2, w3}, {w1}, {w2}}である．可能世界 w3

は残っているが，{w3}が無くなり，downward closureの性質がなくなっていることが分
かる．
次に「¬pの可能性がある」とういう意味の告知 ann2 = ∼ pを行った．

図 5.16 ann2後の p-issue

図 5.16は「¬pの可能性がある」という告知により変化した p-issueである．¬pが成り
立っていない可能世界のみの集合 {w1}, {w2}, {w1, w2}が失われ，p-issueは Σann1

a
ann2

=

{{w1, w2, w3}, {w1, w3}, {w2, w3}}になる．二つの告知により p-issueの要素は 7個あった
が，徐々に減り 3個の可能性の選択肢が残された．またこのとき可能世界の単元集合は一
つも含んでいない．つまり一つの可能世界だけではなりたたないが，二つの可能世界の集
合とすると告知が成り立つということを示している．これは犯人推論において，犯人が複
数人おり、一人では犯行不可能だが二人では犯行可能になるという場合に適している．

IDEL∼による解析

IDEL同様に「犯人は一人またはその共犯がいる」という告知が行われた後から推論を
続けていく．いま図 5.12をみると，issueの要素数は 15個である．この issueから徐々に
可能世界のグループが減っていく様子をシミュレートしていく．
まず告知を検証し形式化する．

一つ目の殺人のとき，A，Bは村の外に出ており，目撃者にも確認が取れ
ていて確固としたアリバイがある．Dと Eは共に一緒にいたと証言．Cのみ
部屋におりアリバイがない．

この一つの場面を一つの告知により表現する．まずAとBはこの時点ではこの事件にお
いて殺人を行っていないことは証明されているが，犯人ではないとは言い切れない．Cに
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ついてはアリバイがないので犯行の可能性がある．またDと Eに関しては第二章で推論
したとおり，共犯であれば互いに嘘をつくことができるのでDと Eは共犯の可能性があ
る．つまりここで犯人の可能性に関して読み取れるのは「Cが犯人である可能性がある
か，Dと Eが共犯である可能性がある」である．ここでまずDと Eが共犯の可能性があ
ることを形式化すると，

• 「Dと Eは共犯の可能性がある」
∼ ¬hd∧ ∼ ¬hd

さらにCについての可能性を含めると，?を用いて表現することができ，

• 「Cが犯人である可能性があるか，Dと Eは共犯の可能性がある」
ann2 =?{∼ ¬hc,∼ ¬hd∧ ∼ ¬hd}

二つ目の事件について形式化する．

二つ目の殺人のとき，怪しいとされる C，D，Eはそれぞれ自分の部屋に
いて，B がそれを歩きながら廊下で監視していた．Bは３人とも部屋を出る
ことはなかったと証言．C，D，EもまたBが廊下を離れることはなかったと
証言．Aのみアリバイがない．

Aにはアリバイがなく，C，D，ＥはBと共犯であれば犯行可能であり，「Aは犯人の可能
性があり，BとCが共犯，またはBとDが共犯，またはBとEが共犯である可能性があ
る」といえる．これを ann2として表すと，

• 「Aは犯人の可能性があり，BとCが共犯，またはBとDが共犯，またはBとEが
共犯である可能性がある」
ann3 =?{∼ ¬ha,∼ ¬hb∧ ∼ ¬hc,∼ ¬hb∧ ∼ ¬hd,∼ ¬hb∧ ∼ ¬he}

三つ目の事件について形式化する．

三つ目の殺人のとき，A，C，Dは一緒にいたと互いに証言した．BとEに
はアリバイがなかった．

A，C，Dが共犯であれば犯行可能であり，BとEにはアリバイがないので，「AとCとD

が共犯の可能性があり，Bと Eは犯人の可能性がある」といえるので，ann4として形式
化すると，

• 「AとCとDが共犯の可能性があり，Bと Eは犯人の可能性がある」
ann4 =?{∼ ¬ha∧ ∼ ¬hc∧ ∼ ¬hd,∼ ¬hb,∼ ¬he}

　
実装したプログラムにより告知によって犯人が導かれるか検証していく．
告知 ann2を行った後，可能世界の数は変化しないが，p-isuueの要素が変化する．
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図 5.17 ann2後の可能世界と p-issue

図 5.18 ann2後のΣr
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図5.17は告知ann2を行った後の可能世界と，p-issueに含まれたいる可能世界の集合の要
素同士を線で結んだものであり，図5.18は読者が抱いているp-issueである．発言により「C

が犯人」という可能世界hcを含んでいる可能世界の集合{wa, wc}, {wb, wc}, {wc, wd}, {wc, we}, {wc}
と，「Dが犯人である」かつ「Eが犯人である」という命題を持っている可能世界の集合
{wd, we}が残る．この制限されたモデルに対して告知 ann3を行う．

図 5.19 ann3後の可能世界と p-issue

図 5.20 ann3後のΣr

図 5.19が告知 ann3を行った後の可能世界であり，「Dが犯人である」という命題を持っ
ている可能世界wdと，「Eが犯人である」という命題を持っている可能世界weが削られる．
従ってDとEは犯人でないということが分かる．また図 5.20をみると，読者の p-issueの
中には {wa, wc}, {wb, wc}しか残っておらず，Cが単独犯という可能性も消えていること
が分かる．このモデルで告知 ann4を行う．
最後に告知 ann4を行ってできる可能世界とその p-issueが図 5.21，図 5.22になる．可

能世界はwbとwcだけが残り，また p-issueは {wb, wc}のみとなり，BとCが共犯である
可能性だけが残り，BとCが共犯であったことが分かる．
よって新たに用いた演算子∼によって告知を形式化し，その真偽値を計算することに

より，動的に計算機によりシミュレートすることができたといえる．

5.3 IDEL∼の汎用性
IDEL∼は IDELの issueの性質である downward closureを落としたものを p-issueとし，

issueでは情報量はゼロであったが，p-issueには情報量があり，その p-issueの要素が削ら
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図 5.21 ann4後の可能世界と p-issue

図 5.22 ann4後のΣr

れていくことを可能性の削減と捉えることができた．ここでは IDEL∼の汎用性を示すた
めにいくつかの例を用い，それを解くことにより説明する．
例えばある殺人事件があったとする．そこでは被疑者は薬を飲まされたうえでナイフに

より殺されていた．容疑者が 4人いる．それぞれA，B，C，Dは属性を持っていて，薬
を扱えるのはAとB，ナイフを扱えるのはBとCとDとする．薬を扱えるという命題を
m，ナイフを扱えるという命題を k，エージェントは犯人であるという命題を (ha)a∈Aと
し，設定したクリプキモデルは以下のようになる．

• 可能世界wの集合　W = {wa, wb, wc, wd}

• 読者 rの p-issue　Σr = ℘(W )

• 付値　 V (m) = {wa, wb} V (k) = {wb, wc, wd} V (hx) = {wx}

図 5.23がこのモデルの初期状態である．事件を単純に考えると，被害者は薬を飲まさ
れたうえでナイフで殺されたのでこれは薬を扱える人物であり，かつナイフも扱える人物
であると読み取れる．IDELのみを用いてこの告知「薬を扱え，ナイフも扱える人物であ
る」m∧ kをすると，Bのみが犯人として浮かび上がる．計算機で実装したものが図??に
なり，やはりBが犯人であることが確かめられる．
だがここでBには完全なアリバイがあることが分かってしまった．今可能世界はwbし

か残っていないので可能世界がなくなり，この推論は間違っていたことが分かる．
次に IDEL∼を用いて告知を形式化する．やはり被害者は薬を飲まされたうえでナイフ

で殺されていたのだが，薬を扱える人物と，ナイフを扱える人物が別々に被疑者を殺害し
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図 5.23 初期状態

図 5.24 告知m ∧ k後の issue
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たとも読み取ることができる．よって p-issueの要素を犯行を行ったグループの命題がな
りたつ可能世界の集合と捉えることができる．演算子∼を用いて告知を形式化し，その
告知「薬を扱える可能性があり，ナイフも扱える可能性がある」∼ ¬m∧ ∼ ¬kを計算機
上で行うと，p-issueの出力画面は図 5.25になる．

図 5.25 告知∼ ¬m∧ ∼ ¬k後の p-issue

このとき p-issueは薬を扱えてナイフも扱える Bが犯人である可能世界 wbが含まれた
可能世界の集合と，薬が扱えるAとナイフが扱えるB，C，Dのいずれかが犯人である可
能世界を含んだ集合とで構成される．
またBには完全なアリバイがあることが分かったため，告知 ¬hbを行うと，図 5.26と

なる．

図 5.26 告知 ¬hb後の p-issue

三つの可能性の選択肢が残ることになる．少なくともAは犯人であり被疑者に薬を盛っ
ていたことが分かり，その後で Cか Eのどちらか，もしくは両方がナイフにより被疑者
を殺害したことがこの結果より予想される．
このようにして，IDELを用いただけでは可能世界がなくなり推論が止まってしまうモ

デルにおいても，IDEL∼を用いることで共犯の可能性を考慮し，推論を進め可能性の選
択肢を残すことが可能となる．
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第6章 終わりに

6.1 考察
本研究では，推理小説の解析というテーマのもと，読み手の知識がどのように変化し

ていくのかという観点で推論を形式化するために，まず公開告知論理により“誕生日の
謎”を例にとり，エージェントの知識が告知により動的に変化していく様子を形式化した．
更に inquisitive semanticsの考え方を取り入れ，疑問文に対して意味づけを行える論理で
ある IDELについて述べ，その“ inquisitive”という概念を捉えるために用いられる issue

に対し，問題解決に必要であったため downward closureの制限を取り壊し得られた論理
IDEL∼を提案した．この IDEL∼を用いて坂口安吾の推理小説『不連続殺人事件』におけ
るメイントリックに対し，事件の一つ一つを告知として捉えることで選択肢を制限してい
くという統一的な解法を与えることができた．また告知を形式化した論理式を用いて計算
機上で haskellにより論理システムの実装を行い，新しく取り入れた演算子∼の動作を確
認した．システムでは入力した論理式に対しモデルがどのように変化していくかをクリプ
キモデルの画像を出力させることで表現した．結果として単純化したものであるが推理小
説を計算機上で解析することができ，告知が知識状態に対してどのように変化しているの
かを確認することができた．よって基礎的数学的関心に閉じていた動的信念論理を，推理
小説の解析という現実の人工知能の問題に応用することができたといえる．

6.2 今後の課題
今後の課題について以下の問題が残っている．

• 本研究で取り入れた論理である IDEL∼について汎用性を示したものの，その性質
は捉え切れてない部分が多くあると思われる．また issueの性質である downward

closureの性質を取り除いたことで出てくる弊害というものも十分には記述すること
ができていないため，それらについて詳しく調査する必要がある．

• 今回推理小説の解析として『不連続殺人事件』を簡単化した問題に対して行ったが，
推理小説全体を構造解析できたとは言えない．また実用性を考えれば文章中の有意
味な情報を小説の中の自然言語から取り出し，その自然言語に対して構文解析を行
い論理式を生成することが必要となってくる．小説全体を形式化するために，自然
言語からの推論システムを組み上げることが今後の課題である．
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