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1 最密円パッキング

最密円パッキング問題は, 他のパッキングのバリエーションとともに組み合わせ幾何学
において 1960年代からの興味深い未解決問題であるが, そこでは与えられた領域内に n

個の合同な円をその半径が最大となるよう互いに重ねずに配置する.

この円パッキングは, 通常, 領域の内部に n個の円を一様に配置して, その点対間の最短
距離を最大化する maximum point separation 問題と同値である. 仮に点対間最短距離 dn

を
dn = max

S�P; jSj=n

min
p;q2S; p 6=q

d(p; q) (1)

(d( ; ) は Euclidean) とすると, 円パッキング問題は, この maximum point separation 問
題とみなせることが次のようにしてわかる. たとえば, P を三角形としてその内接円の半
径を rin とすると, P 内側への平行体 (1� rn

rin
)P の内部にそのパッキングの中心点はすべ

て含まれるので, 簡単な計算によりその平行体における点対間最短距離は, r = dn

2

である.

一方, P における n点の maximum point separation 問題は, 点対間最短距離を dn とす
ると, P の外側への平行体 (1+ dn

2rin
)P への半径 r = dn

2

のパッキングと同値と見なせる. 以
上から

dn =
2rinrn

rin � rn
; rn =

rindn

2rin + dn
(2)

を得る. 最密な円パッキングに対応する n点の配置を optimal point con�guration という.

有限個の最密円パッキング問題の一つの特徴には, 最適解の予想が先に行われその後

Copyright c 2000 by Tomohiro Harayama

1



でそれらの予想の最適性の証明が行われる, ということがある. 現在正方形の場合では,

n � 9 [2, 13], n = 14; 16; 25; 36 [7, 22, 23, 24] が知られており, C. de Groot らにより計
算機を効率よく用いて求められた, 10 � n � 20 の場合や, さらに K. J. Nurmela らによ
る 21 � n � 27の場合の最適解などがある [13, 15].

一方ベストな解としては, [14] での n � 50 の場合や, そのうちの一部の改良も含む
n � 50; 51; 52; 54; 56; 60; 61 [14]の場合などが知られている.

本研究での直角二等辺三角形の場合では, 以前に n � 7 の範囲で最適解が知られており
[25], ベストな解は n � 16の範囲でわかっている.

2 方法

最適な円パッキングを構成する上でよく使われる手法として, 点を置くことができる領
域を制限していく, Polygon Reducing がある. 先にのべたように最適解を得るにはまず予
想が必要であり, その予想をmaximum point separation問題における下界値として用い
て, 点が存在可能な領域を減らしていく. 計算機支援証明でもその Polygon Reducing を
巧みにシミュレートして, 予想された最適解が実際に存在すること, さらにそれらが最適
であることを証明することができる. この計算機支援証明での一般的な流れは次の通りで
ある.

1. t個へのタイリングのなかから n個のタイルの部分集合を, そのタイリングの対称性
を用して重複なくすべて数え上げる (初期組み合わせ）.

2. Polygon Reducing を各タイルのペアに適用して, 初期組合わせの数を減らす (Poly-

gon Reducing).

3. 残りの領域に関して妥当な点対間の接続関係を推測する.

4. 近似誤差正方形を描く.

その近似誤差正方形を 1未満の定数倍分だけ削ることができるかどうかを, 有限回
の Polygon Reducing によって確認する (最適性の証明).

3 結果

実装では誤差解析を適用して, 小数点以下 7桁の切り捨て値を最適な点対間最短距離の
下界とした. 表１, 2 は, 直角二等辺三角形における計算機実験により得られた, n = 10 ま
での最適解と, それぞれの初期組合わせ, Polygon Reducing 後の組み合わせ, 最適組み合
わせである.
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n Tiling dlow Nn Rest and optimal combinations

5 (3,3) 0.5358983 4 f0,1,2,4,5g
6 (3,3) 0.5 1 f0,1,2,3,4,5g
7 (4,4) 0.4195420 64 f0,1,3,4,6,8,9 g
8 (4,4) 0.3789373 25 f0,2,3,5,6,7,8,9g for 8a

f0,1,3,4,5,6,8,9g for 8b
9 (5,5) 0.3535533 2535 f0,2,4,6,8,9,11,13,14g
10 (5,5) 0.3333333 1527 f0,1,3,4,5,6,8,12,13,14g

表 1: Experimental data.

n dn

2
p
2 � 1:414213562373095 : : :

3 1 = 1:0

4
p
2=2 � 0:707106781186547 : : :

5 4� 2
p
3 � 0:535898384862246 : : :

6 1=2 = 0:5

7 (
q
44
p
2 + 50� 2� 4

p
2)=7 � 0:419542091095306 : : :

8 2
p
2�

p
6 � 0:378937381963012 : : :

9
p
2=4 � 0:353553390593274 : : :

10 1=3 � 0:333333333333333 : : :

表 2: Maximum separation distance.
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