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第 �章

序章

人間の日常的な思考の一般的な法則を取り扱うための古典論理と直観主義論理に対し、

�'��年代半ばに(�(��)��によって自然演繹の体系と ������ 計算の体系が導入され、そ

れらに基づいた証明論的な研究が行われるようになった。近年、我々の実際の推論に近づい

た論理を研究するために、古典論理��や直観主義論理��から �*�%����規則、����&������

規則、���������規則の全部あるいは一部を取り除いた論理、例えば、���������規則の

ない適切論理 +&������� �����,、����&������規則を除いた-"�論理、(�&�& +�'!�,による

���������規則と ����&������規則のない線形論理 +�����& �����,、���.��+�'
!,による構

造規則のすべてを取り除いた���.�� �������などの部分構造論理が盛んに研究されるよ

うになった。

シンタクティカルな性質の一つとして、どんな証明可能な論理式に対しても常に無駄の

ない証明図をつくることが出来るということを意味する ���除去定理という結果がある。

この ���除去定理から多くの基本的な部分構造論理が決定可能であるという結果や補間定

理などが導かれている +/�0,。

本研究では、部分構造論理の諸性質を明らかにするために、最近までに分かっている部

分構造論理間の埋め込み関係について調査をする。代表的な埋め込みについての結果の一

つとして、���������1�2�� �&��������による��の��への埋め込みが知られている。こ

の方法を部分構造論理に適用し、二重否定の法則の成り立つ論理はそれを除いた論理に埋

め込めることを証明する。次に��から#���への埋め込みに関する桐山1小野の方法 +/�0,

を拡張し、#���及び ��がそれぞれ ���������規則を取り除いた #��及び #���に埋め

込めることを示す。

本論文は以下のような構成になっている。第 �章では第 �章以降の議論として��、��か

らはじめて、部分構造論理の体系を紹介する。次に第 �章では���������1�2�� �&��������

�



を使った"#��の#��への埋め込みを中心に証明を与え、第 �章では桐山1小野の方法 +/�0,

を使って #���から #�� への埋め込みを考える。第 
章では第 �章と同じような方法で

��から#���への埋め込み定理を証明する。

�



第 �章

部分構造論理の�������計算の体系

������ 計算の基本的な体系である ��について説明する。その後、部分構造論理の基

本的な体系 #�について説明する。

��� 古典命題論理��と直観主義命題論理��

����� �����の論理式

��と ��の論理結合子として次のようなものを使う。

� +����������,	�+ ��������,	�+�����������,	�+��������,

これらの論理結合子を使って次のように論理式が定義される。

���� � �� �!�

論理式を帰納的に定義する。

�� それぞれの命題変数は論理式である。

�� ���がともに論理式ならば、

+� � �,� +� ��,� +� � �,� +��,

はいずれも論理式である。

����� 古典命題論理��の体系

��の ������計算における基本的な表現である式 +������,とは、��� ��を論理式とし

たとき

��� � � � � �� � ��� � � � � ��

�



という形をした表現である。ただし、	�
は �でもよい。

��で公理に相当する始式 +������� ������,は

�� �

という形の式である。

また、推論規則は一般に
�
�� または

�� ��
�

という形をしている。ここで、��� ��および�は式である。上の推論規則を 3とするとき、

��および ��は 3の上式、�は 3の下式といわれる。以下では有限個 +�個でもよい,の論

理式をコンマで区切った列を表すのに、4�5等のギリシャ語の大文字を使うことにする。

��の推論規則を以下にあげる。

� ��の推論規則

6�&������ &���7

8�������� &���7

4�9� 5
4� ��9� 5

+��,
4� :�;

4� :� ��;
+� �,

"���&������ &���7

4� �� ��9� 5
4� ��9� 5

+��,
4� :� �� ��;
4� :� ��;

+� �,

<*�%���� &���7

4� �� ��9� 5
4� �� ��9� 5

+��,
4� :� �� ��;
4� :� �� ��;

+� �,

"�� &���7
4� ��; 9� ��=� 5

9�4�=� 5�;
+��,

>��� ?�& ������� ����������7

4� ��; =� ��9� 5
=� � � ��4�9� 5�;

+��,
4� �� ��;
4� � � ��;

+��,

�



4� ��9� 5
4� � � ��9� 5

+���,
4� ��9� 5

4� � � ��9� 5
+���,

4� :� ��; 4� :� ��;
4� :� � � ��;

+� �,

4� ��9� 5 4� ��9� 5
4� � � ��9� 5

+� �,

4� :� ��;
4� :� � ���;

+� ��,
4� :� ��;

4� :� � ���;
+� ��,

4� ��;
4���� ;

+� �,
4� �� ;
4� ���;

+� �,

����� 直観主義命題論理の体系

直観主義論理 ��の ������計算の体系では

��� � � � � �� � � +ただし、�は�でもよく、�は空でもよい。,

という形の式のみを考える。

公理に相当する始式 +������� ������,は ��のときと同様に

�� �

という形の式である。��の推論規則は ��のそれらを次のように制限することにより得

られる。

� ��の推論規則

6�&����&�� &���

8�������� &���7
4�9� �

4� ��9� �
+��, 4�

4� �
+� �,

"���&������ &���7
4� �� ��9� �

4� ��9� �
+��,

<*�%���� &���7
4� �� ��9� �

4� �� ��9� �
+��,






"�� &���7
4� � 9� ��=� �

9�4�=� �
+��,

>��� ?�& ������� ����������7

4� � =� ��9� �

=� � � ��4�9� �
+��,

4� �� �

4� � � �
+��,

4� ��9� �

4� � � ��9� �
+���,

4� ��9� �

4� � � ��9� �
+���,

4� � 4� �
4� � � �

+� �,

4� ��9� � 4� ��9� �

4� � � ��9� �
+� �,

4� �
4� � � �

+� ��, 4� �
4� � � �

+� ��,

4� �
���4�

+� �,
4� ��
4� ��

+� �,

このように ��の体系では ��の式の:、や;の論理式の数を一つまたは空にした式を使

うので推論規則の +� �,及び +� �,は現れない。

����	 証明図

始式から出発し、それに推論規則を次々と適用していく過程をすべて記述したものを

��+または ��,の証明図という。そして、証明図の一番下にある式をその証明図の終式と

いう。

���� � �� �!� "証明図とその終式#

証明図およびその証明図の終式を帰納的に定義する。

�� 始式はそれだけで証明図であり、その証明図の終式はその始式自身である。

�� ���および ���はそれぞれ ���および ���を終式とする証明図とする。さらに、

��
� または

�� ��
�

�



が、���または ���の推論規則の一つであれば、

��
� または

�� ��
�

は証明図であり、その終式は 	である。

また、式6を終式とするような証明図が存在するときには、6は��+または��,で証明可能

である +�&���.��,という。また、そのような証明図を6の証明図、または6に到る証明図と

いう。式� �が証明可能であるとき論理式�が��+または��,で証明可能であるという。

この論文では今後、例えば ��+または ��,で証明可能であるとき �� �� �+�� �� �,

と書くことがある。さらに、� � �かつ� � �が��+��,で証明可能のとき、��+��,に

おいて�は�と論理的に同値であるという。

��� 部分構造論理の ��	
���計算

部分構造論理の中の基本的な体系である +�,��はおおざっぱに言うと��+��,からす

べての構造規則を取り除いたものをいう。ここでは、部分構造論理の体系の性質を��	��

の体系を中心に始式や推論規則をあげて説明していく。

����� 命題定数と
�������

ここでは命題定数の ��	や �� � を持つ体系での始式と推論規則を導入し、構造規則

���������とその関係について述べる。

��では �� では

�� 4� � ��� 4� �

�� 4�	�9� 5 �� 4�	�9� �

これらによって

論理式�が証明可能
� �は論理的に�と同値

がいうことができる。しかし、� � �は �+��,よりすぐにいえるが、� � �は次のように

���������を使わないと示すことができない。

� �
� � �

+��,

� � �
+��,

�



下の様に ��が� � 	と論理的に同値であることも ���������を使わないと示すことが

できない。
�� �
�����

+� �,

����� 	
+� �,

��� � � 	
+��,

�� � 	 �
� � 	� ��

+��,

� � 	 � ��
+� �,

上のようなことが起こるので���������の持たない論理ではこれらの��	 の他に命題定

数 �	� を導入し、さらに次の始式と推論規則が加えられる。

�� � �

�� � �

��では
4�9� 5
4� ��9� 5

+��,
4� :�;

4� :� ��;
+��,

��では
4�9� �

4� ��9� �
+��, 4�

4� �
+��,

これらの始式と推論規則は証明可能な論理式の中で �が最弱の論理式であり、また矛盾が

証明可能な論理式、すなわち式 ��が証明可能となるような論理式�、の内 � が最強

のものであるということ意味している。さらに、��が� � � と論理的同値であるという

ことを次のように示すことができる。

�� �
�� ��

+���,

����� �
+��,

��� � � �
+� �,

�� � � �
� � � �

+��,

� � � � ��
+� �,

また、���������規則のある論理では �と�及び � と	 はそれぞれ論理的に同値になる。

����� �������������� ����������と�������������� �����������

ここでは�������������� ����������と��������������  ���������という論理結合子につ

いての推論規則を導入しそれらの論理結合子が式の論理式の列の中に現れるコンマと同

等であることを示す。まず、

�� � ��� � � � � �� � ��� � � � � �� 
� �� � �� � � � � � �� � �� � � � � ���

が成り立つことは次のようにして確かめられる。


����

!



+�,の証明。

�� � ��� � � � � �� � ��� � � � � ��を仮定する。すると、��� � � � � �� � ��� � � � � ��を終

式とする��の証明図が存在するから、この証明図の下に次のような推論を付け加えるこ

とにより、�� � � � � � �� � �� � � � � ���に到る証明図を得ることができる。
����

��� � � � � �� � ��� � � � � ��

��� � � � � �� � ��� � � � � ��
+� �,

�� � � � � � �� � ��� � � � ����
+��,

�� � � � � � �� � �� � � � � � ��� � � � � �� � � � � ���
+� �,

�� � � � � � �� � �� � � � � � ��
+� �,

�


����

+
,の証明。

まず、

�����

����������
+��,

�����

������������
+��,

����
�������������������

������������������
+� �,

�������������������
+� �,

より、�� � ��� � � � � �� � �� � � � � � �� � � � +�,

全く同様にして、�� � �� � � � � � �� � ��� � � � � �� � � � +�,

+�,	+.,より、
����

��� � � � � �� � �� � � � � � ��

����
�� � � � � � �� � ��� � � � � ��

+�� � � � � � ��, � +�� � � � � � ��,� ��� � � � � �� � ��� � � � � ��
+��,

よって、�� � +�� � � � � � ��, � +�� � � � � � ��,� ��� � � � � �� � ��� � � � � ��

次に +�� � � � � � ��, � +�� � � � � � ��,を ���論理式とし、上の式と ���を適用すると、
����

�������������������

������������������������
+��,

����
�������������������������������������������

�������������������
+��,

となり、�� � ��� � � � � �� � ��� � � � � �� �

'



このように連続して現れるコンマは、左辺ならば �����������	右辺ならば  ���������

を意味していることが分かるが、上の証明では推論規則に ��������� 規則と ����&������

規則を必要とした。そのため���������や ����&������を持たない部分構造論理ではコン

マが �����������や  ���������を意味しているとは限らない

コンマを表現するためにここで �つの論理結合子 �と@を導入しさらに �と@につい

ての次の推論規則を付け加える。論理結合子 �は�������������� �����������又は ?����と

いう。
4� ��: 9� ��;
4�9� � ���:�;

+� �,
4� �� ��9� 5
4� � ���9� 5

+� �,

次は �についての推論規則と双対な論理結合子@+��������������  ���������という,につ

いての推論規則である。

4� =� �� ��9
4� =� �@��9

+� @,
4� �� : 9� � � ;
4�9� �@��� 9�;

+@�,

これらの推論規則を使うと

式��� � � � � �� � ��� � � � � ��が証明可能
�式���� � ���� � ��@ � � �@��が証明可能

を示すことは容易である。ここで、@についての推論規則は矢印の右側の論理式の出現が

高々一つに制限した ��体系では導入されないことに注意しておく。

����� 部分構造論理���の体系

ここで部分構造論理のうち基本的な体系である"#�の定義を与える。部分構造論理"#�

は ��からすべての構造規則を取り除き、命題定数である��	� �� � に関する始式と推論

規則を付け加え、さらに �に関する推論規則を付け加えたものである。ここに部分構造論

理"#�の体系をもう一度整理して述べておく。

� ���の始式と推論規則

��



3������ ������7

�� �� �

�� 4� �

�� 4�	�9� 5

�� � �


� � �

�から 
は命題変数を考えた体系の場合に加える。

>��� ?�& ������� �������7

4�9� 5
4� ��9� 5

+��,
4� :�;
4� :� ��;

+��,

>��� ?�& ������� ����������

4� ��; =� ��9� 5
=� � � ��4�9� 5�;

+��,
4� �� ��;
4� � � ��;

+��,

4� ��9� 5
4� � � ��9� 5

+���,
4� ��9� 5

4� � � ��9� 5
+���,

4� :� ��; 4� :� ��;
4� :� � � ��;

+� �,

4� ��9� 5 4� ��9� 5
4� � � ��9� 5

+� �,

4� :� ��;
4� :� � ���;

+� ��,
4� :� ��;

4� :� � ���;
+� ��,

4� ��;
���4� ;

+� �,
4� �� ;
4� ���;

+� �,

4� ��: 9� ��;
4�9� � ���:�;

+� �,
4� �� ��9� 5
4� � ���9� 5

+� �,

4� =� �� ��9
4� =� �@��9

+� @,
4� �� : 9� � � ;
4�9� �@��� 9�;

+@�,

#�では上の"#�の推論規則のうち@に関する推論規則は持たない。さらに#�の体系は

"#�の体系の式の中の矢印の右側の論理式の個数を高々一つに制限した体系である。ま

た、#�は �	 と�、�� と � の間で次のような ����� が成り立つ。

��$ �!�

��で �	 と �、�� と � はそれぞれ論理的に同値である。

��



����	 ��の �����������

#�の �����������について注意しておく。?����と �����������の間には

�� � � �� � � 
� �� � �� � � �

という関係が成り立つ。しかし、�*�%����規則がないので

�� � � �� � � 
� �� � � � � � �

は一般的には成り立たない。そこで新たな ����������� ��を導入し、さらに次のような

����������� ��の規則を付け加える。

��4� �

4� � �� �
+���,

4� � =� ��9�

=�4� � �� ��9�
+���,

すると、

�� � � �� � � 
� �� � � � � �� �

が成り立つ。

����� いろいろな部分構造論理

"#�にいくつかの構造規則を付け加えることにより部分構造論理の基本的な体系を定義

することができる。それらは �*�%����、����&������、���������の頭文字をそれぞれとっ

て �、�、�と表わし、それらの頭文字を"#�の添字につけてその論理の構造規則の有無

を表わす。ここでの構造規則は古典論理の構造規則を使う。まとめると次のようになる。

���� A ���@ �����
��

����� A ���@ �����
�� @ �����
�
�

����� A ���@ �����
�� @ ��
�������


������+��, A ���@ �����
�� @ ��
�������
 @ �����
�
�

上のように古典論理��からいくつかの構造規則を取り除いて、古典論理よりも弱い部

分構造論理を与えることができる。これと同じ方法で直観主義論理 ��からいくつかの構

造規則を取り除いて、部分構造論理を与えることができる名前の付け方は"#�の"を取

り除いて#��、#���、#���、#����などと書き上と同様に次のようにいうことができる。

��� A �� @ �����
��

��



���� A �� @ �����
��@ �����
�
�

���� A �� @ �����
��@ ��
�������


�����+��, A �� @ �����
��@ ��
�������
 @ �����
�
�

#���は ����&������と���������を持つ体系であるが、����������や�������������� ���1

�������の推論規則を用いると �*�%����規則を導くことができる。従って、#���は#����

と同等である。

(�(��)��が ������計算の体系において示した基本的な結果に次の ���除去定理がある。

%&���� �!�

式 4� 5が ��で証明可能ならば 4� 5に到る ������の証明図で ���を一度も用いな

いものが存在する。

���除去定理は  ��� �.���2や ����&�������� �%��&��、�.?�&���� �&� ��&�2を導くのに極

めて有効とされる性質である。部分構造論理においても次に示すように ���除去定理が成

り立つことが知られている +/�0,。

%&���� �!	

��������������������������������������������で ���除去定理が成り立つ。

��



第 	章


��������型の埋め込み

ここでは、"#��と#��の証明可能性についての関係を考える。�������&��1�2�� �&��1

&�����を使うと ��の ��への埋め込みが成り立つことが知られている。本論文ではこの

�&��&�����を使って"#��と #��の間でも同様の関係が成り立つことを示す。

�� 埋め込み関係の定義

次に示すのは �������&��1�2�� �&��&�����である。この �&��������を使った #��と

"#��の埋めこみ関係を$%��&�� ���として表わす。

$%� �������&��1�2�� �&��������

� +	, 7A ��	

� +�, 7A �

� +�, 7A �

� +�, 7A ���

� +�, 7A ���

� +� ��, 7A ��+� +�, � � +�,,

� +� � �, 7A ��+� +�, � � +�,,

� +� ��, 7A ��+� +�, � � +�,,

� +� ��, 7A �+�� +�, � �� +�,,

� +�@�, 7A �+�� +�, � �� +�,,

��



%&���� 	!�

��� � � +4,� � +�, ���� � 4� �

この定理が成り立つと、例えば、#��で��� +�,�� +�,� � +�,が証明可能ならば"#��

で� � � � � が成り立つことになる。はたして、本当にこれがいえるのであろうか。

�� ������� ��の左辺から右辺が導かれること

$%��&�� ���の左辺から右辺が導かれることを示す前に次の二つの ����� ���	�����

���を証明しておく。

��$ 	!�

��� � � +4,� � +�,� ���� � � +4,� � +�,


����

����は ���より強い体系なので明らかに成り立つ。 �

以下では体系 �で式�� �および� � �がともに証明可能であることを� � �� �

と表わすことにする。

��$ 	!	

���� � � � � +�,


����

Bについての構造に関する帰納法で証明する。

� 7 �� � のとき

� +�, 7A �なので明らかに成り立つ。

� 7 	� � のとき

� +�, 7A ��� A �なので明らかに成り立つ。

�




� 7 � +Cは ������ 2�.��のとき,

� � �
��� � �

+� �,

���� �
+��,

� � ���
+� �,

� � �
� ��� �

+� �,

��� � �
+� �,

したがって���� � � � ��� 	 ���� � ��� � �

� +� , A ��� より���� � � � � +� ,

� 7 � � �のとき

�� ������ %2���%��より���� � �� � +�,� ���� � � � � +�,が成り立つ。

�� � +�,

� �� � � +�,
+� �,

� � � +�,

� � � � � +�,
+� �,

� �� � � +�, � � +�,
+� �,

�+� +�, � � +�,,� � �� �
+� �,

� ����+� +�, � � +�,,�
+��,

� � � � ��+� +�, � � +�,,
+� �,

よって、���� � � � � � ��+� +�, � � +�,,

ここで ��+� +�, � � +�,,は � +� � �,に等しいので���� � � �� � � +� � �,

� +�,� �

� +�, � � +�,� �
+� �,

� +�,� �

� +�, � � +�,� �
+� �,

� +�, � � +�,� � ��
+� �,

� �+� +�, � � +�,,� � � �
+� �,

��+� +�, � � +�,,� � � �
+� �,

よって、���� � ��+� +�, � � +�,,� � � �

ここで、��+� +�, � � +�,,は � +� � �,に等しいので���� � � +� � �,� � � �

� 7 � � �のとき

�� ������ %2���%��より���� � �� � +�,� ���� � � � � +�,が成り立つ。

� +�,� � � � � +�,

� � �� � +�,� � +�,
+��,

� � � � � +�, � � +�,
+��,

�+� +�, � � +�,,� � � � �
+� �,

� � ���+� +�, � � +�,,�
+��,

� � � � ��+� +�, � � +�,,
+� �,

��



よって、���� � � � � � ��+� +�, � � +�,,

ここで、��+� +�, � � +�,,は � +� � �,に等しいので���� � � � � � � +� � �,

�� � +�, � +�,� �

� +�, � � +�,� �� �
+��,

� +�, � � +�,� � � �
+��,

� �+� +�, � � +�,,� � � �
+� �,

��+� +�, � � +�,,� � � �
+� �,

よって、���� � ��+� +�, � � +�,,� � � �

ここで、��+� +�, � � +�,,は � +� � �,に等しいので���� � � +� � �,� � � �

� 7 � ��のとき

�� ������ %2���%��より���� � �� � +�,� ���� � � � � +�,が成り立つ。

�� � +�, � � � +�,

��� � � +�, � � +�,
+� �,

� �� � � +�, � � +�,
+� �,

�+� +�, � � +�,,� � �� �
+� �,

� ����+� +�, � � +�,,�
+��,

� �� � ��+� +�, � � +�,,
+� �,

よって、���� � � �� � ��+� +�, � � +�,,

ここで、��� +�, � � +�,は � +� ��,に等しいので���� � � �� � � +� ��,

� +�,� � � +�,� �

� +�,� � +�,� � ��
+� �,

� +�, � � +�,� � ��
+� �,

� �+� +�, � � +�,,� � ��
+� �,

��+� +�, � � +�,,� � ��
+� �,

よって、���� � ��+� +�, � � +�,,� � ��

ここで、��� +�, � � +�,は � +� ��,に等しいので���� � � +� ��,� � ��

� 7 � � �のとき

��



�� ������ %2���%��より���� � �� � +�,� ���� � � � � +�,が成り立つ。

�� � +�,

�� +�,� ��
+� �,

���� +�,�
+��,

���� +�, � �� +�,�
+� �,

� � � +�,

�� +�,� � �
+� �,

���� +�,�
+��,

���� +�, � �� +�,�
+� �,

� � ���� +�, � �� +�,�
+� �,

� � � � �+�� +�, � �� +�,,
+� �,

よって、���� � � � � � �+�� +�, � �� +�,,

ここで、�+�� +�, � �� +�,,は � +� � �,に等しいので���� � � �� � � +� ��,

� +�,� �

� �� +�,� �
+� �,

� �� +�,� � � �
+� �,

� +�,� �

� �� +�,� �
+� �,

� �� +�,� � � �
+� �,

� �� +�, � �� +�,� � � �
+� �,

�+�� +�, � �� +�,,� � � �
+� �,

よって、���� � �+�� +�, � �� +�,,� � � �

ここで、�+�� +�, � �� +�,,は � +� � �,に等しいので���� � � +� ��,� � � �

� 7 �@�のとき

�� ������ %2���%��より���� � �� � +�,� ���� � � � � +�,が成り立つ。

�� � +�,

�� +�,� ��
+� �,

���� +�,�
+��,

� � � +�,

�� +�,� � �
+� �,

���� +�,�
+��,

�� +�,��� +�,� �@� �
+@�,

�@���� +�,��� +�,�
+��,

�@���� +�, � �� +�,�
+� �,

�@� � �+�� +�, � �� +�,,
+� �,

よって、���� � �@� � �+�� +�, � �� +�,,

ここで、�+�� +�, � �� +�,,は � +�@�,に等しいので���� � �@� � � +�@�,

� +�,� �

� �� +�,� �
+� �,

� +�,� �

� �� +�,� �
+� �,

� �� +�, � �� +�,� �� �
+� �,

� �� +�, � �� +�,� �@�
+� @,

�+�� +�, � �� +�,,� �@�
+� �,

�!



よって、���� � �+�� +�, � �� +�,,� �@�

ここで、�+�� +�, � �� +�,,は � +�@�,に等しいので���� � � +�@�,� � @� �

������$�' 	!�

���� � � +4,� � +�,� ���� � 4� �


����

����� ���より、"�&����&2 ���が成り立つ。 �

すると、$%��&�����の左辺から右辺が導かれることが以下のように示される。


����

����� ���かつ"�&����&2 ���より直ちに$%��&�� ���の左辺から右辺が導かれる。 �

そこで次にその逆が成り立つことを示す。

� ������� ��の右辺から左辺が導かれること

$%��&�� ���の右辺から左辺が導かれることを示す。そのためにまず、次のことを証明

しておく。

��$ 	!�

��� � ��� +�,� � +�,


����

����� ���より、��� � � +�,� �		 ��� � � +�,� ��である。このことと$の定義よ

り任意のBに対し、ある論理式 < が存在して、��� � � が成り立つ。ところで、任意

の論理式"に対し、��� � ���� � ��が次のように証明できる。

� � �
���� �

+� �,

���� �
+��,

� � ���
+� �,

������ �
+� �,

���� � ��
+� �,

すると、��� � �� +�,� ��� 	 ��� � ��� � � 	 ��� � � � � +�, より、

��� � ��� +�,� � +�,

�'



�

��$ 	!�

���� � 4� 5� ��� � �� +5,� � +4,�


����

������� ������のとき

�� ������ %2���%��より明らか。

+��,のとき
4� �� ��9� 5
4� �� ��9� 5

+��,

�� ������ %2���%��より

�� +5,� � +4,� � +�,� � +�,� � +9,�

�� +5,� � +4,� � +�,� � +�,� � +9,�
+��,

よって、���� � �� +5,� � +4,� � +�,� � +�,� � +9,�

+� �,のとき
4� :� �� ��;
4� :� �� ��;

+� �,

�� ������ %2���%��より

�� +;,��� +�,��� +�,��� +:,� � +4,�

�� +;,��� +�,��� +�,��� +:,� � +4,�
+��,

よって、���� � �� +;,��� +�,��� +�,��� +:,� � +4,�

+��,のとき
4� ��; =� ��9� 5
=� � � ��4�9� 5�;

+��,

��



�� ������ %2���%��より

�� ������ ����� ����

�� ����� ������ ����
+��,

�� ����� ������� ���
+� �,

��� ����� ���

�� ����� ����� ���
+��,

�� ����� �	��� ����� �
��

�� ����� �	��� ����� ������ ����� ����� �
��
+��,

�� ������ ����� �	��� ����� �
��� ����� ����
+��,

�� ������ ����� �	��� ����� �
����� ����� ����
+� �,

���� ����� ������� ������ ����� �	��� ����� �
��
+� �,

�� ������ ����� �	������ ����� ������ ����� �
��
+��,

����� ��
より、��� � ��� +�,� � +�,なので、

���� � �� +5,��� +;,� � +=,���+� +�, � � +�,,� � +4,� � +9,�

ここで、��+� +�, � � +�,,は � +� � �,に等しいから、

���� � �� +;,��� +5,� � +=,� � +� � �,� � +4,� � +9,�

+��,のとき
4� �� ��;
4� � � ��;

+��,

�� ������ %2���%��より

�� +;,��� +�,� � +4,� � +�,�

�� +;,� � +4,� � +�,��� +�,�
+��,

�� +;,� � +4,� � +�,� ��� +�,
+� �,

��� +�,� � +�,

�� +;,� � +4,� � +�,� � +�,
+��,

�� +;,� � +4,� � +�, � � +�,
+��,

�+� +�, � � +�,,��� +;,� � +4,�
+� �,

�� +;,� � +4,��+� +�, � � +�,,�
+��,

�� +;,� � +4,� ��+� +�, � � +�,,
+� �,

���+� +�, � � +�,,��� +;,� � +4,�
+� �,

�� +;,����+� +�, � � +�,,� � +4,�
+��,

����� ��
より、��� � ��� +�,� � +�,なので、

���� � �� +;,����+� +�, � � +�,,� � +4,�

ここで、��+� +�, � � +�,,は � +� � �,に等しいから、

���� � �� +;,��� +� � �,� � +4,�

��



+���,のとき
4� ��9� 5

4� � � ��9� 5
+���,

�� ������ %2���%��より

�� +5,� � +4,� � +�,� � +9,�

� +�,��� +5,� � +4,� � +9,� � +�,�
+��,

�� +5,� � +4,� � +9,� � +�, � � +�,�
+���,

�� +5,� � +4,� � +9,� �+� +�, � � +�,,
+� �,

��+� +�, � � +�,,��� +5,� � +4,� � +9,�
+� �,

�� +5,� � +4,���+� +�, � � +�,,� � +9,�
+��,

よって、���� � �� +5,� � +4,���+� +�, � � +�,,� � +9,�

ここで、��+� +�, � � +�,,は � +� � �,に等しいから、

���� � �� +5,� � +4,� � +� � �,� � +9,�

+���,のとき

+���,のときと同様に示すことができる。

+� �,のとき
4� :� ��; 4� :� ��;

4� :� � � ��;
+� �,

�� ������ %2���%��より

�� +;,��� +�,��� +:,� � +4,�

�� +;,��� +:,� � +4,��� +�,�
+��,

�� +;,��� +:,� � +4,� ��� +�,
+� �,

��� +�,� � +�,

�� +;,��� +:,� � +4,� � +�,
+��,

����� ��
より、��� � ��� +�,� � +�,なので、

� �� +;,��� +:,� � +4,� � +�, � � � +�,

同様に �� ������ %2���%��より

�� +;,��� +�,��� +:,� � +4,��

�� +;,��� +:,� � +4,��� +�,�
+��,

�� +;,��� +:,� � +4,� ��� +�,
+� �,

��� +�,� � +�,

�� +;,��� +:,� � +4,� � +�,
+��,

��



����� ��
より、��� � ��� +�,� � +�,なので、

� �� +;,��� +:,� � +4,� � +�, � � � +�,

+�,� +�,より、

�� +;,��� +:,� � +4,� � +�, �� +;,��� +:,� � +4,� � +�,

�� +;,��� +:,� � +4,� � +�, � � +�,
+� �,

�+� +�, � � +�,,��� +;,��� +:,� � +4,�
+� �,

�� +;,��� +:,� � +4,��+� +�, � � +�,,�
+��,

�� +;,��� +:,� � +4,� ��+� +�, � � +�,,
+� �,

���+� +�, � � +�,,��� +;,��� +:,� � +4,�
+� �,

�� +;,����+� +�, � � +�,,��� +:,� � +4,�
+��,

よって、���� � �� +;,����+� +�, � � +�,,��� +:,� � +4,�

ここで、��+� +�, � � +�,,は � +� � �,に等しいから、

���� � �� +;,��+� +� ��,,��� +:,� � +4,�

+� �,のとき
4� ��9� 5 4� ��9� 5

4� � � ��9� 5
+� �,

�� ������ %2���%��より

�� +5,� � +4,� � +�,� � +9,�

�� +5,� � +4,� � +9,� � +�,�
+��,

�� +5,� � +4,� � +9,� �� +�,
+� �,

�� +5,� � +4,� � +�,� � +9,�

�� +5,� � +4,� � +9,� � +�,�
+��,

�� +5,� � +4,� � +9,� �� +�,
+� �,

�� +5,� � +4,� � +9,� �� +�, � �� +�,
+� �,

�+�� +�, � �� +�,,��� +5,� � +4,� � +9,�
+� �,

�� +5,� � +4,��+�� +�, � �� +�,,� � +9,�
+��,

よって、���� � �� +5,� � +4,��+�� +�, � �� +�,,� � +9,�

ここで、�+�� +�, � �� +�,,は � +� � �,に等しいから、

���� � �� +5,� � +4,� � +� ��,,� � +9,�

+� ��,のとき
4� :� ��;

4� :� � ���;
+� ��,

��



�� ������ %2���%��より

�� +;,��� +�,��� +:,� � +4,�

�� +;,��� +:,� � +4,��� +�,�
+��,

�� +:,� � +4,��� +�, � �� +�,�
+���,

�� +;,��� +:,� � +4,� �+�� +�, � �� +�,,
+� �,

��+�� +�, � �� +�,,��� +;,��� +:,� � +4,�
+� �,

�� +;,���+�� +�, � �� +�,,��� +:,� � +4,�
+��,

よって、���� � �� +;,��+�� +�, � �� +�,,��� +:,� � +4,�

ここで、�+�� +�, � �� +�,,は � +� � �,に等しいから、

���� � �� +;,��� +� ��,��� +:,� � +4,�

+� ��,のとき

+� ��,のときと同様に示すことができる。

+� �,のとき
4� ��;
���4� ;

+� �,

�� ������ %2���%��より

���� � �� +;,��� +�,� � +4,�

+� �,のとき
4� �� ;
4� ���;

+� �,

�� ������ %2���%��より

�� +;,� � +4,� � +�,�

�� +;,� � +4,� �� +�,
+� �,

��� +�,��� +;,� � +4,�
+� �,

�� +;,���� +�,� � +4,�
+��,

よって、���� � �� +;,���� +�,� � +4,�

+� �,のとき
4� ��: 9� ��;
4�9� � ���:�;

+� �,

��



�� ������ %2���%��より

�� +:,��� +�,� � +4,�

�� +:,� � +4,��� +�,�
+��,

�� +:,� � +4,� ��� +�,
+� �,

��� +�,� � +�,

�� +:,� � +4,� � +�,
+��,

����� ��
より、��� � ��� +�,� � +�,なので、

� �� +:,� � +4,� � +�, � � � +�,

同様に �� ������ %2���%��より

�� +;,��� +�,� � +9,�

�� +;,� � +9,��� +�,�
+��,

�� +;,� � +9,� ��� +�,
+� �,

��� +�,� � +�,

�� +;,� � +9,� � +�,
+��,

����� ��
より、��� � ��� +�,� � +�,なので、

� �� +;,� � +9,� � +�, � � � +�,

+�,� +�,より

�� +:,� � +4,� � +�, �� +;,� � +9,� � +�,

�� +:,� � +4,��� +;,� � +9,� � +�, � � +�,
+� �,

�+� +�, � � +�,,��� +:,� � +4,��� +;,� � +9,�
+� �,

�� +:,� � +4,��� +;,� � +9,��+� +�, � � +�,,�
+��,

�� +:,� � +4,��� +;,� � +9,� ��+� +�, � � +�,,
+� �,

���+� +�, � � +�,,��� +:,� � +4,��� +;,� � +9,�
+� �,

�� +;,��� +:,����+� +�, � � +�,,� � +4,� � +9,�
+��,

���� � �� +;,��� +:,����+� +�, � � +�,,� � +4,� � +9,�

ここで、��+� +�, � � +�,,は � +� ��,に等しいから、

���� � �� +;,��� +:,� � +� ��,� � +4,� � +9,�

+� �,のとき
4� �� ��9� 5
4� � ���9� 5

+� �,

�




�� ������ %2���%��より

�� +5,� � +4,� � +�,� � +�,� � +9,� � +5,�

�� +5,� � +4,� � +9,� � +�,� � +�,�
+��,

�� +5,� � +4,� � +9,� � +�, � � +�,�
+� �,

�� +5,� � +4,� � +9,� �+� +�, � � +�,,
+� �,

��+� +�, � � +�,,��� +5,� � +4,� � +9,�
+� �,

�� +5,� � +4,���+� +�, � � +�,,� � +9,�
+��,

よって、���� � �� +5,� � +4,���+� +�, � � +�,,� � +9,�

ここで、��+� +�, � � +�,,は � +� ��,に等しいから、

���� � �� +5,� � +4,� � +� ��,� � +9,�

+� @,のとき
4� =� �� ��9
4� =� �@��9

+� @,

�� ������ %2���%��より

�� +9,��� +�,��� +�,��� +=,� � +4,�

�� +9,� � +4,��� +�,��� +�,�
+��,

�� +9,� � +4,��� +�, � �� +�,�
+� �,

�� +9,� � +4,� �+�� +�, � �� +�,,
+� �,

��+�� +�, � �� +�,,��� +9,� � +4,�
+� �,

�� +=,���+�� +�, � �� +�,,� � +4,�
+��,

よって、� �� +=,���+�� +�, � �� +�,,� � +4,�

ここで、�+�� +�, � �� +�,,は � +�@�,に等しいから、

���� � �� +=,��� +�@�,� � +4,�

+@�,のとき
4� �� : 9� � � ;
4�9� �@��� :�;

+@�,

�� ������ %2���%��より

�� +:,� � +4,� � +�,�

�� +:,� � +4,� �� +�,
+� �,

�� +;,� � +9,� � +�,�

�� +;,� � +9,� �� +�,
+� �,

�� +:,� � +4,��� +;,� � +9,�� �� +�, � �� +�,
+� �,

�� +:,��� +;,� � +4,� � +9,� �� +�, � �� +�,
+��,

�+�� +�, � �� +�,,��� +:,��� +;,� � +4,� � +9,�
+� �,

�� +:,��� +;,� � +4,� � +9,��+�� +�, � �� +�,,�
+��,

��



よって、���� � �� +:,��� +;,� � +4,� � +9,��+�� +�, � �� +�,,�

ここで、�+�� +�, � �� +�,,は � +�@�,に等しいから、

���� � �� +:,��� +;,� � +4,� � +9,� � +�@�,�

よって ����� ��
が証明できた。 �

次に$%��&�� ��� の右辺から左辺が導かれることを示す。


����

����� ���より5対する ?�&����の列を�個、または �個に制限した次のことが成り立つ。

���� � 4� � � ��� � �� +�,� � +4,�

ここで、式 �� +�,� � +4,� に +��,	+� �,を適用すれば

���� � 4� � � ��� � � +4,� ��� +�,

よって ����� ��
より、

���� � 4� � � ��� � � +4,� � +�,

�

上の$%��&�� ���と同じ様な方法で次の定理が成り立つ。

%&���� 	!(

���� � � +4,� � +�, ����� � 4� �

���� � � +4,� � +�, ����� � 4� �

$%��&�� ���の左辺から右辺を導く際に構造に関する規則で証明する ���������規則、

����&������規則の場合の証明を以下に示す。これ以外の証明は���������規則、����&��1

����規則を必要としないので$%��&����� と同じ様に証明できる。

+��,のとき
4�9� 5

4� ��9� 5
+��,

�� ������ %2���%��より

�� +5,� � +4,� � +9,�

�� +5,� � +4,� � +�,� � +9,�
+� �,

��



よって、� �� +5,� � +4,� � +�,� � +9,�

+� �,のとき
4� :�;

4� :� ��;
+��,

�� ������ %2���%��より

�� +;,��� +:,� � +4,�

�� +;,��� +�,��� +:,� � +4,�
+��,

よって、� �� +;,��� +�,��� +:,� � +4�,

+��,のとき
4� ��9� 5

4� �� ��9� 5
+��,

�� ������ %2���%��より

�� +5,� � +�,� � +�,� � +4,� � +9,�

�� +5,� � +4,� � +�,� � +9,�
+��,

よって、� �� +5,� � +4,� � +�,� � +9,�

+� �,のとき
4� :� �� ��;
4� :� ��;

+��,

�� ������ %2���%��より

�� +;,��� +�,��� +�,��� +:,� � +4,�

�� +;,��� +�,��� +:,� � +4,�
+��,

よって、� � +;,��� +�,��� +:,� � +4,�

�!



第 �章

���� から���への埋め込み��小野�桐

山型

桐山1小野の論文 /�0の ��では述語論理の��の述語論理の#���への �&��&�����を用い

て #���の �� ��� �.����2が示されている。この方法を使って命題論理 #���の #��への

埋め込みを試みた。ここでは、より簡単な �&��������を、#��で �������を用いること

無しに定める。

��� 埋め込み関係の定義

次に定義する �&��������を使って、#���と #��の埋めこみ関係を $%��&�� ���とし

て表わす。

式 4� �が与えられたとする +以下では式を D*して考える,。

� を 4� � に現れる �&���������� 2�.��全体の集合（もちろん有限である）としたと

き論理式 � を

�
��
A

�

	�	

+� � � ,

により定める。

�に属す �&���������� 2�.��のみから構成されるような ?�&����全体の集合をE+A E	 ,

とする。� � Eに対し ?�&���� ��を次のように定める。

+�, �が ���	��+��� � A � ,� �� A � � � +A � � � ,

+�, � A � Æ� +Æ � �����,� �� A +�� Æ��, � �

�'



+�, � A �� � �� A +���, � �

%&���� �!�

���� � 4� � ��� � 4� � ��

この定理が成り立つと、例えば、#���で � � � � �が証明可能ならば #��で +�� �

��, � � � � � � が成り立つことになる。はたして、本当にこれがいえるのであろうか。

��� ������� ���の左辺から右辺が導かれること

次の ����� ���は容易に証明できる。

��$ �!�

�� ���� � �

�� ���� � �� � �

次に$%��&�����の左辺から右辺が導かれることを示す。


����

����� ���の � より

���� � 4� � �� � ���� � 4� � � � � +�,

#��は #���より強い体系なので

��� � 4� � �� � ���� � 4� � �� � � � +�,

よって +�,	+�,より、$%��&�� ���の左辺から右辺の

��� � 4� � �� � ���� � 4� �

が証明できた。 �

�� ������� ���の右辺から左辺が導かれること

以下で$%��&�� ���の右辺から左辺が導かれることを示す。

��



	���� ���
に同等な体系����
�の形式化とその関係

まず、#���と同等な次のような体系 �����により形式化しておく。

�� 3������ ������

�� � � ���� � � �

ただし、�は ������	��は任意

�� 6�&����&�� &���

�*�%���� &���のみ

�� ������� &���

#�と同じ

すなわち、�����は #���の ��������� &���を ������� ������に込めた体系であると考

えられる。そのことを次のようにして確かめた。

��$ �!	

���� � 5� �  ����� � 5� �


���� +����� ���の +
,,

�����は#���よりも強い体系なので

���� � 5� � 
 ����� � 5� �

�


���� +����� ���の +�,,

#���の、5� �に到る ���1?&�� �&��?を考える。

���������については他の &���と交換可能だから、証明図の一番上に持ち上げることがで

きることをまず確かめる。

すなわち、次のことがいえる。

+���, のとき
��4� �

� � ��4� �
+���,

��� ���4� �
+��,

��



これは、次のように変換できる。

��4� �

����4� �
+��,

��� � ��4� �
+���,

+���, のとき

+���, のときと同様に変換できる。

+� �, のとき
��4� � ��4� �

� � ��4� �
+� �,

��� ���4� �
+��,

これは、次のように変換できる。

��4� �

����4� �
+��,

��4� �

����4� �
+��,

��� ���4� �
+� �,

+��, のとき
4� � ��9� �

� � ��4�9� �
+��,

��� � ��4�9� �
+��,

これは、次のように変換できる。

4� �

��9� �

����9� �
+��,

��� � ��4�9� �
+��,

+� �, のとき
4� �
���4�

+� �,

�����4�
+��,

これは、次のように変換できる。

4� �
��4� �

+��,

�����4�
+� �,

�����4�
+��,

すると、これらの証明図の一番上の式は適当に �*�%����を用いれば

��� � � � � ��� �� �

��



の形になるが、�は ������でないかもしれない。�が ������でないときには以下のよう

にして�がより簡単な形をした ������� ������で置き換えられることを示す。まず、

� 7  � � のとき

��� � � � � ���  �  

��� � � � � ���  � � �  
+���,

��� � � � � ��� � � �

��� � � � � ���  � � � �
+���,

��� � � � � ���  � � �  � �
+� �,

� 7  � � のとき

��� � � � � ���  �  

��� � � � � ���  �  � �
+� ��,

��� � � � � ��� � � �

��� � � � � ��� � �  � �
+� ��,

��� � � � � ���  � � �  � �
+� �,

� 7  � � のとき

��� � � � � ���  �  ��� � � � � ��� � � �

��� � � � � ���  � ����� � � � � ���  � �
+��,

��� � � � � ��� ��� � � � � ���  � �� � �
+��,

��� � � � � ���  � �� � �
+��,� +��,

��� � � � � ���  � � �  � �
+��,

� 7 � のとき

��� � � � � ���  �  

� ���� � � � � ���  �
+� �,

��� � � � � ���� � �
+��,

��� � � � � ���� � � 
+� �,

により、

��� � � � � ��� �� �

で�を ������に制限できることが分かる。以上の様にして得られた証明図は�����の

5� �に到る証明図になっている。よって

���� � 5� � � ����� � 5� �

が示された。 �

	���� 体系����
�から���への埋め込み

次に �����から#��への埋め込みについて考える。

��



��$ �!�

5� �に現われる ������������� ������はすべて�に属するものとする。このとき、

����� � 5� � � ��� � 5� � ��

����� ���の証明をする前に次の ����� ��
を証明しておく。

��$ �!�

�� � � � としたとき、

��� �

�個� �� �
�� � � � � � � � � �

�� ��� �

�個� �� �
�� � � � � � � �


����

��
� � � � � �
� � �� � � �

+��,
� � �

� � �� � � �� � � �
+��,

� � �

� � �� � � �� � � �� � � �
+��,

���� +��,
� � �� � � � � � � �� � � �

�� � � � � �� �� �
�個

� � � �
+��� 	回�,

�� 上に引き続いて
�� � � � � � � � � �
�� � � � � �� �� �
�個

� �
+� �,

一番下の推論規則は �� � � � � � � � � � と +� �,を適用する。��が �個あれば �回

の +� �,を適用する。

�


���� +����� ���,

証明の長さに関する帰納法によって証明する。

��



�� 4� �が �����の �
����! "�#�
�のとき

すなわち、��� � � � � ��� � � � のとき

まず、��
�は��

�
� � の形で、� �は � � � であることを注意しておく。

����� ��
の �より

�個� �� �
�� � � � � � � � � �

�� � � � � �� � � � � �
+��� 	回�,

��
�
� �� � � � � ��

�
� �� � � � � �

+� � � ,に対して、+���,

従って

� ��
�� � � � � ��

�� � � � � � � � +�,

一方、����� ��
の �を用いると

���個� �� �
�� � � � � � � �

��
�
� �� � � � � ��

�
� �� � � � � �

+���� 	@ �回,

ただし��
�
� � は��

�に等しいものとする。従って

� ��
�� � � � � ��

�� � � � � � � � +�,

+�,	+�,と +� �,より

� ��
�� � � � � ��

�� � � � � � �

� � � は � �に等しいことから、

� ��
�� � � � � ��

�� � � � � �

�� �&������ &���のとき

+�����
���,のとき

4� �� ��9� �

4� �� ��9� �
+��,

�� ������ %2���%��より

4�� ��� ���9� � ��

4�� ��� ���9� � ��
+��,

従って � 4�� ��� ���9� � ��

�




�� ������� &���のとき

+� ��,のとき

5� �
5� � �  

+� ��,

�� ������ %2���%��より

5� � ��

5� � �� �  �
+� ��,

よって、

� 5� � �� �  � � � � +�,

一方、����� ��
の �を用いると

� 5� � � � � � +�,

+�,	+�,と +� ��,より	

� 5� � +�� �  �, � �

+�� �  �, � � は +� �  ,�であることから

� 5� � +� �  ,�

+� ��,のとき

+� ��,のときと同様に示すことができる。

+� �,のとき

5� ��9� � 5�  �9� �

5� � �  �9� �
+� �,

�� ������ %2���%��より

5�� ���9� � � � 5��  ��9� � � �

5�� �� �  ��9� � � �
+� �,

5�� +�� �  �, � ��9� � � �
+���,

+�� �  �, � � は +� �  ,�であることから

� 5�� +� �  ,��9� � � �

��



+� �,のとき
5� � 5�  

5� � �  
+� �,

�� ������ %2���%��より

5� � �� 5� �  �

5� � �� �  �
+� �,

よって、

� 5� � �� �  � � � � +
,

一方、����� ��
の �を用いると

� 5� � � � � � +�,

+
,	+�,と +� �,より	

� 5� � +�� �  �, � �

+�� �  �, � � は +� �  ,�であることから

� 5� � +� �  ,�

+���,のとき

5� ��9� �

5� � �  �9� �
+���,

�� ������ %2���%��より

5�� ���9� � � �

5�� �� �  ��9� � � �
+���,

5�� +�� �  �, � ��9� � � �
+���,

+�� �  �, � � は +� �  ,�であることから

� 5�� +� �  ,��9� � � �

+���,のとき

+���,のときと同様に示すことができる。

+��,のとき

5� ��  

5� � �  
+��,

��



�� ������ %2���%��より

5�� �� �  �

5� � �� �  �
+��,

よって、

� 5� � �� �  � � � � +�,

一方、����� ��
の �を用いると

� 5� � � � � � +!,

+�,	+!,と +� �,より	

� 5� � +�� �  �, � �

+�� �  �, � � は +� �  ,�であることから

� 5� � +� �  ,�

+��,のとき

5� � =�  �9� �

=� � �  �5�9� �
+��,

�� ������ %2���%��より

5� � �� =��  ��9� � � �

=�� �� �  ��5��9� � � �
+��,

=�� +�� �  �, � ��5��9� � � �
+���,

+�� �  �, � � は +� �  ,�であることから

� =�� +� �  ,��5��9� � � �

+� �,のとき

5� � �
5� ��

+� �,

�� ������ %2���%��より
5�� �� �

5� � ���
+� �,

よって、

� 5� � +���, � � � +',

�!



一方、����� ��
の �を用いると

� 5� � � � � � +��,

+',	+��,と +� �,より	

� 5� � +���, � �

+��,� � � は +��,�であることから

� 5� � +��,�

+� �,のとき

5� �
���5�

+� �,

�� ������ %2���%��より

5� � ��

����5� �
+� �,

��� � ��5� �
+���,

+���, � � は +��,�であることから

� +��,��5� �

よって ����� ���の証明ができた。

�

����� ���、����� ���より$%��&�� ���+左辺から右辺,が成り立つ。

また、$%��&�� ���は、述語論理についても同様に成り立つ。

�'



第 �章

�
から�����への埋め込み

前の章では#���と#��の証明可能性についての関係について考えたが、ここでは ��

の"#���への埋め込みを桐山1小野の証明 /�0のように ������� � を使って試みた。

��� 埋め込み関係の定義

次に定義する �&��������を使って、��と"#��の埋めこみ関係を$%��&�� 
��として

表わす。

式 4� 5が与えられたとする +以下では式を D*して考える,。

�を4� 5 に現れる �&���������� 2�.��全体の集合。（もちろん有限である）としたと

き論理式 � を

�
��
A

�

	�	

+� � � , � +� � �,

により定める。�に属す �&���������� 2�.��のみから構成されるような ?�&����全体の

集合をE+A E	 ,とする。

� � Eに対し ?�&���� ����	���
を次のように定める +�� は � � � と定義する,。

+�, �が ������ +すなわち�は � または �,� ���
 A � � �� ���� A � � �

+�, � A � Æ� +Æ � ���� �,� ���
 A +���
 Æ ���
, � �� ���� A +���� Æ ����, � �

+�, � A � � �� ���
 A +���
 � ���
, � �� ���� A +���� � ����, � �

%&���� �!�

�� � 4� ; ����� � �4�
 � �;��

��



この定理が成り立つと例えば、��で� ���  が証明可能ならば#��で +���
 � ����,�

� � � ��が成り立つことになる。はたして、本当にこれがいえるのであろうか。

��� ������� ���の左辺から右辺が導かれること

次の ����� 
��は容易に証明できる。

��$ �!�

�� �� � �

�� �� �� +���
 � �, � +���� � �,

次に$%��&��
��の左辺から右辺が導かれることを示す。


����

����� 
��の � より

�� � �4�
 � �5�� � �� � 4� 5 � � � +�,

��は"#���より強い体系なので

����� � �4�
 � �5�� � �� � �4�
 � �5�� � � � +�,

よって +�,	+�,より、$%��&�� 
��の左辺から右辺の

����� � �4�
 � �5�� � �� � 4� 5

が証明できた。 �

�� ������� ���の右辺から左辺が導かれること

以下で$%��&�� 
��の右辺から左辺が導かれることを示す。

����� 古典論理の体系��
�の形式化と��と��

�の体系

まず、��を次のような体系 ���により形式化しておく。

�� 3������ ������

��



+�, ��� � � � � ��� � � $�� � � � � $�� �

ただし、-は ������	��� $� は任意の論理式

+��, ��� � � � � ��� � � $�� � � � � $�

�� 6�&����&�� &���

�*�%���� &���及び ����&������ &���

�� >��� ?�& ������� �������
4� :�;
4� :� ��;

+� �,

�� ������� &���

"#�から �についての推論規則を取り除いたもの

すなわち、���は��の��������� &���を ������� ������に込めた体系であると考えられ

る。そのことを次のようにして確かめた。

��$ �!	

�� � 9� ; ��� � 9� ;


���� +����� 
��の +
,,

��は ���よりも強い体系なので

�� � 9� ;
 ��� � 9� ;

�


���� +����� 
��の +�,,

��の、9� ;に到る ���1?&�� �&��?を考える。

��������については他の &���と交換可能だから、証明図の一番上に持ち上げることがで

きることをまず確かめる。

すなわち、次のことがいえる。

+���, のとき
��4� ;

� � ��4� ;
+���,

��� � ��4� ;
+��,

��



これは、次のように変換できる。

��4� ;
����4� ;

+��,

��� ���4� ;
+���,

+���, のとき

+���, のときと同様に示すことができる。

+� �, のとき
��4� ; ��4� ;

� � ��4� ;
+� �,

��� � ��4� ;
+��,

これは、次のように変換できる。

��4� ;
����4� ;

+��,
��4� ;
����4� ;

+��,

��� � ��4� ;
+� �,

+��, のとき
4� ��; ��9� :
� � ��4�9� :�;

+��,

��� � ��4�9� :�;
+��,

これは、次のように変換できる。

4� ��;
��9� :
����9� :

+��,

��� � ��4�9� :�;
+��,

+� �, のとき
����4� ;
� ���4� ;

+� �,

��� ���4� ;
+��,

これは、次のように変換できる。

����4� ;
������4� ;

+��,

��� ���4� ;
+� �,

+� �, のとき
4� ;� � 4� ;� �

4� ;� � � �
+� �,

4� ;� � � ���
+� �,

��



これは、次のように変換できる。

4� ;� �
4� ;� ���

+� �,
4� ;� �

4� ;� ���
+� �,

4� ;� � � ���
+� �,

+� ��, のとき
4� ;

4� ;� � � �
+� ��,

4� ;� � � ���
+� �,

これは、次のように変換できる。

4� ;� �
4� ;� ���

+� �,

4� ;� � ����
+� ��,

+� ��, のとき

+� ��, のときと同様に示すことができる。

+��, のとき
4� �� ��;

4� � � ��;�
+��,

4� � � ��;� �
+� �,

4� ;� � � ���
+� �,

これは、次のように変換できる。

4� �� ��;
4� �� ��;� �

+��,

4� � � ��;� �
+��,

4� ;� � � ���
+� �,

+� �, のとき
4� ��: 9� ��;
4�9� � ���:�;

+� �,

4�9� :�;� � ��
+� �,

4�9� :�;� � ����
+� �,

これは、次のように変換できる。

4� ��: 9� ��;
4�9� � ���:�;

+� �,

4�9� � ���:�;� �
+� �,

4�9� :�;� � ����
+� �,

��



すると、これらの証明図の一番上の式は適当に �*�%����を用いれば

��� � � � � ��� �� $�� � � � � $�� �

または

��� � � � � ��� � � $�� � � � � $�

の形になるが、Bは ������でないかもしれない。�が ������でないときには以下のよう

にして�がより簡単な形をした ������� ������で置き換えられることを示す。まず、

� 7  � � のとき
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���������������


������
����������������
+���,


������
�������������


������
���������������
+���,


������
�����������������
+� �,

� 7  � � のとき


������
���������������


������
����������������
+� ��,


������
�������������


������
���������������
+� ��,


������
�����������������
+� �,

� 7  � � のとき

��� � � � � ���  �  �$�� � � � � $� ��� � � � � ��� � � ��$�� � � � � $�
��� � � � � ���  � ����� � � � � ���  � ��$�� � � � � $�� $�� � � � � $�

+��,

��� � � � � ��� ��� � � � � ���  � �� � ��$�� � � � � $�� $�� � � � � $�
+��,

��� � � � � ��� ��� � � � � ���  � �� � ��$�� � � � � $�
+� �,

��� � � � � ���  � �� � ��$�� � � � � $�
+��,

��� � � � � ���  � � �  � ��$�� � � � � $�
+��,

��� � � � � ���  � � � $�� � � � � $��  � �
+� �,

� 7  � � のとき

��� � � � � ���  �  � � ��$�� � � � � $�
��� � � � � ���  � � �  � ��$�� � � � � $�

+� �,

��� � � � � ���  � � � $�� � � � � $��  � �
+� �,

��� � � � � ���  � � � $�� � � � � $��  � �
+� �,

従って

��� � � � � ��� �� $�� � � � � $�� �

�




となり、Bを ������に制限できることが分かる。以上の様にして得られた証明図は���

の9� ;に到る証明図になっている。よって

�� � 9� ;� ��� � 9� ;

が示された。 �

����� 体系 ��
�の�����への埋め込み

次に ���から"#���への埋め込みについて考える。

��$ �!�

9�;に現われる ������������� ������はすべて�に属するものとする。このとき、

��� � 9� ;� ����� � �9�
 � �;��

����� 
��の証明をする前に次の ����� 
�
を証明しておく。

��$ �!�

� � � としたとき、

�� ����� �

�個� �� �
�� � � � � � � � �

�個� �� �
�� � � � � � � �

�� ����� �

�個� �� �
�� � � � � � � � �

�個� �� �
�� � � � � �


����

��
� � � � � �
� � �� � � �

+��,
� � �

� � �� � � �� � � �
+��,

� � �

� � �� � � �� � � �� � � �
+��,

���� +��,
� � �� � � � � � � �� � � �

�� � � � � �� � � �
+���� 	回,

�� � � � � �� �� �
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第 �章

結論

FLec

LK

LJ

CFLec

FLe

FLew

CFLew

CFLe

C
H

.3

C
H

.3

C
H

.3

CH.5
CH.5

C
H

.3

CH.4
CH.4

部分構造論理における論理間に対する証明可能性についての関係を先のような図で表

わした。立方体の上面はいわゆる�がつく部分構造論理で、下面は�がつかない部分構

造論理である。図の矢印��は埋め込みを表わしており、例えば� �� �は論理�から

論理�に埋め込めることを表わしている。

�������&��1�2�� �&��������を使うと"#��*と#��*+*には �または�または空の添字

が入る,の間で埋め込み関係が成り立つことを示した。桐山1小野型の �&��������では ���1

���� �を用いないと、#���から#��への埋め込まれ、�������を用いると、��+"#����,

から"#��及び"#���から"#�� へ埋め込まれるを示した。


�



桐山1小野の論文では述語論理の ����の決定不能を示すために述語論理の直観主義論理

から述語論理の����への埋め込みを示している。今回の埋め込みの結果を使って、決定

可能性などのさまざまな論理的性質を表わすための考察を行いたい。
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