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概 要

格子ボルツマン法は流体を仮想的な粒子の集合として捕らえ、粒子の並進運動及び衝突
を計算する事で流体の解析を行う手法である. 粒子運動の記述はボルツマンの輸送方程式
の衝突項をBGK項で近似した物が用いられ、局所的な物理量の伝搬は粒子運動により行
われるために流れ場全体を記述する事なく流れ場の解析を行うことが可能である. 現在、
格子ボルツマン法では一成分熱流体による気液二相流、二成分非熱流体解析が行われてい
るが二成分熱流体を扱った論文は少ない.そこで本稿では、従来の格子ボルツマン法を多
成分流体解析モデルへ拡張する手法を示す. 本拡張法は格子ボルツマン法における粒子速
度制限及び平衡分布関数に依存しないため、格子ボルツマンモデルに依存せず適用するこ
とが可能である. また、本拡張法では各成分毎に衝突前後で質量保存が成立し、各成分の
総和において衝突前後の運動量保存及びエネルギー保存が成立する.

本拡張法の妥当性の検討の為、拡張前の格子ボルツマンモデル及び拡張法を適用し二成
分流体モデルに拡張した格子ボルツマンモデルを用い数値実験を行った. 拡張法を適用し
た二成分流体格子ボルツマンモデルにおいて二成分が同等である場合、拡張前の一成分流
体格子ボルツマンモデルによる解析結果と同じ結果が得られなければならない.非熱流体
格子ボルツマンモデルによる２次元キャビティ流れ及び熱流体格子ボルツマンモデルによ
る２次元ベナール対流で拡張法を適用した格子ボルツマンモデルを用い検証を行った結
果、いずれの計算例とも拡張前の一成分流体モデルと拡張後の二成分流体モデルで同様な
結果が得られた. これらの結果から本拡張法の妥当性を確認する事が出来た.

これらを踏まえて拡張法を用いた二成分熱流体解析を行った結果,自律的な相分離及び
境界相の変形等定性的な熱流動解析が行えた.
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第1章 はじめに

数値流体解析にはナビアストークス方程式及びポアソン方程式を離散化する有限差分法
や有限要素法が良く用いられるが、これらの手法では二成分流体の解析に境界相をあらか
じめ設定しなければならず混和二成分流体を解析する事は難しい.

一方、粒子法に基づく解析手法では粒子の運動により流れ場を解析するために従来の有
限差分法の様に流れ場全体を記述する必要がない. その為、有限差分法で扱う事が困難な
混和二成分流体の解析や自律的な二成分流体の境界相形成が行えるという利点がある.

粒子法には粒子の運動を詳細に追跡する分子動力学法やモンテカルロ法があるが、粒子
に作用する力を１タイムステップ毎に解かなければならない為計算資源の制約から計算可
能な粒子の個数がある程度限られてしまう.

粒子の詳細な運動の情報が必要ない場合には粒子の統計情報を用いた格子ボルツマン法
が有用である.格子ボルツマン法は粒子の運動を格子に当てはめあらかじめ衝突則を規定
した格子ガス法が基になっている.

格子ガス法は粒子の速度を制限し,あらかじめ衝突則を規定した事で計算効率が向上し
たが,衝突判定の為に１格子点上に同じ速度を持つ粒子が２つ以上存在出来ないという計
算上の制約がある為に観測した物理量にノイズが発生する.

格子ボルツマン法は粒子の速度制限を設けるという事に関しては格子ガス法と同様で
あるが,粒子運動の記述にボルツマンの輸送方程式を用いる. この為格子ガス法の様な粒
子の排他則は存在せず観測した物理量のノイズを除去する事が可能である.

格子ボルツマン法では非熱流体による二成分流体の解析,熱流体による一成分気液二相
流の解析等が行われてきたが,二成分熱流体を扱った論文は少ない.本研究では従来の１成
分流体モデルを多成分流体モデルへ拡張する手法を提案し,非熱流体および熱流体への適
用を行った.拡張手法の妥当性を検討するため非熱流体モデルを二成分非熱流体モデルに
拡張し,二成分の差異をなくした時に一成分非熱流体モデルと同じ振る舞いをするかどう
かを検証する. 次に熱流体モデルを二成分熱流体モデルに同様の手法で拡張し,二成分の
差異がない時に一成分熱流体モデルと同じ振る舞いをするかどうかを検証した. また,こ
の拡張法を適用した二成分熱流体モデルによる重力下における二成分自然対流の解析を
行った.
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第2章 格子ボルツマン法

2.1 ボルツマンの輸送方程式
まず,格子ボルツマン法の基礎となるボルツマン方程式について説明する. ボルツマン

の輸送方程式は

∂f(r, e, t)

∂t
=

(
∂f(r, e, t)

∂t

)
drift

+

(
∂f(r, e, t)

∂t

)
coll

(2.1)

である [1].ここで,f(r, e, t)は位置と速度の位相空間における時刻 t,位置 rにおいて速度 e

をもつ粒子の数である1.式 (2.1)の左辺は単位時間当りの粒子数変化,右辺第１項は粒子の
並進運動による単位時間当りの粒子数変化,右辺第２項は粒子の衝突による単位時間当り
の粒子数変化を表す.また,粒子の並進運動による粒子数変化は(

∂f(r, e, t)

∂t

)
drift

= −e · ∇f(r, e, t) − a · ∇ef(r, e, t) (2.2)

である.∇は空間微分,∇eは速度に関する微分を表す. aは外力による粒子速度 eの時間変
化を表し衝突による影響は含まない.故に一般的なボルツマンの輸送方程式は

∂f(r, e, t)

∂t
+ e · ∇f(r, e, t) + a · ∇ef(r, e, t) =

(
∂f(r, e, t)

∂t

)
coll

(2.3)

となる.次に右辺の衝突項を緩和時間 τc(r, e)を用いたBGK項に近似する.(
∂f(r, e, t)

∂t

)
coll

= −
(

f(r, e, t) − feq(r, e, t)

τc(r, e)

)
(2.4)

ここで f eq(r, e, t)は平衡状態の粒子分布を示す. また,緩和時間 τc(r, e)は位置 r及び速度
eの関数であるが,簡単の為緩和時間が位相空間で全て同じ値を取ると仮定し

τc = τc(r, e) (2.5)

とおくと最終的に

∂f(r, e, t)

∂t
+ e · ∇f(r, e, t) + a · ∇ef(r, e, t) = −

(
f(r, e, t) − feq(r, e, t)

τc

)
(2.6)

となる.
1ここでの粒子数は時刻 t,微少体積 r + ∆rにおいて速度 e + ∆eを持つ粒子を発見する確率密度である.

2



2.2 ボルツマン方程式の離散化
本節では簡単の為１次元の場合のボルツマン方程式を扱う.外力がない場合, 式 (2.6)は

∂f(r, e, t)

∂t
+ e · ∇f(r, e, t) = −

(
f(r, e, t) − feq(r, e, t)

τc

)
(2.7)

となり,∆tで離散化すると

f(r, e, t + ∆t) − f(r, e, t)

∆t
+ e · f(r + ∆r, e, t + ∆t) − f(r, e, t + ∆t)

∆r

= −
(

f(r, e, t) − feq(r, e, t)

τc

)
(2.8)

ここで e = ∆r/∆t,τc = τ∆tと置くと

f(r + e∆t, e, t + ∆t) − f(r, e, t) = −
(

f(r, e, t) − feq(r, e, t)

τ

)
(2.9)

となる.τ は平衡状態に達するまでに要する衝突回数を表す単一緩和係数と呼ばれるパラ
メータであり流体の動粘性係数と結び付けられる.

2.3 格子ボルツマンモデルの例

2.3.1 非熱流体格子ボルツマンモデル

ここでは S.Houらによる 2D9V非熱流体格子ボルツマンモデルを取り上げる [2]. この
モデルでは粒子速度を以下の様に制限する.尚,粒子速度は位置及び時間に依存しない.

f0

f11 f21f24

f12f13

f22f13f23

図 2.1: 2D9V
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e0 = (0, 0)

e1i =
(
cos

(
iπ

2

)
, sin

(
iπ

2

))
(2.10)

e2i =
√

2
(
cos

(
iπ

2
+

π

4

)
, sin

(
iπ

2
− π

4

))
(i = 1, 2, 3, 4)

ここで速度の下付きの添字 σiの σは速さ,iは方向を表す. 格子ボルツマン法で一般的に
用いられる表記は

fσi(r, t) = f(r, eσi, t) (2.11)

である.以降,粒子分布はこの表記に従う事とする.

局所物理量と粒子分布は以下のように対応付けられる.

ρ(r, t) =
∑
σ,i

fσi(r, t) (2.12)

ρ(r, t)u(r, t) =
∑
σ,i

fσi(r, t)eσi (2.13)

式 (2.12)は位置 rに存在する粒子数の和で局所密度を表す. 式 (2.13)は各粒子の速度の集
合平均を取った物理量であり局所流速を示す.

粒子の衝平衡状態における粒子分布f eq(r, e, t)はボルツマン方程式の定常解であるMaxwell

の速度分布に従う分布を仮定し,Chapmann-Enskog展開から求められ

f eq
0 (r, t) =

4

9

[
1 − 3

2
u2(r, t)

]

f eq
1i (r, t) =

1

9

[
1 + 3(e1i · u(r, t)) +

9

2
(e1i · u(r, t))2 − 3

2
u2(r, t)

]
(2.14)

f eq
2i (r, t) =

1

36

[
1 + 3(e2i · u(r, t)) +

9

2
(e2i · u(r, t))2 − 3

2
u2(r, t)

]

となる.式 (2.14)は ρ(r, t),及び u(r, t) を再現する粒子分布を求める式である.従って,粒
子分布の非平衡量の減衰は式 (2.13)及び式 (2.9)によって表される.尚,局所物理量の伝搬
(拡散)は粒子の並進によって行われる.また,局所物理量とパラメータの関係は

Re =
UL

ν
=

6UL

∆t(2τ − 1)
(2.15)

となる.ここで,Reはレイノルズ数,Uは代表速度,Lは代表長さを表す.
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2.3.2 熱流体格子ボルツマンモデル

本節では蔦原,高田らによって提案された 2D21V熱流体格子ボルツマンモデルを取り
上げる [3].このモデルでは以下の様に粒子速度を制限する. Cは最小速さを指定するパラ
メータである.また,粒子速度は位置及び時間に依存しない.

f0

f13 f22

f24 f11 f21

f12

f23

f14 f32

f41

f42

f31f44

f34

f43 f33

f52

f53

f51

f54

図 2.2: 2D21V

e0 = (0, 0)

e1i = C
(
cos

(
iπ

2

)
, sin

(
iπ

2

))

e2i =
√

2C
(
cos

(
iπ

2
+

π

4

)
, sin

(
iπ

2
− π

4

))

e3i = 2C
(
cos

(
iπ

2

)
, sin

(
iπ

2

))
(2.16)

e4i = 2
√

2C
(
cos

(
iπ

2
+

π

4

)
, sin

(
iπ

2
− π

4

))

e5i = 3C
(
cos

(
iπ

2

)
, sin

(
iπ

2

))
(i = 1, 2, 3, 4)
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また,局所物理量と粒子分布は以下のように対応付けられる.

ρ(r, t) =
∑
σ,i

fσi(r, t) (2.17)

ρ(r, t)u(r, t) =
∑
σ,i

fσi(r, t)eσi (2.18)

ρ(r, t)

[
u2(r, t)

2
+ T(r, t)

]
=

∑
σ,i

1

2
fσi(r, t)e

2
σi (2.19)

式 (2.17)は位置 rに存在する粒子数の和で局所密度を表す. 式 (2.18)は各粒子の速度の集
合平均を取った物理量であり局所流速を示す.また,式 (2.19)は粒子の運動エネルギーと局
所温度を関係付ける式である.平衡分布関数はボルツマンの速度分布を基本として

f eq
σi (r, t) = ρ(r, t)Fσ(r, t)

[
1 +

eσi · u(r, t)

T(r, t)
+

(eσi · u(r, t))2

2T2(r, t)

−u2(r, t)

2T (r, t)
+

(eσi · u(r, t))3

6T 3(r, t)
− (eσi · u(r, t)) · (u(r, t) · u(r, t))

2T 2(r, t)

]

F0(r, t) = 1 − 85T 3(r, t)

48C6
+

175T 2(r, t)

48C4
− 49T (r, t)

18C2

F1(r, t) =
13T 3(r, t)

16C6
− 71T 2(r, t)

48C4
− 3T (r, t)

4C2

F2(r, t) =
T 2(r, t)

3C4
− T 3(r, t)

4C6
(2.20)

F3(r, t) = −5T 3(r, t)

32C6
+

25T 2(r, t)

96C4
− 3T (r, t)

40C2

F4(r, t) = −T 2(r, t)

192C4
+

T 3(r, t)

64C6

F5(r, t) = −T 3(r, t)

48C6
+

T 2(r, t)

48C4
− T (r, t)

180C2

となる.最小速さCは１格子点上で計算可能な流速及び温度の範囲に関わるパラメータで
ある.C=1の場合,１格子点上で再現可能な 1方向の流速最大値は粒子速度の最大値以下な
ので 0 ≤ Ux ≤ 3である.計算実行時に１格子点でも流速がこの計算可能範囲を外れた場
合,粒子の平衡分布が負になり流れ場が発散する.一方,C=nの場合１格子点上で扱える流
速の範囲は 0 ≤ Ux ≤ 3nとなる為、最小速さを n倍すれば扱える流速も n倍となる. しか
しながら nを大きくするにつれて数値安定性が低下する事が確認された.
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2.4 境界条件
格子ボルツマン法の境界条件は境界上の物理量設定及び粒子の反射則より成り立つ.粒

子反射則には大きく分けて次の３種類が存在する.

2.4.1 滑りなし条件

静止している固定壁の場合粒子を元に来た方向に粒子を反射させる Bounce-Back条件
を用いる (図 2.3). この反射条件は壁の法線及び接線方向の速度が平均的に 0になるため
静止壁の境界条件に適用される.

図 2.3: No-Slip(Bounce-Back)条件

2.4.2 滑りあり条件

移動壁の場合は粒子の壁の接線方向速度成分を維持したまま法線方向速度成分の符合
を逆転させる (図 2.4).この反射条件は壁の接線方向の速度成分が平均的に 0とならず物理
量が接線方向に伝搬するため移動壁に適用される.

図 2.4: Slip条件
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2.4.3 周期境界条件

計算領域から外れた粒子を再び計算領域に流入させ,計算領域の境界を共有するように
条件を設定する.図 2.5は上下左右の境界を全て周期境界とした例である.

図 2.5: Periodical Boundary

2.4.4 境界の実装例

ここでは固定壁における粒子の反射の実装例を示す.粒子の指標は図 2.1及び図 2.2と同
様である.2

f11(r, t)={(τ-1)f11(r-e11Δt, t-Δt)-f11(r-e11Δt, t-Δt)}/τ 
eq

f13(r, t+Δt)={(τ-1)f11(r, t)-f11(r,t)}/τ 
eq

図 2.6: Particle Reflection

2また、熱流動モデルの場合は境界を格子の中間に取ることで境界上の物理量を精度良く扱える [4]
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2.5 格子ボルツマンのアルゴリズム

初期条件指定：ρ(r，t)、u(r，t)、T(r，t)

初期条件に対応する粒子分布を平衡分布関数より算出 

平衡分布feq(r，t)をf(r，t)へ代入 

粒子分布から局所物理量ρ(r，t)、u(r，t)、T(r，t)を算出 

境界上の局所物理量ρ(r，t)、u(r，t)、T(r，t)を指定 

 

局所物理量に対応する粒子分布を平衡分布関数より算出 

粒子が境界を突き抜ける 

Yes

No

ボルツマン方程式に従い粒子を並進 

粒子の反射則を適用 

収束判定が成立 

計算終了 

Yes

No

図 2.7: 格子ボルツマン法のアルゴリズム

図 2.7は外力の作用しない基礎的な格子ボルツマン法のアルゴリズムである.収束判定
には各格子点における粒子分布の非平衡量の平均を用いた.
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第3章 格子ボルツマン法の拡張

3.1 多成分流体モデルへの拡張法
M.R.Swiftらの二成分流体モデルはエネルギー保存を考慮していない為,熱流動を扱う

事が困難であった [5].本研究ではエネルギー保存を考慮し熱を考慮することが可能な多成
分流体モデルへの拡張手法を提案する. 本研究で提案する拡張法では

• 各成分毎に格子ボルツマン方程式を用いる.

• 各成分の相互作用は平衡分布により考慮する.

とする.粒子速度制限及び平衡分布関数は自由に選択する事が可能である為、本拡張法は
ボルツマンモデルに依存せず適用可能である. 本拡張手法では多成分流体への拡張が行え
るがここでは簡単の為二成分流体への拡張を例に拡張法を示す.

3.1.1 二成分流体モデルへの拡張例

二種類の粒子を粒子 fと粒子hとすると各粒子分布は２本のボルツマン方程式 (3.1),(3.2)

によって記述される.

fσi(r + eσi∆t, t + ∆t) − fσi(r, t) = − 1

τf
[fσi(r, t) − ifeqσi (r, t)] (3.1)

hσi(r + eσi∆t, t + ∆t) − hσi(r, t) = − 1

τh

[hσi(r, t) − iheq
σi (r, t)] (3.2)

ここで,∆tは単位時間,τf ,τhは各粒子の単一緩和係数,fσi(r, t)と hσi(r, t)は位置 r,時刻 tに
おける速度 eσiを持つ粒子分布を表す. また,if eq

σi (r, t)と iheq
σi(r, t)は２種類の粒子の相互

作用を考慮した各粒子の平衡分布であり、本拡張法ではこの平衡分布を通じて２種類の粒
子の相互作用を考慮する.
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3.1.2 二成分流体の相互作用

[並進過程]

並進過程において

• 異種類の粒子は衝突を起さない.

• 同種類の粒子も衝突を起さない.

• 並進は各粒子毎の格子ボルツマン方程式に従う.

と仮定する.図 (3.1)における粒子の色の違いは粒子の種類を表し, 矢印の長さは粒子数の
多さを表す.

図 3.1: 並進過程
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[衝突過程]

衝突過程において

• 衝突時には粒子の区別を行わない.

• 同種類,異種類の粒子が衝突する.

• 質量保存,運動量保存及びエネルギー保存が成立する様に衝突を設定.

• 平衡状態において二種類の粒子は同じ物理量を持つ1

と仮定する.図 (3.2)は粒子衝突後の平衡状態を表す.

図 3.2: 衝突過程

1１格子点における二種類の粒子の存在比が 1:1の場合
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これらを数式で表す.まず,二種類の粒子の区別を行わずに局所物理量を式(3.3),(3.4),(3.5)

から求める. ここで、mσi(r, t) = fσi(r, t) + hσi(r, t)とおくと

ρ(r, t) =
∑
σ,i

{mσi(r, t)} (3.3)

ρ(r, t)u(r, t) =
∑
σ,i

{mσi(r, t)}eσi (3.4)

ρ(r, t)

[
u2(r, t)

2
+ T(r, t)

]
=

∑
σ,i

1

2
{mσi(r, t)}e2

σi (3.5)

ここで,ρ(r, t)は局所密度,u(r, t)は局所流速, T (r, t)は局所温度を表す.

式 (3.3),(3.4),(3.5)から求めた２粒子の総和を取った時の物理量及び平衡分布関数から
得られた平衡分布をmeq

σiと置くと

meq
σi(r, t) = ifeqσi (r, t) + iheq

σi (r, t) (3.6)

で示される様に二粒子の和となっている.また、式 (3.11)における右辺第１, 2項は未知数
である.これら２つの未知数、つまり各粒子の平衡分布を求めるには衝突前の２粒子の存
在比を用いた次式

if eq
σi (r, t) =

meq
σi (r, t)

∑
σi fσi(r, t)

ρ(r, t)
(3.7)

iheq
σi(r, t) =

meq
σi (r, t)

∑
σi hσi(r, t)

ρ(r, t)
(3.8)

より決定する.以上により相互作用を考慮した各粒子の平衡分布を求めることが出来た.

3.1.3 衝突前後の各保存について

前節で求められた各粒子毎の平衡分布について質量保存が成立すること、また、各粒子
の総和を取った時に運動量保存及びエネルギー保存が成立することを示す.まず、衝突前
の粒子分布は衝突後の平衡状態における粒子の平衡分布と以下のように対応付けられる.

fσi(r, t) = if eq
σi (r, t) + fneq

σi (r, t) (3.9)

hσi(r, t) = iheq
σi(r, t) + hneq

σi (r, t) (3.10)

mσi(r, t) = meq
σi(r, t) + mneq

σi (r, t) (3.11)

ここで fneq
σi (r, t), hneq

σi (r, t)は各粒子の非平衡分布を、mneq
σi (r, t)は２粒子総和時の非平

衡分布を表す.また、格子ボルツマン法において平衡分布関数を求める際には以下の仮定
を用いる.
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ρ(r, t) =
∑
σ,i

{meq
σi(r, t)} (3.12)

ρ(r, t)u(r, t) =
∑
σ,i

{meq
σi(r, t)}eσi (3.13)

ρ(r, t)

[
u2(r, t)

2
+ T(r, t)

]
=

∑
σ,i

1

2
{meq

σi(r, t)}e2
σi (3.14)

式 (3.3)、(3.4)、(3.5)、(3.11)、(3.12)、(3.13)、(3.14)より以下の式が成立する.

∑
σ,i

{mneq
σi (r, t)} = 0 (3.15)

∑
σ,i

{mneq
σi (r, t)}eσi = 0 (3.16)

∑
σ,i

1

2
{mneq

σi (r, t)}e2
σi = 0 (3.17)

これらを用いて質量保存、外力が作用しない時の運動量保存及びエネルギー保存を示す.

質量保存

まず、粒子 fについて着目すると式 (3.3),(3.7),(3.15)より時刻 t、位置 rにおいて

∑
σ,i

if eq
σi (r, t) =

∑
σ,i m

eq
σi(r, t)

∑
σ,i fσi(r, t)∑

σ,i m
eq
σi(r, t)

=
∑
σ,i

fσi(r, t) (3.18)

が成立する.式 (3.18)における左辺は衝突後の平衡状態における粒子分布の総和、右辺
は衝突前の粒子分布の総和であり、右辺と左辺は同等であることから衝突前後で粒子 fの
質量が保存されていることが分かる. 粒子 hについても同様に式 (3.3),(3.8),(3.15)より時
刻 t、位置 rにおいて

∑
σ,i

iheq
σi(r, t) =

∑
σ,i m

eq
σi(r, t)

∑
σ,i hσi(r, t)∑

σ,i m
eq
σi(r, t)

=
∑
σ,i

hσi(r, t) (3.19)

が成立する.粒子 hについても衝突前後で質量が保存されている. 粒子 fおよび粒子 hは
それぞれ衝突前後で質量が保存されていることから２粒子の総和においても質量保存が
成立する.
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運動量保存について

運動量保存については２粒子の総和を取った時に成立する.時刻 t,位置 rにおいて式
(3.4),(3.16)より

∑
σi

meq
σi(r, t)eσi =

∑
σi

mσi(r, t)eσi (3.20)

が成立する.式 (3.20)における左辺は衝突後の２粒子の総和を取った時の運動量であり、
右辺は衝突前の２粒子の総和による運動量である. 以上より２粒子の総和では衝突前後で
運動量が保存していることが分かった.

エネルギー保存について

エネルギー保存についても２粒子の総和を取った時に成立する.時刻 t,位置 rにおいて
式 (3.5),(3.17)より

∑
σi

1

2
meq

σi(r, t)e
2
σi =

∑
σi

1

2
mσi(r, t)e

2
σi (3.21)

が成立する.式 (3.21)における左辺は衝突後の２粒子の総和を取った時の運動エネルギー
であり、右辺は衝突前の２粒子の総和による運動エネルギーである. 以上より２粒子の総
和では衝突前後で運動エネルギーが保存していることが分かった.
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3.2 外力の導入
ボルツマン方程式では外力を考慮する事が可能だが格子ボルツマン法では粒子の速度

を制限した為に外力による粒子の速度変化を扱う事は困難である.非熱流体格子ボルツマ
ンにおいて外力を考慮する手法がDavid R.Noble らによって提案されているが質量保存
しか満たさない為に熱流体格子ボルツマンに適用する事は難しい [6].そこで,本研究では
定性的に外力を考慮する手法を提案する.

3.2.1 外力の導入例

先に述べたように格子ボルツマン法では粒子の速度制限を行った為外力による粒子速度
変化を扱う事は難しい.そこで,外力による粒子の速度変化が生じた時の局所物理量を再現
する粒子分布の数の片寄りを粒子の速度変化の代わりに用いる. ここでは重力を対象とし
て外力による影響の導入法を示す.

1. 重力が無い場合の局所物理量 ρ(r, t),u(r, t), T (r, t)を粒子分布より求める.図 3.3は外
力が作用しない時の粒子数を表す.

2. 次に重力の影響を考慮した流速 u′(r, t)を式 (3.22)より求める.

u′(r, t) = u(r, t) + F(r, t)∆t (3.22)

ここでF(r, t)は位置 r,時刻 tにおける外力を表す.

3. ρ(r, t),u′(r, t),T (r, t)に対応する粒子の平衡分布を平衡分布関数より求め,これを外力
が無い場合の粒子分布と置き換える.図 3.4は外力が作用した時の局所流速変化に対
応した粒子数を表す.この場合,重力により鉛直下向の速度が発生する為に下向きの粒
子数が増大する.
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Low　←　Number of particle　→　High

図 3.3: 重力なし

Low　←　Number of particle　→　High

図 3.4: 重力あり
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3.2.2 外力導入時の問題点

本研究で提案した外力導入法には以下の制約が存在する.

1.局所物理量を算出する際の流速の平均化

外力の影響を考慮した流速を求める際に現在の流速を算出するがこの際粒子の速度が
平均化されるという問題が生じる.

2.単一緩和係数の範囲

単一緩和係数 τ には亜緩和領域と過緩和領域が存在する.

亜緩和領域

τ > 1の場合,外力を正しく扱う事が可能な事が確認出来た.

過緩和領域

過緩和領域 1/2 ≤ τ < 1 では１回未満の衝突で平衡状態になる為に格子ボルツマン法
の前提が成立しない.その為に外力を正しく計算する事が出来ない.

また,１回の衝突で平衡状態に達する τ = 1の場合では非平衡量の蓄積が起らない為数
値的には安定である.しかしながら多成分流体に異なる外力が作用する場合,本研究で提案
した外力導入法では衝突時に全種類の粒子の流速が平均化されるために正しく外力を扱
うことは難しい.

3.3 二成分非熱流体による拡張法の検証
二成分流体に拡張した格子ボルツマンモデルにおいて二粒子の差異が存在しない場合,

元の一成分格子ボルツマンモデルと同じ数値結果が得られる筈である (但し,流れ場の総
質量は拡張モデルおよび元のモデルとも同じにする2).本章では非熱流体モデルを拡張し
検証を行った. ここでは S.Houらの 2D9Vモデルと本拡張法を適用した二成分流体モデル
を用いて二次元キャビティ流れの計算を行なった.

2流速は局所密度の影響を受けない
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3.3.1 ボルツマン方程式

粒子 fおよび hは次の２式

fσi(r + eσi∆t, t + ∆t) − fσi(r, t) = − 1

τf
[fσi(r, t) − ifeqσi (r, t)] (3.23)

hσi(r + eσi∆t, t + ∆t) − hσi(r, t) = − 1

τh
[hσi(r, t) − iheq

σi (r, t)] (3.24)

により記述される.また,局所物理量と粒子分布は

ρ(r, t) =
∑
σ,i

{fσi(r, t) + hσi(r, t)} (3.25)

ρ(r, t)u(r, t) =
∑
σ,i

{fσi(r, t) + hσi(r, t)}eσi (3.26)

と対応付けられる.また,衝突時の演算には以下の式を用いる.

meq
σi(r, t) = ifeqσi (r, t) + iheq

σi (r, t) (3.27)

if eq
σi (r, t) =

meq
σi (r, t)

∑
σi fσi(r, t)

ρ(r, t)
(3.28)

iheq
σi(r, t) =

meq
σi (r, t)

∑
σi hσi(r, t)

ρ(r, t)
(3.29)

3.3.2 計算条件

格子点数 129x129,外力の作用しないRe=100 (ν = 0.1)のキャビティ流れの計算を行っ
た.上壁は移動壁である為粒子の反射則は滑りあり条件を用い,境界上の格子点の流速は常
に u = (0.1, 0.0)と置き計算を行った.また,その他の壁は固定壁であり粒子の反射則に滑
りなし条件を適用し,境界上の格子点の流速は常に u = (0, 0)に設定した.

↑Fixed Wall (No-Slip)

↓Moving Wall (Slip)
u

Region of calculation

図 3.5: 2-D Cavity Flow
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3.3.3 計算結果及び考察

拡張 2D9Vモデルは元の 2D9Vモデルと同等な結果が得られた. これにより本研究で提
案した多成分拡張手法は外力の作用しない非熱流体モデルにおいて有効であると結論付
けられる.

3.4 外力導入に関する検証
3.3でのキャビティ流れの上壁は移動壁である為キャビティ内の流体に対する外力と捕

らえる事が出来る. 3.2節で提案した外力の影響による粒子速度の変化を粒子分布密度の
片寄りで置き換える手法の妥当性を検討するために１成分非熱流体モデルを用い,3.3と同
じ計算領域,初期条件及び境界条件による計算を行い,U.Ghiaらによる差分法の結果 [7]と
比較をした.

図 3.6は定常状態における流線である.U.Ghiaらの流線と比較して渦中心の位置が一致
している事が確認出来た.

図 3.6: Streamline of cavity flow
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また,定量的な比較を行う為に定常状態のキャビティ中心に於ける流速を U.Ghiaらに
よる差分法データと比較した (図 3.7).図中の点はU.Ghiaらの差分法データを表し,線は
本研究で得られたデータである. 差分法との定性的,定量的な一致が見られる. また,この

図 3.7: Velocity at center of cavity

時の流速の差分法との平均誤差は

∆x = 0.075450517

∆y = 0.078795655

であるが,格子点の密度を２倍にした時 (257x257)の差分法との平均誤差は

∆x = 0.02934396

∆y = 0.04767823

となり精度が向上した.この事から粒子速度変化を粒子数変化に置換する手法は有用であ
る事が確認出来た.
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3.5 二成分熱流体による拡張法の検証
次に熱流体格子ボルツマンモデルへの適用可能性を検討する為に蔦原らによる 2D21V

熱流体モデルを二成分流体モデルに拡張し,二流体の差異をなくした場合に元の熱流体モ
デルと同様の結果が得られるかを検討した (但し,流れ場の総質量は拡張モデルおよび元
のモデルとも同じにする).

3.5.1 ボルツマン方程式

粒子 fおよび hは次の２式

fσi(r + eσi∆t, t + ∆t) − fσi(r, t) = − 1

τf
[fσi(r, t) − ifeqσi (r, t)] (3.30)

hσi(r + eσi∆t, t + ∆t) − hσi(r, t) = − 1

τh
[hσi(r, t) − iheq

σi (r, t)] (3.31)

により記述される.また,局所物理量と粒子分布は

ρ(r, t) =
∑
σ,i

{fσi(r, t) + hσi(r, t)} (3.32)

ρ(r, t)u(r, t) =
∑
σ,i

{fσi(r, t) + hσi(r, t)}eσi (3.33)

ρ(r, t)

[
u2(r, t)

2
+ T(r, t)

]
=

∑
σ,i

1

2
{fσi(r, t) + hσi(r, t)}e2

σi (3.34)

と対応付けられる.また,衝突時の演算には以下の式を用いる.

meq
σi(r, t) = ifeqσi (r, t) + iheq

σi (r, t) (3.35)

if eq
σi (r, t) =

meq
σi (r, t)

∑
σi fσi(r, t)

ρ(r, t)
(3.36)

iheq
σi(r, t) =

meq
σi (r, t)

∑
σi hσi(r, t)

ρ(r, t)
(3.37)
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3.5.2 計算条件

格子点数 100x20,Ra=4800のベナール対流計算を行った. 外力には重力及び浮力を考慮
し,重力と浮力の釣り合いを崩す為に初期条件として流速に擾乱を加えた.尚,擾乱は今川
による以下の手法を用いた [8].

ux(r, t) =
√

T(r, t)(−2logea)cos2πb (3.38)

uy(r, t) =
√

T(r, t)(−2logea)sin2πb (3.39)

ここで,a,bは一様乱数である.

また,左右は周期境界,上壁は冷却固定壁,下壁は発熱固定壁とした (図 3.8).

↓Cooled Fixed Wall (No-Slip)

↑Heated Fixed Wall (No-Slip)

Region of caluculation
Periodical 
Boundary

Periodical 
Boundary

図 3.8: Benard Convection
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3.5.3 計算結果及び検証

外力計算時の誤差が生じた為に拡張前の一成分熱流体との結果に 1 ∼ 2 %程度の誤差が
生じた.そこで計算領域の y軸を固定した時 (y=10)の物理量を熱流体モデルと拡張法を適
用した二成分熱流体モデルで比較を行った.

·流速

図 3.9: Velocity vector of Benard convection

図 3.10: Velocity vector of y-direction at center of y-axis

図 3.9は定常状態における流速である.この時の y軸方向の計算領域中心 (y=10)におけ
る y方向の流速を図 3.10に示した. 一成分熱流体の結果モデルと定性的,定量的な一致が
見られる.
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·密度分布

図 3.11: Density profile of Benard convection

図 3.12: Density profile at center of y-axis

図 3.11は定常状態における密度分布である.この時の y軸方向の計算領域中心 (y=10)

における密度分布を図 3.12に示した. 密度分布に関しても一成分熱流体モデルの結果と
定性的,定量的な一致が見られる.
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·温度分布

図 3.13: Temperature profile of Benard convection

図 3.14: Temperature profile at center of y-axis

図 3.13は定常状態における温度分布である.この時の y軸方向の計算領域中心 (y=10)

における温度分布を図 3.14に示した. 密度分布に関しても一成分熱流体モデルの結果と
定性的,定量的な一致が見られる.以上より外力を考慮した熱流体モデルへの拡張法は有用
である事が確認出来た.
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第4章 数値実験

本研究で提案した多成分流体への拡張法及び外力の導入法を用いて重力下における二成
分熱流体の解析を行った.

4.1 二成分自然対流
本節では蔦原らによる 2D21V熱流体モデルを二成分熱流体モデルに拡張し重力下にお

ける二成分流体の振る舞いを解析する.

4.1.1 ボルツマン方程式

粒子 fおよび hは次の２式

fσi(r + eσi∆t, t + ∆t) − fσi(r, t) = − 1

τf
[fσi(r, t) − ifeqσi (r, t)] (4.1)

hσi(r + eσi∆t, t + ∆t) − hσi(r, t) = − 1

τh
[hσi(r, t) − iheq

σi (r, t)] (4.2)

により記述される.また,局所物理量と粒子分布は

ρ(r, t) =
∑
σ,i

{fσi(r, t) + hσi(r, t)} (4.3)

ρ(r, t)u(r, t) =
∑
σ,i

{fσi(r, t) + hσi(r, t)}eσi (4.4)

ρ(r, t)

[
u2(r, t)

2
+ T(r, t)

]
=

∑
σ,i

1

2
{fσi(r, t) + hσi(r, t)}e2

σi (4.5)

と対応付けられる.また,衝突時の演算には以下の式を用いる.

meq
σi(r, t) = ifeqσi (r, t) + iheq

σi (r, t) (4.6)

if eq
σi (r, t) =

meq
σi (r, t)

∑
σi fσi(r, t)

ρ(r, t)
(4.7)

iheq
σi(r, t) =

meq
σi (r, t)

∑
σi hσi(r, t)

ρ(r, t)
(4.8)
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4.1.2 計算条件

二つの粒子に仮想的な密度差を設けた.また,初期条件としてこれら二つの粒子は各格
子点に１：１で分布させた. 格子点数 100x20,Ra=4800のベナール対流計算を行った. 外
力には重力及び浮力を考慮し,初期条件として流速に擾乱を加えた. 左右は周期境界,上壁
は冷却固定壁,下壁は発熱固定壁とした (図 3.8).

4.1.3 計算結果

1.初期状態

図 4.1: Ratio of 2-particles

図 4.1は初期状態における二粒子の存在比を図示したもので青は密度の大きい粒子が支
配的な領域,赤は密度の小さい粒子が支配的である領域を表す.初期状態で二種類の粒子を
1:1に配置した為,完全に混合状態になっている事が確認出来る.

図 4.2: Velocity vector

図 4.2は初期状態における流速である.初期条件として流速に擾乱を加えたため流速は
各格子点上でランダムな値を取っている.
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図 4.3: Density Profile

図 4.4: Temperature Profile

図 4.3は初期状態における密度分布,4.4は温度分布を示す. この状態ではまだ熱伝導が
生じておらず重力による影響も見られないために初期条件の状態をほぼ保っている.
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2.相分離

図 4.5: Ratio of 2-particles

図 4.5は二粒子の存在比である.重力の影響により時間が経過するにつれて密度の大き
い粒子の相と密度の小さい粒子の相に分離していく.

図 4.6: Velocity vector

図 4.6は図 4.5と同時刻の流速である.初期状態の擾乱の影響が残っているが全体として
は重力により下降流が生じている事が確認出来る.
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図 4.7: Density Profile

図 4.7は図 4.5と同時刻の密度分布である.重力の影響により下壁に向かって局所密度が
大きくなるが,下壁の発熱により粒子が加熱され下壁付近の局所密度が小さくなっている
事が分かる.

図 4.8: Temperature Profile

図 4.8は図 4.5と同時刻の温度分布である.下壁の発熱により温度が一様に拡散している
事が確認出来る.この段階では特に目立った変化は見られない.
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3.境界相の変化 I

図 4.9: Ratio of 2-particles

図 4.9は二粒子の存在比である.時間の経過により上壁で冷却された密度の小さい粒子
の相の局所密度が増大し密度の大きい粒子の相に沈み込む為境界相の形状に変化が現れ
る.

図 4.10: Velocity vector

図 4.10は図 4.9と同時刻の流速である.密度の小さい粒子の相の沈み込み及び密度の大
きい粒子の相の上昇により弱い対流が生じている事が確認出来る.
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図 4.11: Density Profile

図 4.11は図 4.9と同時刻の密度分布である.密度分布の大きい場所は密度の小さい粒子
の相が沈み込みを起している場所とほぼ一致している.また,密度分布が大きくなっている
領域は密度の大きい粒子の相も含まれているがこれは対流による圧縮の影響と考えられ
る.

図 4.12: Temperature Profile

図 4.12は図 4.9と同時刻の温度分布である.対流の影響を受け温度の拡散は一様でなく
なり波を打った形状となる.
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4.境界相の変化 II

図 4.13: Ratio of 2-particles

図 4.13は二粒子の存在比である.時間経過と共に密度の小さい粒子の相の沈み込みは更
に大きくなりきのこ状の境界相を形成する.

図 4.14: Velocity vector

図 4.14は図 4.13と同時刻の流速である.境界相の変形に伴い弱い対流が流れ場全体に生
じている事が確認出来る.
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図 4.15: Density Profile

図 4.15は図 4.13と同時刻の密度分布である.上壁による冷却及び下壁による加熱の影響
を除外すれば境界相の形状との良い対応が見られる.

図 4.16: Temperature Profile

図 4.16は図 4.13と同時刻の温度分布である.二種類の粒子は衝突時に運動エネルギーを
交換する為に温度分布と境界相形状の対応は密度分布程明確には現れない.
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4.2 考察
熱流体モデルを拡張し,粒子に仮想的な密度差を設けた場合に自律的な境界相形成及び

熱を考慮した事による自然対流現象を再現する事が確認出来た.まず,混合状態の非混和二
流体が重力の影響により二相に分離していく現象の再現は従来の数値解析手法では扱う
ことが難しいが,本拡張手法を適用した格子ボルツマンモデルでは相分離を境界をあらか
じめ設定しなくても自律的に境界相を形成することが可能な事が確認出来た. 次に,従来
の２成分格子ボルツマンモデルではエネルギー保存を考慮していない為に熱伝導及び熱
流動を扱うことは出来なかった. エネルギー保存を考慮した熱流体格子ボルツマンモデル
に本研究で提案した拡張手法を適用することによって熱を考慮した二成分流体を解析する
事が可能となり,先に示した様な発熱及び冷却壁による局所密度の変化によって引き起こ
される境界相の形状変化を再現することが出来た.
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第5章 まとめ

5.1 結論
本研究では従来の格子ボルツマンモデルを多成分流体モデルに拡張する手法を提案し

た.本拡張法は各成分毎に格子ボルツマン方程式を用い、相互作用は平衡分布で考慮する
ため多成分流体モデルへの拡張が行える.また、本拡張法は格子ボルツマン法における粒
子速度制限及び平衡分布関数に依存しない為、様々な格子ボルツマンに適用可能である.

本拡張法は衝突前後で各粒子毎に質量保存が成立し、各粒子の総和において運動量保存及
び運動エネルギー保存が成立する.

本拡張法の妥当性を検討する為に、S.Houらによる 2D9V非熱流体モデル及び本拡張法
を適用した二成分非熱流体モデルを用い数値実験を行った. 二成分の差異を考慮しない場
合、拡張前の一成分非熱流体モデルと拡張後の二成分非熱流体モデルでは同様の結果が得
られなければならない. 先の拡張前及び拡張後の非熱流体モデルにより２次元キャビティ
流れの解析を行った結果同様な解析結果が得られた.これによりエネルギー保存を考慮し
ない非熱流体モデルにおいて本拡張は有効であることが確認出来た.

また、拡張法の妥当性の検証として蔦原らによる 2D21V熱流体モデルと拡張法を適用
した二成分熱流体モデルを用いて数値実験を行った. 二成分の差異を考慮しない場合、拡
張前の一成分熱流体モデルと拡張後の二成分熱流体モデルでは同様の結果が得られなけ
ればならない. これら２つの拡張前及び拡張後の熱流体モデルにより２次元ベナール対流
の解析を行った.その結果、２成分の差異を考慮しない場合１成分熱流体モデルと同様の
解析結果が得られた.以上よりエネルギー保存を考慮した熱流体モデルにおいても本拡張
は有効であることが確認出来た.

これらを踏まえて蔦原らによる 2D21V熱流体モデルを二成分非熱流体モデルに拡張し,

２次元ベナール対流の解析を行った.粒子に仮想的な質量差を設定した場合,重力の影響に
より自律的に相分離を起し,質量の小さい粒子の相が冷却壁によって冷却され,局所的な密
度が増大した為に質量の大きい粒子の相に沈み込み、境界形状が変化する現象の再現が行
えた. 以上より拡張法を適用した二成分熱流体モデルにより定性的な重力下での熱流動解
析が行える事が確認できた. また、本拡張手法は一成分流体モデルを基礎として拡張を行
い、従来では扱う事が困難であった多成分流体の解析が可能となる. その為、差分法等で
はあまり扱われていない二成分熱流体の解析や三成分以上の流体解析において有用な拡
張法であると結論付けられる.
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5.2 検討課題
1.外力導入法の改良

本研究で提案した外力導入法は粒子速度の変化を粒子数の変化に置き換えるという手
法であり,２次元キャビティ流れにおいて粒子速度変化を粒子数変化に変換しても差分法
の結果と定量的に良く一致したことから特に問題は生じないと判断出来る.しかしながら,

巨視的な物理量が等価であっても微視的な (粒子の)物理量は異なる可能性は除去する事
は出来ない. 次に,外力の影響は並進時に現れるため一タイムステップ後に粒子の速度が
変化するが格子ボルツマン法では粒子速度変化が扱えない.その為, 格子ボルツマン法で
は外力が作用している場合,完全な粒子追跡を行うことは困難である. 粒子速度変化を粒
子数変化に変換する際,本研究で提案したエネルギー保存を厳密に考慮し、外力を考慮し
た粒子分布を外力の作用していない粒子分布と置き換える手法では、外力を考慮した粒子
分布を平衡分布関数を用いて算出した為に粒子分布を置き換える時に非平衡成分が 0とな
り流体の粘性が変化するという問題が生じる.

2.定量化及び精度検証

格子ボルツマン法では定性的な解析が一般的であるが,格子ボルツマン法による定量解
析はあまり行われていない.そのため数値モデルと実際の物理量との対応関係が明確でな
いため実際の現象に適用する事は難しい. そこで,実際の物理量との対応関係を明確にす
るため,格子ボルツマンの定量化及び定量解析を行い,実験値および他の数値解法による解
析結果と比較を行うことで格子ボルツマン法の解析精度を検証する必要がある. 実際の自
然現象は三次元であり、三次元の効果を考慮する必要がある場合には本拡張法を適用した
三次元格子ボルツマンモデルの検討を行う.

3.様々な格子ボルツマンモデルへの適用

本研究では Shuling Houらによる 2D9V熱流体及び蔦原らによる 2D21V熱流体格子ボ
ルツマンモデルに対する拡張を行い検証及び数値実験を行ったが、その他の格子ボルツマ
ンモデルに対する本拡張法の適用可能性の検討が必要である.
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