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第 �章

はじめに

自然演繹（������� &�'������）の体系は (������ が ������ 計算に先立って導入した

体系であり、数学などで行なう推論により近い形で論理を形式化したものである。自然

演繹の体系に対する証明論的研究は )��*��� による正規化定理（������ $��� �������）

の証明により大きく発展した。正規化定理 は ������ 計算におけるカット除去定理（���

����������� �������� に対応し、自然演繹の体系を用いた証明論的研究において非常に重

要な役割を果たしている。この ������ $��� ������� を用いることにより、古典論理や直

観主義論理における+���" の 補間定理（�����%������� ��������、また直観主義論理にお

ける '�,������� %��%���- などを導くことができる。

また、自然演繹の体系の証明図とラムダ計算におけるラムダ項との間にはカリー・ハ

ワード対応（+���-#.�*��' �����%���）とよばれる対応関係が存在することが知られ

ている。さらに 正規形（������ $���） を持つ証明図にはちょうど正規（������）なラ

ムダ項が対応する。そしてあたえられたラムダ項を正規なラムダ項へ変換する手続きは一

般的な計算のプロセスを抽象化したものとみなすことができる。この関係により自然演繹

体系は ���%���� ������ からも注目されるようになってきている。

部分構造論理に対する自然演繹の体系は、文献 /�01 /
01 /��0などにより試みられてきた。

論理結合子として 2ならば ���2 のみを持つ論理に対しては、直観主義論理に対する自然

演繹体系 �� の推論規則の適用に対して制限を設けることにより、自然な形で部分構造論

理の自然演繹の体系を導入し 正規化定理などの証明が与えることができる。しかしなが

ら、論理結合子を全て含むような論理の場合には自然演繹の体系を導入するのが困難で

あったり、または複雑になってしまう。それは、加法的な論理結合子 �たとえば、普通の

�



論理積 ���や論理和 ����と乗法的な論理結合子 �たとえば、2ならば ���2や2フュージョ

ン 2����とでは、推論の仮定の扱いが違ってくるからである。それを克服するために文献

/�01 /��0ではラムダ項をその中に組み込んだ自然演繹体系が導入されている。それに対し

文献 /
0の体系では、��'�3 を用いることによりラムダ項の明示的な使用を避けている。

このような形式化の困難のため、部分構造論理に対する証明論的研究の多くでは ������

計算が用いられ、自然演繹体系を用いた研究はまだ十分には行なわれていない。しかし、

上で述べたようにいくつかの部分体系に対しては ������������� ������� などの結果が与

えられているので、これらの結果を用いて部分体系に対する証明論的研究を展開すること

を本研究の目標とした。しかしながら、自然演繹体系に対する証明方法は難しい問題が多

くあり、自然演繹体系に関しては最終的には部分的な結果しか得られなかった。

この論文では直観主義論理から *��4����" を除いて得られる体系  ��� の変数共有性

と +���" の補間定理の証明をあたえた。�章では  ��� の2ならば2のみを持つ体系に対す

る自然演繹体系 ��� および���5 を導入し、変数共有性の証明をおこなった。その比較

のために、������ 計算を用いた場合の変数共有性の証明を �章であたえた。この証明で

導入された "��' ������ の考えと補間定理に対する前原の証明方法を結びつけることに

より、定数を含まない場合の  ��� の補間定理を証明できることがわかった。この証明を


章で示した。

�



第 �章

自然演繹と�������計算の体系

��� 直観主義論理に対する自然演繹の体系��

自然演繹体系 �������� &�'�������は(������ が ������ 計算に先立って導入した体系

であり、数学などで行なう推論により近い形で論理を形式化したものである。

ここでは、その自然演繹の体系についてふれてみる。まず直観主義論理に対する体系��

を定義して、次に古典論理に対する体系��を導入する。ここでの推論の型の特徴をとら

えるために、��� ��� 	 	 	 � ��から
が導かれることを

�� �� 	 	 	 ��




という形で表わすことにする。自然演繹の体系では��を� � �の省略形として扱う。体

系��の推論規則は�����についての導入 �6����'�������と除去 �7�����������の規則か

らなっている。他に矛盾�についての規則がある。導入規則とは、推論規則の上式と下

式を比べたときに下式に論理結合子が入った式になっていて、除去規則は逆に上式にある

論理結合子が下式で除かれた形になっているものである。このように自然演繹では導入規

則と除去規則が �つ一体となって体系づけられているところが特徴である。
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『ならば ���』の推論規則
導入規則については、�ということを仮定して、�何ステップかの推論により� 
が出て

くるならば、� � 
が導かれる。つまり、

�����

 が証明可能ならば

/�0
����



� � 

�� ��

も証明可能である。ここで点は�から何ステップ（�でもよい）かで
が導かれるとい

うことを表している。一般には
を導くためには仮定�が必要なのであるが、この推論

により導かれた� � 
では、�を仮定する必要はない。そこで�を /�0と表してこれは

�というものを仮定から取り除いてもよいということを意味する。つまり、� � 
は �

という仮定なしに導かれる。このようにもはや論理式�を仮定から取り除くことを仮定

�がキャンセルされるということにする。この場合、同じ形の複数個の論理式をキャンセ

ルすることも、存在しない仮定をキャンセルすることも許される。

除去規則については、.��8���の体系でモーダス・ポーネンスとか三段論法と呼ばれてい

る推論である。
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�� ��

これは�や
がどのような内容を表していても、�と� � 
が推論されていれば機械的

に
を導くことができるというものである。右に書いてある �� ��はどの推論規則を用

いたかを表す。� は導入の（6����'������）、�は除去の �7�����������の略である。これ

らは、どの推論規則かをはっきりさせたい場合には書くことにし、必要がなければ省略し

てよい。

『かつ ���』の推論規則
�と
が正しいと仮定されれば� �
も正しい事柄となる。そこでそれを

� 

� � 


����

のように形式的に書く。また� �
が正しければ�は正しいし
も正しいので、それを

� � 

�

����� � �




�����

のように形式的に書く。

『または ���』の推論規則
�の導入規則は

�
� � 


���� 

� �


����

�というものが正しければ当然 � �
 も正しい。同様に
というものが正しければ当然

� � 
 も正しいのでこのように形式的表す。

�除去規則については� � 
から が導き出されることを証明するために場合分けの方

法を用いる。�の場合、これからが導き出され、
の場合もこれからが導き出され

るときには、� � 
からも が導き出されるわけである。これを図式的に書くことを考

えると、

�����
 と


����
 から

� �



�



が導き出されればよいのである。これをまとめて次のように表わす。

� � 
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����

場合わけのために用いられた�や
は仮定から取り除くことができるのでこのように書

く。

『矛盾 ���』、『でない ���』の推論規則
矛盾 �������'�������を導入し、それを� と書くことにする。これに関しては除去規則の

みで導入規則はない。

�
�
����

また�は �と密接に連動する。�の推論規則には次のようなものがある。

/�0
����
�
��

���� � ��
�

����

ここで�の導入規則と除去規則と見比べてみると、����と ����はこれらと非常によく

似ている。つまり ��を� � �の省略形だと思うことにすると、����と ����はそれぞ

れ �� ��と �� �� の特別な場合と見なせる。したがって以下では �� を� � �の省略形

として、����と ����は省いて考えることにする。

以上が��の推論規則であるが、�� ��� ����� ����� ����� ���は直前の論理式にのみ依存

する局所的なものであるのに対して、�� ��� ����は証明全体に関係した大域的な推論規

則だという特徴がある。

��� ��の証明図

��の証明図とはこれらの推論規則を繰り返し適用することにより得られる木の形をし

た図式である。証明図の一番下の論理式のことをこの証明図の結論 ������������という。






証明図の途中で使われた �� ��や ����により、この証明図の仮定 �すなわち、証明図の一

番上にある論理式� は取り除かれる。取り除かれた論理式には斜線やカッコ、番号のどれ

かをつけておくことにする。また、どの推論規則の適用で取り除かれたのかを明らかにす

るために、その推論規則の適用が行われた場所と取り除かれた論理式に同じ番号をつけて

区別するとわかりやすい。仮定が全て取り除かれているような��の証明図� の結論が�

であるとき、� は �に至る証明図であるという。�に至る証明図が存在するとき、�は

��で証明可能であるといい ��� �と表わす。

一般に、論理式�と論理式の有限集合 �に対し、��の証明図 � の取り除かれていない

仮定が全て �に属し、さらに � の結論が�のとき、� は仮定 �から�に至る証明図であ

るという。��には取り除かれていない仮定以外の論理式が入っていてもかまわない。�

�から�に至る証明図が存在するとき � ��� �と表わす。もちろん、��� �と9 ��� �は

同じことである。また混乱が生じないなら ���の添字の��を省略して単に �と書くこと

もある。

例 ����� ���の証明図の例�

��
/�0�

� � �
�

この� � �に到る証明図のように �� ��の前提である論理式� と結論である論理式�が

同じものであってもよい。
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� /� � �
0�
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このように、番号 �がついている �� ��において、二つの仮定��
が同時にキャンセル

されるような場合もある。
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番号 �のついた �� ��では、�個の仮定
が取り除かれているとみなす。このようなこと

も��の証明では許される。

��� 古典論理に対する自然演繹の体系��

古典論理に対する自然演繹の体系を得るためには、��にさらに次の推論規則 �:;;�を

付け加えればよい。

/��0
����
�
�
�����

この推論規則は「��を仮定して矛盾が生じるときには�が導かれる」こと、すなわち背

理法 ���'����� �' �8��'���を表わす。そのためその頭文字をとって �:;;�と表わされ

る。このようにして得られた体系を��という。
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��の証明図
��の証明図および��での証明可能性は��の場合と同様に定義される。

論理式�と論理式の有限集合 �に対し、��の証明図 � の取り除かれていない仮定が全

て�に属し、さらに� の結論が�のとき、� は仮定�から�に至る証明図であるという。

��には取り除かれていない仮定以外の論理式が入っていてもかまわない。�

仮定 �から�に至る��の証明図が存在するとき � ��� �と表わす。

例 ��	�� ���の証明図の例�
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いずれの場合も��では証明できないが、�:;;�を使うことによって証明が可能になって

いる。

��� 	
��
�計算の体系

(������は自然演繹の体系とともに ������計算の体系を導入した。������計算の体

系は自然演繹の体系と同様に論理の形式化を目的として作られた。では、������計算の

体系とはどういうものかを以下で説明していく。ここでは、������計算の体系のうち古

典論理に対する体系 ��と直観主義論理に対する体系 ��を導入する。

まず ������計算の基本的な表現はその名が表すように �������（式）とよばれるもので

ある。では、������とはどのような表現なのかを次に説明する。

��� 	 	 	 � ��から
�� 	 	 	 � 
�が導かれるとき

��� 	 	 	 � �� 	 
�� 	 	 	 � 
�

というような表し方をする。このような形の表現を ������というのである。なお、この

場合の�や �は �であってもよい。

��



自然演繹の体系 ���1���では推論の対象を論理式の集合としたが、������計算の体系

���1���では論理式の列を対象としているという違いがある。

上の ������の直感的な意味は、「��� ��� 	 	 	 � �� がすべて成り立てば、
�� 
�� 	 	 	 � 
�の

うちどれかが成り立つ」というものである。ただし、

� < �の場合は仮定なしで
� �
� � 	 	 	 � 
�が導かれること、

� < �の場合は�� � �� � 	 	 	 ��を仮定すると矛盾が導かれること、さらに

� < � < �の場合つまり 	 は無条件に矛盾が導かれることを表わす。

������計算で公理に相当するものは始式 �������� �������であり

�	 �

という形の式である。ここで�は任意の論理式とする。

������計算の体系の特徴は、このような公理 �始式�としてはできる限り簡単なものをと

り、その代わり式の持つ構造や論理結合子の持つ役割を明確に分離し、それらを一つ一つ

推論規則として表現するという点にある。式の持つ構造についての推論規則を、構造に関

する推論規則 ���������� ����� といい、個々の論理結合子の役割を示す推論規則を論理

結合子に関する推論規則 ����� $�� ��"���� ��������=��という。������計算の体系の推論

規則は一般に、

��

�
��� または

�� ��

�
���

の形をしている。ここで ��� ��および �は式である。これらの直観的な意味は、式 ��が

成り立つならば、式 � も成り立つこと、および式 ��と式 ��がともに成り立つならば式

�も成り立つことを表わしている。上の推論規則を � とするとき、���および ���は � の

上式、�は �の下式といわれる。以下では、有限個 ��個でもよい�の論理式をコンマで区

切って並べた列を表わすメタな記号として >�?などのギリシャ語の大文字を使うことに

する。�これらは論理式の列であり、したがって列��
は列
��や列����
とは区別さ

れる。�

次に直観主義論理に対する体系 ��の推論規則をあげる。

����� 古典論理に対する体系��

古典論理に対する ������計算の体系 ��を導入する。

��



��の体系
構造に関する推論規則

>�@	 ?
>� ��@	 ?

�� 	�
>	 A�B
>	 A� ��B

�	 ��

>� �� ��@	 ?
>� ��@	 ?

��	�
>	 A� �� ��B
>	 A� ��B

�	 ��

>� �� 
�@	 ?
>� 
� ��@	 ?

��	�
>	 A� �� 
�B
>	 A� 
� ��B

�	 ��

>	 ��B @� ��C	 ?
@�>�C	 ?�B

�����

論理結合子に関する推論規則

>� ��@	 ?
>� � �
�@	 ?

���	�
>� 
�@	 ?

>� � � 
�@	 ?
���	�

>	 A� ��B >	 A� 
�B
>	 A� � � 
�B

�	 ��

>	 ��B C� 
�@	 ?
C� � � 
�>�@	 ?�B

��	�
>� �	 
�B
>	 � � 
�B

�	��

>� ��@	 ? >� 
�@	 ?
>� � �
�@	 ?

�� 	�

>	 A� ��B
>	 A� � � 
�B

�	 ���
>	 A� 
�B

>	 A� � � 
�B
�	 ���

>	 ��B
���>	 B

�� 	�
>� �	 B
>	 ���B

�	 ��

��の証明図
始式から出発して、それに推論規則を次々に適用していく過程を全て記述したものを��

��



の証明図 �%���$ D"����という。推論規則の中には上式が二つあるものがあるから、一般

に証明図は高々二つに枝分かれする木の形をしていることになる。証明図の一番下にある

式を、その証明図の終式という。

定義 ����� �証明図とその終式� 証明図およびその証明図の終式を次のように帰納的に定

義する。

�� 始式はそれだけで証明図であり、その証明図の終式はその始式自身である。

�� ���および ���はそれぞれ �� �および ��� をその終式とする証明図とする。さらに、

��

� または
�� ��

�

が、��の推論規則の一つであれば、

��

� または
�� ��

�

は証明図であり、その終式は �である。

����� 直観主義論理に対する体系��

��の体系
構造に関する推論規則

>�@	 

>� ��@	 
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注� ��において推論規則 �	 ��� �	 �� は存在しない。
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論理結合子に関する推論規則
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例 ����� ��の証明図の例� 式 ���� 	 ��に到る証明図は以下のようになる。

�	 �
����	

�� 	�

�	 ���
�	 ��

������ 	
�� 	�

������ 	
��	�

���� 	 ��
�	 ��

この例での始式は � 	 �であり、終式は ���� 	 ��である。この証明図に現われる

������は全て ��の ������になっているという点に注意しててもらいたい。

式 �を終式とするような証明図が存在するときには、� は ��で証明可能である �%��=#

�8���という。またそのような証明図を �の証明図、または �に至る証明図という。

特に、式	 �が ��で証明可能であるとき、論理式�が ��で証明可能であるという。

��



����	 ��と��の関係

��における ������とは

��� ��� 	 	 	 � �� 	 


の形に限る。ただし、�は �でもよく、また右辺の
はなくてもよい。したがって ��の

式は��の式の定義の右辺に現れる論理式の数を高々一つに制限したものと考えることが

できる。上の式の直観的な意味は ��の場合とまったく同様であり、��から�� までを

仮定すると
が導かれるということを表わしている。

��の始式と��の始式は共に�	 �の形をとる。さらに��の推論規則は、��の推論規

則とまったく同じものをとるが、その推論規則に現れる式はすべて ��の式に限るという

ことができる。したがって、例えば ��での ���	�

>� ��@	 ?
>� � �
�@	 ?

において、?は空またはただ一つの論理式でなければならない。このような制限がある

ので��には �	 ��� �	 ��は存在しないことになる。したがって、��の証明図はあきらか

に ��の証明図でもあるので、��で証明可能な式はすべて ��でも証明可能であるとい

うことがわかる。しかし、一般にこの逆のことは成り立たない。

����� 
��除去定理

定理 ����� ��の ���除去定理�

式 >	 ?が ��で証明可能ならば、>	 ?に到る ��の証明図で ���を一度も用いない

ものが存在する。�?は空でもよい�

���除去定理はゲンツェンによりはじめて証明されたものである。ここで証明は行なわな

いが簡単に言うと、��での ���を含む証明図が与えられたときに、一つ一つの ���に対

し、その証明図の変形を繰り返すことにより、全ての ���を有限なステップで取り除くこ

とができるというものである。

また、��でも同様のことが知られている。

定理 ����� ��の ���除去定理�

式 >	 �が ��で証明可能ならば、>	 �に到る��の証明図で ���を一度も用いないも

のが存在する。��は空でもよい�

��



��� 自然演繹の体系と 	
��
�計算の体系の関係

自然演繹の体系の特徴


 操作の対象は論理式の集合である


 構造規則は持たない


 除去 �������������と導入 ������'�������の規則からなる

仮定 >� �� 
から結論が導かれることを次のような形で表わす。

仮定 >� �� 
は論理式の集合である。

> � 
����


�������計算の体系


 操作の対象は列である


 論理結合子に関する推論規則の他に、式の構造についての規則、すなわち構造規則

�*��4����"1 �����������1 �3����"��を持つ


 右入れと左入れの規則からなる

仮定 >� �� 
から結論が導かれることを次のような形で表わす。

仮定 >� �� 
は論理式列である。

>� �� 
 	 

体系��と体系 ��のそれぞれで証明可能な論理式は同じである。このことは次の定理

により保証される。

定理 �����

任意の論理式�に対し、�が��で証明可能であるときまたそのときに限り�は ��で証

明可能である。

また、これと同様に ��と��との間に以下のような関係があることが知られている。

�




定理 �����

任意の論理式�に対し、�が��で証明可能であるときまたそのときに限り�は ��で

証明可能である。

��



第 	章

自然演繹の体系とラムダ計算

��� 証明図の正規化

自然演繹の体系での証明図はその結論となる論理式が同じであっても様々な証明図があ

りうる。実際、推論を無駄に繰り返すことにより同じ結論を持つ無数の証明図を作り出す

ことができる。

例 	���� � � 
から�
 � ��に到る証明図
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この例において ���より上の部分と �8�より上の部分の二つの証明図はともに�と� � 


から
に到る証明図になっていることがわかる。したがって、�8�より上の部分を ���よ

り上の部分の証明で置き換えることによって、より簡単な次の証明図が得られる。
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上の証明図では番号の１のついたところで導入 �� ��が行なわれ、それに引き続いて除去

�� ��が行なわれている。これを一般的な形で表すとつぎのようになる。
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/�0
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�� ��

このような場合には証明図をつぎのように変形することによって、無駄のより少ない証明

図を作ることができる。
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��




わざわざ導入して除去するならばその部分は簡単にすることができるし、無駄な部分であ

るとも言える。

同じことは他の論理記号についても行なうことができる。ある論理記号の導入 ����に引

き続き除去 ����が行われる場合には、その部分の証明をより簡単な証明に置き換えるこ

とができる。これをその論理記号に関する簡約という。このようにしてできる無駄のない

証明図を正規な証明図という。しかし、簡約を繰り返し行うことによりいつか必ずこれ以

上簡約できない証明図が得られるということは必ずしも明らかではない。次に簡約の例を

あげる。

例 	����

��に関する簡約�
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同様に ����で
が導かれる場合には、簡約により得られる証明図としてつぎのものを

とる。 ����



�
��

このように �の簡約の場合は簡約後の証明図は簡約前の証明図と比べ簡約できる個所の

数は必ず一つ以上少なくなる。ところが、次の例のように必ずしもそうならない場合も

ある。

例 	���	

��に関する簡約�
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明らかに、��の簡約の場合には簡約後の証明図は簡約前の証明図と比べ簡約できる箇所

�ある論理記号の導入に引き続き、除去が行われている箇所�の数は一つ以上少なくなって

いる。それに対し ��のように >から�に至る証明図に簡約できる箇所がたくさんある場

合には、このような簡約後の証明図の方が簡約できる箇所の数が多くなりうる。したがっ

て簡約を次々に繰り返せば、いずれ正規な証明図が得られるかどうかは明らかではない。

特に�や を含む場合については簡約できない証明図が正規な証明図とは言えないことが

わかっている。ここでは�についてのみの正規な証明図というものを定義し、�に関す

るものだけで議論していくこととする。

��



��� 正規化定理 ������������ ��
��
��

定義 	���� �正規な証明図 ������� ���� !"�����

�の推論規則に制限した��または��の証明図 � に�に関する簡約が適用することが

できないとき、� は正規な ��������証明図であるという。

ここでは証明は行なわないが、)��*���により次のような結果が示されている。

定理 	���� �正規化定理 ��������#����� �$�������

与えられた証明図 ���または���に対し、それと同じ仮定と結論を持ちしかも正規であ

るような証明図を作る有限の手続きが存在する。

正規化定理は、うまく簡約を行えば正規な正規な証明図が得られることを主張している。

しかし、実際にはどのような順序で簡約を行っても正規な証明図が得られることが証明で

きることがわかっている。そこで次のようなことを言うことができる。

定理 	���� �強い正規化定理 ������" �������#����� �$�������

与えられた証明図 ���または���に対し、どのような順序で簡約を行っても有限ステッ

プで、同じ仮定と結論を持つ正規な証明図が得られる。

正規な証明図と ���のない証明図

自然演繹の体系における無駄のない証明図は正規な証明図である。他方、������計算

の体系における無駄のない証明図とは ���を一つも含まない証明図である。よってこれら

二つのタイプの証明図の間には密接な関係があることが予想される。��1 ��の ���定理

は自然演繹の証明図と ������計算の証明図との間の関係を明らかにしている。その証明

では ������計算の証明図 � から対応する自然演繹の証明図�を作る方法が具体的に与

えられている。それを詳しく検討してみると、もし � が ���を含まないならば�は正規

であることがわかる。また � が ���を含む場合には、もし ���が次の形

>	 � ��?	 
>�?	 

��



とすると自然演繹体系は帰納法の仮定から E>�� >� から�に至る証明図��と ���� E? か

らに至る証明図��が存在する。そこで

E>
������

�

� E?
����

�
��



とすれば E> �?からに至る証明図ができる。しかし��の最後の推論規則がある論理記

号の導入で、��の仮定�に対して適用される推論規則が同じ論理記号の除去になってい

る場合にはこの証明図は正規にならない。しかし、上に述べた対応では� が ���を含む場

合でも�が正規になることもあるので、���のない証明図と正規な証明図との間に完全な

対応が成り立つわけではない。

��� ラムダ計算

ラムダ計算は関数の計算を一般的、抽象的にとりあつかう理論であり、帰納的関数の理

論と深く結びついている。本研究で取り扱う直観主義論理の自然演繹体系 ��とも深い関

係がある。まず、ラムダ項とは次のように帰納的に定義される。

定義 	�	�� ラムダ項 ��� �����

�� 変数はラムダ項である

�� � が変数で� がラムダ項ならば、��31F� はラムダ項である

	� � および � がラムダ項ならば�� はラムダ項である

ラムダ項において括弧を省略することがあるがそこで注意しなければならない点がある。

例えば、����� � � ���というのがあった場合、これは括弧を左側から補って考える。つ

まり、実際は ��� � � ��������� � � �����の意味である。また、������ � � ����	� という場

合には、括弧を右側から補い ����	����	�� � � ����	�� � � ����というような解釈をする。そ

れから与えられたラムダ項� の部分項とは、� を構成する途中で現われるラムダ項のこ

ととする。

��



	�	�� ラムダ項に対する代入

ラムダ項に対して自由変数と束縛変数が定義される。いまラムダ項 � の中で変数 �が

���	��の形の� の部分項の中に出現するとき、この �の出現は� において束縛されてい

る �8���'�という。そうではない変数 �の出現は� において自由である �$����という。ラ

ムダ項 � において変数 �のある出現が束縛されているとき、�は � の束縛変数であると

いい、また変数 �のある出現が自由であるとき、�は� の自由変数であるという。ラムダ

項の束縛変数は見かけ上の変数であるから、これを他の変数でおきかえてもそれが表して

いる内容は変わらない。このような束縛変数の置き換えを繰り返し行なうことをアルファ

変換 ��� �����������という。ラムダ項� から束縛変数のおきかえを何回か（�回でもよ

い）繰り返すことによりラムダ項�がえられるとき、� <� �と表し、�は � からアル

ファ変換によりえられるという。次にラムダ項に対する代入を定義する。

定義 	�	�� ラムダ項に対する代入

与えられたラムダ項��� と変数 �に対し、ラムダ項� /� �0を次のように定義する。

�� �/� �0 < �

�� !/� �0 < ! � !は �と異なる変数�

	� ����/� �0 < �� /� �0���/� �0�

�� ���	� �/� �0 < ��	�

�� ��!	� �/� �0 < �!	�� /� �0� �!は �と異なる変数で、しかも !が� の中に自由な

出現を持たないか、�が� の中に自由な出現を持たないときGHすなわち変数の衝突

がおこらないとき�


� ��!	� �/� �0 < �"	��� /" !0�/� �0� �!は �と異なる変数で、��以外のときGHすな

わち変数の衝突がおこるとき、ただし "は � にも� にも現われないような変数と

する。�

例 	�	��

��!	!��/!� �0 < �"	���!��/" !0�/!� �0�

< �"	��"��/!� �0�

< �"	�"�!���

�	



次にベータ簡約とベータ変換を定義する。

定義 	�	�	 ベータ簡約 �� � ������������とベータ変換 �� � ��#�������

ラムダ項 � に対するベータ簡約とは、� から � の中の ���	��� の形部分項を� /� �0

でおきかえたラムダ項� �をつくることを意味する。このとき、� <��� � � と表わす。ラ

ムダ項� からベータ簡約とアルファ変換を何回か（�回でもよい）繰り返すことによって

ラムダ項�がえられるとき、� <� �と表し、�は � からベータ変換により得られると

いう。

例 	�	��

�� ��!	!�������"	"����� <��� ����"	"�������

�< ����	��"	"����������

<��� ��"	"������

<��� �����

�� ���	������	��� <��� ���	������	���

	�	�� 正規なラムダ項

例 	�	��の１）より ��!	!�������"	"����� <��� �����となるが、�����に対してはこ

れ以上ベータ簡約を行なえない。このようにベータ簡約を行なうことのできないラムダ項

を正規な ��������ラムダ項という。また、� <��� �で� が正規であるとき、�を�

の（一つの）正規形 �������  ����という。また、例 	�	��の２）のように正規形を持

たないラムダ項というのも存在する。

次に証明は行なわないがチャーチ・ローサーの定理というのを紹介する。

定理 	�	�� チャーチ・ローサー ���	
��
� ���������の定理

� <�� $��� <�� $��$�� $�は正規形でなくともよい�があるとすると、必ずあるラム

ダ項� が存在して

$� <�� � および$� <�� � がなりたつ。

	�	�	 型付きラムダ計算

次に型と型付きラムダ項を定義する。

��



定義 	�	�� 型 ������

型は次のように帰納的に定義される。

�� 変数は �� �� �� � � �は型である。

�� �と
が型のとき、�	 
は型である。

混乱を生じない限り括弧を省略してもよいことにする。例えば、��� 	 ��� � � � ��� 	


� � � ���を�� 	 �� 	 � � ��� 	 
と略す。次に型付きラムダ項とその項の持つ型を定義

する。

定義 	�	�� 型付きラムダ項 ������ �������

型付きラムダ項とその型は次のように帰納的に定義される。

�� 型�を持つ変数はすべて型付きラムダ項であり、その型は�である。

�� �が型を持つ変数で�が型
を持つ型付きラムダ項ならば、���	��は型�	 
を

持つ型付きラムダ項である。

	� � および� がそれぞれ型 � 	 
と型 �を持つ型付きラムダ項ならば、����は

型
を持つ型付きラムダ項である。

例 	�	�	

�と !をそれぞれ型 � 	 
と型�を持つ型変数とする。このとき ��!�は型
を持つの

で、��	��!�は型 �� 	 
� 	 
を持つ。さらに�!��	��!�は型� 	 �� 	 
� 	 
を持

つ。ところが、� を型 を持つ型付きラムダ項とした時に、����という表現は型付き

ラムダ項の定義の型に関する条件を満たしていないので、型付きラムダ項ではない。

上で述べた型付きラムダ項とその型との関係を明らかにするために、型付きラムダ項を図

で表現することを考える。その図のことをラムダ項の図表示とよぶことにする。

�� ��

��の証明図 型付きラムダ項の図表示

/�0
����



� � 


/� I �0
����

� I 

��	� I �	 


��



�� ��

��の証明図 型付きラムダ項の図表示

� � 
 �



� I �	 
 � I �
��� I 
�

ここで、ラムダ項の図表示内の	を �でおきかえて、型付きラムダ項を全部消すと同じ

形になるのである。任意の型付きラムダ項と��の証明図との間には以下のような定理が

成り立つ。

定理 	�	��

任意の型付きラムダ項は一つの ��のみを論理記号として持つ���の証明図を定める。特

に、与えられた型付きラムダ項の型が�であるときにはそれに対応する��の証明図の結

論は論理式�である。一般に、� が自由変数 ��� 	 	 	 � ��を含む型付きラムダ項でその型

が�であり、さらに ��� 	 	 	 � ��はそれぞれ型
�� 	 	 	 � 
�と持つとするならば、� に対応

する��の証明図は仮定
�� 	 	 	 � 
�から�に至る証明図である。

型付きラムダ項� に対して定理 	�	�� により定められる��の証明図を J���と表わ

しておく。

定理 	�	�	

論理式�に至る��の証明図 � が型付きラムダ項� により表現されていると仮定する。

これをK�� � <� とする。このときJ��� < � が成り立つ。したがって、型付きラムダ

項に対し��の証明図を与える対応 Jと、��の証明図に対し型付きラムダ項を与える対

応Kとは逆対応の関係にある。正確には J�K�� �� < � およびK�J���� < � が成り立

つ。

定理 	�	��と定理 	�	�	により得られた型付きラムダ項と ��の証明図の間の対応関係

はカリー・ハワードの同型対応 �%���&'(�)��* �������$���� とよばれる。

�




��� 正規な証明図と正規なラムダ項

今�および�が型�を持ち�が型
を持つとする。このとき、型付きラムダ項 ���	���

の図表示は次のように与えられる。

/� I �0
����

� I 

��	� I �	 


����
� I �

���	��� I 


これに対し、���	��� からベータ簡約で得られる型付きラムダ項� /� �0の図表示は

����
� I �����

� /� �0 I 


のようになる。

ここで上の二つの図表示に対応する��の証明図について考えてみると、これは証明図に

おける�の簡約にほかならない。逆に、��の証明図に対する�の簡約は、それを型付き

ラムダ項で表現するとちょうどベータ簡約になっている。

したがって、カリー・ハワードの対応においてさらに、正規な型付きラムダ項に対し正規

な証明図を与える対応J� と、正規な証明図に対し正規な型付きラムダ項を与える対応K�

とは逆対応の関係にある。

よって定理 	����と定理 	����より型付きラムダ項に関する次の定理が得られる。

定理 	���� �型付きラムダ計算における正規化定理 ��������#����� �$������� 与えら

れた型付きラムダ項からベータ変換により正規な型付きラムダ項を得る有限の手続きが

存在する。

定理 	���� �型付きラムダ計算における強い形の正規化定理 �+����" �������#����� �$�������

与えられた型付きラムダ項に対し、どのようにベータ変換を行っても有限ステップで必ず

正規な型付きラムダ項が得られる。

��



第 
章

部分構造論理���の変数共有性

��� 部分構造論理��
�の体系

部分構造論理とは、ある体系から構造に関する規則の一部または全部を取り除いたもの

である。部分構造論理 ���の体系というのは��� ���*�の体系から*（*��4����"）の

構造規則を取り除いた体系である。ただし、*��4����"か �����������を許さない体系で

の式の左辺のコンマを論理結合子として扱う場合がある。その場合には論理結合子として

融合積 �$�����の �などを用いる。�についての推論規則は

>� �� 
�@	 
>� � �
�@	 

�� 	� >	 � @	 

>�@	 � �


�	 ��

とする。*��4����" があれば � � 
 	 � � 
 が証明可能になり、�����������があれば

��
 	 � �
 が証明可能になる。したがって ��では� �
と��
とは論理的同値に

なり、�は普通の �に一致することになる。

また、部分構造論理 ���において ��� 除去定理が成り立つということが知られている

ので、 ��� の証明図において ��� のない証明図というものを考えることができる。

論理体系 が変数共有性（=����8�� �����" %��%���-）を持つとは、任意の仮定の集合

>�ただし、> �< 9�および論理式�に対し、> � �がで証明可能なとき、必ず >と�に

共通に現われる変数が存在することをいう。これは % �>� � % ����� �< 9と表される。た

だし、% �?�は?に含まれる論理式に現われる命題変数全体の集合である。

例えば古典論理や直観主義論理は変数共有性を持たない。実際

& � �&	 '

��



は古典論理のシーケント計算��において証明可能であるが、明らかに両辺に共通な変数

は存在しない。実際このシーケント計算に対する証明は次のように与えられる。

&	 &
&��&	

& � �&� & � �&	
& � �&	 �������������

& � �&	 ' ����(����)�

この証明からわかるように、最後に適用された ���(����)規則が変数共有性のなりた

たない原因になっていると考えられる。

��� ��
�の変数共有性

以下では ���に対する ������計算と、その ���除去定理を用いて ���の変数共有性

を示そう。この結果はまず成瀬により �!!
年に得られた。（文献 /�0参照。）この結果と証

明方法は �章、
章の内容に深く関わっているのでその証明の詳細を以下に与えておく。

定理 ����� 定理（ ���の変数共有性）

>	 � が  ���で証明可能であり、さらに >	 �が命題定数を含まないならば、% �>� �

% ��� は空でない。�ただし、> �< 9�

系 �����

���(����)を持たない部分構造論理  �1 ��1 ���では変数共有性が成り立つ。

このことを示すには、 ���が変数共有性を持つことのみを示せばよい。なぜなら、例え

ば  ���の変数共有性は、つぎのようにして導くことができる。> �< 9に対し、 ��で

> � �が証明可能であれば、 ���でも> � �は証明可能になる。ここで ���の変数共有

性を用いれば % �>�� % ��� �< 9が得られる。したがって、 ��の変数共有性が導かれる。

 ���の変数共有性の証明を以下に与える。>	 �が ���で証明可能であるとする。 ���

�!



のカット除去定理より >	 �はカットのない証明図 , をもつ。すると、明らかに,は

命題定数の始式も規則も含んでいない。ここで���� な ������という概念を次のように

定義する。

定義 ����� �"��* �������� , の中の ������� C 	 Aが���� とは、C 	 Aの中には

二つ以上の論理式が現われることとする。

（つまり、 CとAがともに空でない、もしくは Aが空ならCは少なくとも二つ以上の論

理式が現われることとする。）

仮定より >	 � は ����であり、また始式は全て���� であることを注意しておく。

さらに、,の中の ������ のなす枝が����とは、この枝に属すすべての ������ が����

であることをいう

この時以下のことを示すことができる。

補助定理 �� ,の中のどの���� ������ も始式に到る���� な枝が存在する

これは  ���の各推論規則のそれぞれに対し、下式が���� なときに、上式が���� にな

ることを示せばよい。��左�と（ �右）の規則については、上式の一方の ������ が����

にならない場合もあるが、少なくとも一方は必ず���� な ������ になる。*��4����" 規

則がある場合はこのことは一般的に成り立たなくなる。

ここで分割 �����������を以下のように定義する。

定義 ����� �分割 ������������

������ C	 Aの分割とは、

・Aが一つの論理式からなるとき

�C�L C� � A� （ただし、C� �< 9）

・A < 9がのとき

�C�L C�� （ただし、C� �< 9�C� �< 9�）

これらをまとめて、

�C�L C� � A� （ただし、C� �< 9かつC� � A �< 9）

	�



とする。

また、 C	 Aの分割 �C�L C��A� が変数を共有するということを以下のように定義する。

定義 ����	

C	 Aの分割 �C�L C� � A� が変数を共有するとは、

% �C�� � % �C� � A� �< 9

であることとする。

��� 変数共有性の証明

次に以下の補助定理の証明を与える。

補助定理 �� ,の中のどんな����な ������ C	 Aにおいて C	 A の全ての分割は変

数を共有する。

,の中の一つの���� ������ C 	 Aの出現の深さが�であるとは、その C 	 Aに到

る����な枝の長さのなかで最大なものが�であることとする。補助定理 �は与えられた

���� ������ の深さ�に関する帰納法による。したがって、深さが�未満の全ての����

������ およびその全ての分割に対し、変数共有性が成り立つと仮定する。

�� �が１の時、すなわち始式のときは変数共有性はあきらかである。

以下では� * �とする。

�� C	 A が
����>	 

��>	 


��	�

の下式の形をしている場合。

まず、��>	 
 が���� だとすると、����>	 
は�がついただけなので、明らかに

���� である。

C	 Aの分割として

まず

��� �>�� L >� � ���
��

	�



をとる。ただし、> は >�と>�の多重集合の和であるとする。

この時 >�は空でないので、上式の

�>�L >� � �����
��

という分割を考える。すると帰納法の仮定より

% �>�� � % �>� � �����
�� �< 9

であるが、 これは当然

% �>�� � % �>� � ���
�� �< 9

とも言える。

次にC	 Aの分割として

��� ���� � >�� L >� � �
��

をとる。この時上式の分割として

������ � >�� L >� � �
��

をとる。

すると、帰納法の仮定より

% ������ � >�� � % �>� � �
�� �< 9

が言え、よって当然

% ���� � >�� � % �>� � �
�� �< 9

も言える。よって、この場合の変数共有性が言えた。

	� C	 A が
>� �� 
�@	 
>� 
� ��@	 

��	�

の下式の形をしている場合。

この場合は�と
が入れ替わるだけなので、下式が����なら明らかに上式も����であ

る。

また、変数共有性についても明らかなのでここでは省略する。

	�



�� C	 A が
>� ��	 

>� � � 
�	 
���	�

の下式の形をしている場合。この時上式が����になるのは明らかである。

��� C	 A の分割として

��� �>�L >� � �� �
���

をとる。ただし、>は >�と>�の多重集合の和であり、また >� �< 9であるとする。

このとき上式の分割として、

�>�L >� � �����

を考える。すると帰納法の仮定より

% �>�� � % �>� � ����� �< 9

がいえる。すると、

% �>�� � % �>� � ����� � % �>�� � % �>� � �� �
���

であるから

% �>�� � % �>� � �� � 
��� �< 9

が言える。

�8� C	 A の分割として

��� ��� � 
� � >�L >� � ���

を考えるとき

このとき上式の分割として

���� � >�L >� � ���

をとる。すると帰納法の仮定より

% ���� � >�� � % �>� � ��� �< 9

が言える。すると

% ���� � >�� � % �>� � ��� � % ��� � 
� � >�� � % �>� � ��

		



より

% ��� �
� � >�� � % �>� � �� �< 9

が言える。よって、この場合の変数共有性が言えた。

�� C	 A が
>� 
�@	 

>� � � 
�@	 
���	�

の下式の形をしている場合。

これは、���	�と同様に考えることができる。上式の
を�に置き換えるだけなので省

略する。


� C	 A が
>	 � >	 

>	 � � 


�	 ��

の下式の形をしている場合。

>は空でないので、>	 �および>	 
はともに����になる。

C	 Aの分割は

�>�L >� � �� � 
��

の形に限られる。ただし、> は >�と>�の多重集合の和であるとする。

このとき >�は空ではない。この時の左上式 >	 �の分割として

�>�L >� � ����

をとる。すると、この分割は帰納法の仮定から

% �>�� � % �>� � ���� �< 9

が言える。すると、

% �>�� � % �>� � ���� � % �>�� � % �>� � �� �
��

であることより

% �>�� � % �>� � �� �
�� �< 9

が言える。>	 
の分割については、>	 �のときと同様な分割を考えることができる

のでこの場合の変数共有性が言える。

	�



次にC	 Aの分割として

�� C	 Aが
>	 � 
�@	 
� � 
�>�@	 

��	�

の下式の形をしている場合。

このとき下式について次のような分割を考える。ただし、> および @はそれぞれ>�と>�、

@�と@�の多重集合の和であるとする。

��� 下式の分割として

��� ��� � 
� � >� � @�L >� � @��

を考える

>が空の場合には、左上式の>	 �は����にならないが、右上式
�@	 はいつも

����になるので

右上式の分割として

��
� � @�L @��

をとると、これは帰納法の仮定より

% ��
� � @�� � % �@�� �< 9

が言える。すると

% ��
� � @�� � % �@�� � % ��� � 
� � @�� � % �@��

であるから

% ��� � 
� � @�� � % �@�� �< 9

が言える。

�8� 下式の分割として

��� �>� � @�L �� � 
� � >� � @��

をとるとき

１）@�が空でないならば、右上式の分割

�>� � @�L �
� � >� � @��

	�



は帰納法の仮定より

% �>� � @�� � % ��
� � >� � @�� �< 9

が言える。すると

% �>� � @�� � % ��
� � >� � @�� � % �>� � @�� � % ��� � 
� � >� � @��

であるから、

% �>� � @�� � % ��� � 
� � >� � @�� �< 9

が言える。

��@�が空なら >�が空でないので、左上式が����でなければならない。

このときの左上式の分割を

�>�L ��� � >� � @�

とすると、帰納法の仮定より

% �>�� � % ���� � >� � @� �< 9

がいえる。@� < 9より@� < @だから

% �>�� � % ���� � >� � @� � % �>�� � % ��� � 
� � >� � @��

であるから

% �>�� � % ��� � 
� � >� � @�� �< 9

が言える。よって、この場合の変数共有性が言える。したがって、以上のことより ��	�

の場合の変数共有性が言えた。

�� C	 Aが
>� �	 

>	 � � 


�	��

の下式の形をしている場合。

このとき上式が����になるのは明らかである。C	 Aの分割を

�>�L �� � 
� � >��

とする。ただし、> は >�と>�の多重集合の和であるとする。また、>� �< 9である。

このとき上式の分割として

�>�L ���
� � >��

	




をとると、帰納法の仮定より

% �>�� � % ����
� � >�� �< 9

がいえる。すると、

% �>�� � % ����
� � >�� < % �>�� � % ��� � 
� � >��

であるから

% �>�� � % ��� � 
� � >�� �< 9

が言える。よって、この場合の変数共有性が言えた。

!� C	 Aが
��>	  
�>	 

� � 
�>	 
�� 	�

の下式の形をしている場合。

このとき下式が ����なら、両上式が ���� になるのは明らかである。

このとき下式の分割を考える。ただし、> は >�と>�の多重集合の和であるとする。

!�� 下式の分割を

��� �>�L �� �
� � >� � ���

としたとき。ただし、>� �< 9とする。

このときまず左上式の分割を

�>�L ��� � >� � ���

とすると、帰納法の仮定より

% �>�� � % ���� � >� � ��� �< 9

が言える。すると、

% �>�� � % ���� � >� � ��� � % �>�� � % ��� �
� � >� � ���

なので、

% �>�� � % ��� � 
� � >� � ��� �< 9

	�



も言える。よって変数共有性が言える。

!8� 下式の分割を

��� ��� � 
� � >�L >� � ���

としたとき。

このときは左上式の分割を

���� � >�L >� � ���

とすると、帰納法の仮定より

% ���� � >�� � % �>� � ��� �< 9

が言える。すると、

% ���� � >�� � % �>� � ��� � % ��� � 
� � >�� � % �>� � ���

なので、

% ��� �
� � >�� � % �>� � ��� �< 9

も言える。よって変数共有性が言える。したがって、以上のことより �� 	�の場合の変

数共有性が示された。

��� C	 Aが
>	 �

>	 � �

�	 ���

の下式の形をしている場合。

このとき下式が ����なら、上式が ���� になるのは明らかである。

このとき下式の分割を

�>�L �� � 
� � >��

とする。ただし、> は >�と>�の多重集合の和であるとし、>� �< 9とする。

このとき上式の分割を

�>�L ��� � >��

とすると、帰納法の仮定より

% �>�� � % ���� � >�� �< 9

が言える。すると、

% �>�� � % ���� � >�� � % �>�� � % ��� �
� � >��

	�



なので、

% �>�� � % ��� �
� � >�� �< 9

も言える。よって �	 ���の場合の変数共有性が言えた。

��� C	 Aが
>	 


>	 � �

�	 ���

の下式の形をしている場合。

これは ���の場合の�を
に変えると全く同じことが言えるので省略する。

��� C	 Aが
>	 �
���>	

�� 	�

の下式の形をしている場合。

このとき下式が ����なら、上式が ���� になるのは明らかである。

下式の分割を以下のようにする。ただし、>は>�と>�の多重集合の和であるとし、>� �< 9

とする。このとき下式の分割を

��� �>�L ���� � >��

とする。このとき上式の分割を

�>�L ��� � >��

とすると、帰納法の仮定より

% �>�� � % ���� � >�� �< 9

が言える。すると、

% �>�� � % ���� � >�� � % �>�� � % ����� � >��

なので、

% �>�� � % ����� � >�� �< 9

も言える。

次に下式の分割を以下のようにする。ただし、> は >�と>�の多重集合の和であるとし、

>� �< 9とする。

��� �>� � ����L >��

	!



このときの上式の分割を

�>�L >� � ����

とすると、帰納法の仮定より

% �>�� � % �>� � ���� �< 9

が言える。すると、

% �>�� � % �>� � ���� � % �>�� � % �>� � �����

なので、

% �>�� � % �>� � ����� �< 9

も言える。よって �� 	�の場合の変数共有性が言えた。

�	� C	 Aが
>� �	
>	 ��

�	 ��

の下式の形をしている場合。

このとき下式が ����なら、上式が ���� になるのは明らかである。

下式の分割を以下のようにする。ただし、>は>�と>�の多重集合の和であるとし、>� �< 9

とする。

このとき下式の分割を

�>�L ���� � >��

のとする。このとき上式の分割を

�>�L ��� � >��

とすると、帰納法の仮定より

% �>�� � % ���� � >�� �< 9

が言える。すると、

% �>�� � % ���� � >�� < % �>�� � % ����� � >��

なので、

% �>�� � % ����� � >�� �< 9

��



も言える。

よって �	 ��の場合の変数共有性が言えた。

��� C	 Aが
>� �� 
 	 
>� � �
 	 

�� 	�

の下式の形をしている場合。

このとき下式が ����なら、上式が ���� になるのは明らかである。

下式の分割を以下のようにする。ただし、>は>�と>�の多重集合の和であるとし、>� �< 9

とする。

���� 下式の分割を

��� �>�L �� �
�� � >��

としたとき。

このとき上式の分割を

�>�L ���
�� � >��

とすると、帰納法の仮定より

% �>�� � % ����
�� � >�� �< 9

である。すると、

% �>�� � % ����
�� � >�� < % �>�� � % ��� �
�� � >��

であるから、

% �>�� � % ��� �
�� � >�� �< 9

が言えるのでこの場合の変数共有性が言える。

��8� 下式の分割を

��� ��� �
� � >�L �� � >��

としたとき。

このとき上式の分割を

����
� � >�L �� � >��

とすると、帰納法の仮定より

% ����
� � >�� � % ��� � >�� �< 9

��



が言える。すると

% ����
� � >�� � % ��� � >�� < % ��� �
� � >�� � % ��� � >��

であるから、

% ��� �
� � >�� � % ��� � >�� �< 9

が言える。以上のことより �� 	�の場合の変数共有性が示された。

��� C	 A が

>�@	 � �


の形をしている場合つまり、 �	 ��の場合。

>	 � @	 

>�@	 � �


�	 ��

>�@	 � �
の分割として、

�>��@�L >��@�� � �
�

をとる。ただし、> および @はそれぞれ >�と>�、@�と@�の多重集合の和であるとする。

このとき以下のように場合わけをして考える。

���� @�が空、したがって >�が空でないとき。

このとき左上式は����である。このとき > 	 � の分割として �>�L >�� ����をとる。す

ると帰納法の仮定より

% �>�� � % �>�� ���� �< 9

が言える。すると、

% �>�� � % �>� � ���� � % �>� � @�� � % �>� � @� � �� �
��

であるから、

% �>� � @�� � % �>� � @� � �� �
�� �< 9

が言える。よって、この場合は変数を共有することが言える。

��8� @�が空でないとき

この場合は右上式@	 
は����である。このとき@	 
の分割として �@�L @�� �
��を

とる。すると、帰納法の仮定より

% �@�� � % �@� � �
�� �< 9

��



が言える。すると、

% �@�� � % �@� � �
�� � % �>� � @�� � % �>� � @� � �� �
��

であるから

% �>� � @�� � % �>� � @� � �� �
�� �< 9

が言える。よって、この場合の変数共有性が言える。両上式が ����の場合はどちらかと

同様に考えれば変数共有性が言える。

以上のように全ての推論規則の場合でも変数共有性が言えた。したがって、補助定理２が

言えたので  ���の変数共有性が導かれた。

�	



第 �章

自然演繹を用いた変数共有性の証明

シーケント計算 ���を用いた場合には変数共有性を示すことができたが、これと同じ

ように自然演繹を用いてこれを示すことを試みた。 *��4����" ルールを許さない ���に

対応する自然演繹体系である ���の体系を考えた。ところが、��� の ������ な証明図

を用いて証明図の長さに関する帰納法で証明を行なおうとすると困難が生ずる。そこで、

���の証明図に制限を加えた体系である���� を導入した。さらに帰納法をうまく適用す

るめにはシーケント計算の証明の場合と同様に分割 �%���������の概念を用いる必要があ

る。しかし、以下の証明は����の証明図の形に大きく依存するため、証明が成功したの

は現在のところ��ならば�のみを含む論理式の場合に限られている。

��� 自然演繹体系�
�とそれに対するラムダ項

ここでは、部分構造論理に対応するようなラムダ項を考えて定義し、ラムダ項の正規形

（������ $���）も強い形で定義する。そして、それに対応する自然演繹の体系を導入し議

論していく。

���� 自然演繹体系��


*��4����" を持たない部分構造論理の自然演繹演繹体系���を導入する。基本的に推論

規則は��と同じである。ただし、��ならば�の導入についてのみ制限がある。

��



��� の推論規則 ��の導入�
/�0
����



� � 

�� ��

ただし、少なくとも一つ以上の仮定�をキャンセルする。

また、���と  ��� においては�（ならば）の部分において、同等になることが言える。

このことは定理 �����と同様に証明できる。

��とラムダ項の間にはカリー・ハワードの同型対応が成り立たったが、次のように�������

を定義することにより、���の証明図と ��� ����の間にも対応が成立する。

���� ��� ����の定義

自然演繹 ���の証明に対応するラムダ項（��� ����）を次のように定 義する。

定義 ����� ���� �����

�� 変数は ��� ����である。

�� �、� が ��� ����ならば、����は ��� ���� である。

	� �が変数� が �の自由出現を持つ ��� ����ならば、��	� は ��� ���� である。

例えば、��	�は ��� ����だが、��	!は ��� ����ではない。

���でも定理 	����、定理 	����のような正規化定理が成り立つ。ところが、��� の正規な

証明図 を用いたのでは変数共有性を証明することができない。そこでラムダ項について

知られているそこでラムダ項について知られている ����" � #������ $��� の考え方を用

いる。

��



���	 ������ � ������� ���� の定義

����" � #������ $���を次のように定義する。 尚、����" � #������ $���を略して

�� #��$�と表記することにする。

定義 ����� ������" � '������  ����

�� 変数は �� #��$�である。

�� ��� � � � ���が �� #��$�で !が変数ならば、!��� � � ���は �� #��$�である。

	� � が �� #��$�で、�が変数ならば、��	� は �� #��$� である。

また、次の結果が知られている。（例えば文献 /�0を参照）

定理 ����� 任意の ��� �����は � �����である。逆に任意の � �����は ��� �����として表さ

れる。

���� ������ ��� ����の定義

定義 �����と定義 �����をあわせると次の ����" ��� ����の定義が得られる。

定義 ����	 ������" ��� ���� �

�� 変数は ����" ��� ���� である。

�� ��� � � � ���が ����" ��� ���� で !が変数ならば、!��� � � ���は ����" ��� ����

である。

	� �が変数で�が�の自由出現を少なくとも一つ持つ ����" ��� ����であるならば、

��	� は ����" ��� ����である。

例 �����

�� ��	!��"�は ����" ��� ����である。

�� ��	!��"�は �� #��$�であるが、����" ��� ���� ではない。

����" �� � ����にちょうど対応するような証明を持つ 自然演繹 の体系���� を次に導

入する。

�




��� 自然演繹体系�
��

���のみを論理結合子として持つ自然演繹の体系����は次の二つの規則からなる。

��の導入�

��の除去�
/�0
����



� � 

�� ��

�� � �� � � � � � �� � 

����
��� � � � � �

����
��


�� ���

ただし、�� ��において少なくとも一つの�をキャンセルしなければならない。

例� ��� および ����のそれぞれにおける �& � & � '� � �& � '�の証明は次のように

なる。

����� ������

/& � & � '0� /&0�

& � ' /&0�

'
& � ' �

�& � & � '� � �& � '�
�

/& � & � '0� /&0� /&0�

'
& � ' �

�& � & � '� � �& � '�
�

また、ここでは証明は行なわないが、次のような定理が得られる。

定理 �����

任意の論理式�に対し、����で証明可能であるときまたそのときに限り�は���で証明

可能である。

��



定理 �����

���で > � �が証明可能ならば、> � �に対する次の形の����の証明図が存在する。

� � � � � � � � � � 


B�/?�0�������� ,�

����
� � � �

B�/?�0�������� ,�

����
�



�� ���

+� � 

�� �� � � � ���

+��� � +� � 
����
+� � � � � � +��� � +� � 


�� ��

+� � +� � � � � � +��� � +� � 

�� ��

ただし、各 �に対しB�/?�0は仮定B��?� から� への正規な証明図,�で、B��?�は�に

到る証明でキャンセルされない仮定全体、さらに仮定B��?�のうち?�は ���以下の �� ��

によりキャンセルされるもの全体とする。また、��� � �である。

したがって、> < B� � � � � �B����� � � � � � � � 
��� � < +� � � � �+� � 
 となる。

ここで、� � � � � � � � 
は ��� 以下の �� ��によりキャンセルされている場合もあり

うるため括弧をつけてある。

��� �
��を用いた変数共有性の証明

ここで分割 �%��������を定義する。

定義 ��	�� 分割 ����������

仮定の有限集合Cの分割とは �C�L C��の形の表現である。ただし、C�はCの多重集合と

しての空でない部分集合であり、C�はCからC�を除いて得られる多重集合とする。以下で

>�?を論理式の多重集合（�������� �����）としたとき、>�? および >�?は> と?の

多重集合としての和および共通部分を表す。

定理 ��	�� ����� の変数共有性（-����.�� �$����" �������&）�

���� で、> � �が証明可能であるとする。> の 任意の分割 �>��>�� に対し、% �>�� �

% �>� � ���� �< 9 が成り立つ。したがって、とくに % �>�� % ����� < 9が成り立つ。�た

��



だし、% �?�は?に含まれる論理式に現われる命題変数全体の集合を表す�

/証明0

定理 ��	��を証明の長さに関する帰納法を用いて示す。定理 �����の図を使って考える。

まず、� < � の場合について考える。このとき証明図は
のみからなる。つまりこの証

明図は
 � 
の証明となっている。>すなわち �
� の分割は ��
��9�のみである。した

がって、この場合 % ��
�� � % ��
�� �< 9は明らかである。

そこで以下では � * �と考えてよい。いま >の分割として �>��>�� をとる。（>� �< 9）

> < B� � � � � � B����� � � � � � � � 
�� であるが、>�の選び方に応じて以下のよう

な場合分けをして考える。

6� ��� ; I >� � B� � � � � � B�のとき

このとき明らかに >� � B� �< 9となる �が存在する。この �に対し、B�と?�から�を導

く証明について考える。

いまB� �?�の分割として �>� �B��@��をとる。ただし、@�はB� �?�から>� �B�を除い

て得られる多重集合とする。

B��?�から �に到る証明図,�は >から�に到る証明図/より明らかに短い。したがっ

て、B��?�から�に到る証明図,�に対し帰納法の仮定を用いることができる。

帰納法の仮定より

' � % �>� � B�� � % �@� � ���� �< 9

となるような ' が存在する。このとき

' � % �>� �B�� � % �>��

である。また、' � % �@ � ����であり@�は >� � B�と ?�からなっている。そこで 'が

どの論理式に属するかにより次のように場合分けして考える。

�� ' � % �>� �B��のとき

' � % �>�� � % �>� � ����

�!



ゆえに、

' � % �>� � ���� �����

�� ' � % �?��のとき

?� � �+�� 	 	 	 � +��

であるから、ある (に対して、

' � % ��+���

となる。ところが

� � +� � � � � � +� � 


だから

% ��+��� � % �����

したがって

' � % �����

ゆえに

' � % �>� � ���� �����

	� ' � % �����のとき

さらに � � � � � � � � 
がキャンセルされていない場合とそうでない時に分けて考え

る。

��� � � � � � � � � 
がキャンセルされていないとき

� � � � � � � � 
 � >�

より

' � % �>�� � % �>� � ����

ゆえに

' � % �>� � ���� ��			��

��



��� � � � � � � � � 
がキャンセルされているとき

ある ,に対し、+� � � � � � � � � � 
となっている。よって、

' � % ����� � % ��+��� � % ����� � % �>� � ����

ゆえに

' � % �>� � �� ��			��

したがって、��1��1	�のいずれの場合も

' � % �>�� � % �>� � ��

がいえた。

66� ��� MI � � � � � � � � 
 � >� のとき

% ��
�� � % ��� � � � � � � � 
�� � % �>��であり、また

% ��
�� � % ����� � % �>� � ����

である。したがって、

% ��
�� � % �>�� � % �>� � ���� �% ��
�� �< 9�

である。以上のことによりこの定理は証明された。

��



第 �章

���の補間定理

この章では���� ������ のアイデアを用いて ��� の補間定理の証明を与える。+���"

の補間定理の証明には、通常カット除去定理を利用した証明論的方法が用いられる。これ

は前原の方法とよばれる。�例えば、文献 /�01/��0を参照のこと。�

しかし、文献 /�0で指摘されているように*��4����" を持たない体系では定数の消去がう

まくいかないために、定数を持たない言語の場合の証明には困難が生ずる。この困難を解

消するために、関 /��0は前原の方法を修正した方法を用いて定数の導入を利用しないで補

間定理の証明を与えることに成功した。この章で述べる方法は���� ������ と前章で証

明した変数共有性を用いており、 ���の場合については関による方法をより簡単化した

ものになっている。

��� ��
�の補間定理 ���
�������� ��
��
��

定理 �����  �� の���� ������� に関する補間定理

 ���において、つぎの補間定理が成立する。

>	 �が ���で証明可能であり>が空でないならば、% ��+�� � % �>�� % �����となる

論理式+で

�� � >	 +

�� � + 	 �

が成り立つものが存在する。この定理はつぎの補助定理から導かれる。

��



補助定理

> 	 �が����、)を > 	 �に到るカットのない証明図とする。このとき )の中の任意

の����な ������ C 	 �および任意の分割 �C��C� � ���� �C� �< 9�ただし、�が空な

らばC� �< 9とする�に対し、ある論理式&が存在して以下を満たす。

�� � C� 	 +

�� � +�C� 	 �

	� % ��+�� � % �C�� � % �C� � ����

このような&を分割 �C��C� � ����に関する補間論理式 ������%������という。

証明）

まず、�章の変数共有性に関する結果より

% �C�� � % �C� � ���� �< 9

であることを注意しておく。���� ������ C	 � の深さに関する帰納法で証明する。

帰納法の仮定I

)の中の���� ������ C 	 � から始式までの高さを�としたとき、�以下の全ての

���� ������ およびその全ての分割において補間定理が成り立つ。

6� C	 � が�	 �の形をしているとき

この場合の分割は

����L ����

だけである。

��1 �� はともに

� �	 �

となるので明らか。

	�について

% ��� � % ����� � % �����

も明らかである。したがって、この場合は補間定理が成り立つ。

66�各推論規則について調べる。

�� C	 � が
����>	 
��>	 

��	�

�	



の下式の形をしている場合。

この時下式が����なら上式も����になるのは明らかである。

��� 下式の分割が

���� � >�L >� � ���

であるとしたとき

この時の上式の分割を

������ � >�L >� � ���

とすると、帰納法の仮定より

� ����>� 	 +

� +�>� 	 

% �+� � % ������ � >�� � % �>� � ���

を満たすような&が存在する。

すると、この+は

� ��>	 +

% �+� � % ���� � >�� � % �>� � ���

も満たしている。したがって、この場合は&が補間論理式になる。

�8� 下式の分割が

�>�L >� � �����

であるとしたとき

このとき上式の分割を

�>�L >� � �������

とすると、帰納法の仮定より

� >� 	 +

� +�>����	 

% �+� � % �>�� � % �>� � �������

を満たすような&が存在する。

するとこの+は

��



� +�>�� �	 

% �+� � % �>�� � % �>� � �����

も満たしている。したがって、この場合も成り立つ。

以上のことから ��	�の場合補間定理が成り立つ。

�� C	 � が
>� �� 
�@	 
>� 
� ��@	 

��	�

の下式の形をしている場合。

この場合は�と
が入れ替わるだけなので、下式が����なら明らかに上式も����であ

る。 また、補間定理が成り立つことも明らかなので省略する。

	� C	 � が

>� � � 
�	 

の形をしている場合。

この時上式は >� �	 と >� 
 	 である。下式の分割を以下のように場合わけして考

える。ただし、> は >�と>�の多重集合の和であるとする。また、>� �< 9である。

	�� 下式の分割が �>�L �� � 
�� � >��の時

この時上式の分割として

�>�L ���� � >��

をとると、帰納法の仮定よりある+が存在して

�� � >� 	 +

�� � +�>�� �	 

	� % �+� � % �>�� � % �>� � �����

が言える。すると、

� +�>�� � �
 	 および

% �+� � % �>�� � % �>� � �� �
���

も言えるので+が補間論理式である。

	8� �>� � �� �
��>� � ���の時

この時上式の分割として

�>� � ����>� � ���

��



をとると、帰納法の仮定よりある+が存在して

� >�� �	 +

� +�>��	 

% �+� � % �>� � ���� � % �>� � ���

が言える。すると、

� >�� � �
 	 +および

% �+� � % �>� � ���� � % �>� � ���

も言えるので+が補間論理式である。この場合、>� 
 	 について考えなくてもよいこ

とがわかる。

以上のことより、�� 	�の時の補間定理が成り立つことが言える。

�� C	 �が
>	 � >	 

>	 � � 


�	 ��

の下式の形をしている場合。

まず、>は空でないので、>	 �および>	 
はともに����になる。

ここで下式の分割を

�>�L >� � �� � 
��

とする。ただし、> は >�と>�の多重集合の和であるとする。また、>� �< 9である。

このとき左上式の分割を

�>�L >� � ����

とすると、帰納法の仮定よりある+が存在して

�� � >� 	 +

�� � +�>��	 �

	� % �+� � % �>�� � % �>� � ����

が言える。さらに

�� � >� 	 �

�� � ��>��	 



� % ��� � % �>�� � % �>� � �
��

�




が成り立つ。すると、��と ��より

� >� 	 + � �

��と ��を使うと次のようにして

+�>� 	 �
+ � ��>� 	 �

��>� 	 

+ � ��>� 	 


+ � ��>� 	 � �


より

� + � ��>� 	 � �


が得られる。そこで+ � �をとると

% ��+ � ��� � % �>�� � % �>� � �� � 
��

が成り立つ。実際に変数 'に対し、' � % ��+ ���� なら ' � % �+�� % ���となりいずれ

の場合も ' � % �>��となる。また、' � % �+�なら ' � % �>� ����� � % �>� � ���
��が

成り立ち、同様に ' � % ���ならやはり ' � % �>� ����
��である。したがって、+ ��

が補間論理式になる。

したがって、�	 ��の場合に補間定理が成り立つことが言えた。

�� C	 �が
>	 � 
�@	 
� � 
�>�@	 

��	�

の下式の形をしている場合。

このとき下式について次のような分割を考える。ただし、> および @はそれぞれ>�と>�、

@�と@�の多重集合の和であるとする。

��� 下式の分割として

��� ��� � 
� � >� � @�L >��@� � ���

を考える。

右上式の分割として

��
� � @�L @� � ���

をとると、これは帰納法の仮定よりある+が存在して

��



�� � @�� 
 	 +

�� � +�@� 	 

	� % �+� � % �@� � �
�� � % �@� � ���

が言える。

��>� �< 9のとき

さらに左上式の分割を �>�L >� � ���� とすると

�� � >� 	 �

�� � ��>� 	 �


� % ��� � % �>�� � % �>� � ����

を満たすような�が存在する。��と ��より次のようにして

��>� 	 � 
�@� 	 +
��� � 
�>��@� 	 +
� � 
�>��@� 	 � � +

から

� � � 
�>��@� 	 � � +

が得られる。また、��と ��より次のようにして

>� 	 � +�@� 	 
� � +�>��@� 	 

から

� � � +�>��@� 	 

が得られる。よって

% ��� � +�� < % ����� � % ��+�� � % ��� � 
� � >� � @�� � % �>� � @� � ���

が言える。したがって、この場合� � +が補間論理式になる。

���>� < 9のとき

このとき、> < >�であるから左上式は >� 	 �と表せる。これと ��から次のようにして

>� 	 � @�� 
 	 +
� � 
�>��@� 	 +

から

� � � 
�>��@� 	 +

��



が得られる。また、これと ��の� +�@� 	  と 	�の % �+� � % �@���
���% �@�����

より

% �+� � % �@� � >� � �� � 
�� � % �@� � ���

が得られる。したがって、この場合+が補間論理式となっている。

�8� 下式の分割として

��� �>� � @�L �� � 
� � >� � @� � ���

をとるとき。>� � @�は空ではないので、>��@�の少なくとも一方は空ではない。

�� >� �< 9かつ@� �< 9のとき

右上式の分割

�@�L �
� � @� � ���

は帰納法の仮定よりある - が存在して

�� � @� 	 -

�� � -�@�� 
 	 

!� % �-� � % �@�� � % �@� � �
� � ���

が言える。さらに左上式の分割

�>�L ��� � >��

は帰納法の仮定よりある.が存在して

��� � >� 	 .

��� � .�>� 	 �

��� % �.� � % �>�� � % �>� � ����

が言える。

このとき ��と ���よりつぎのようにして

@� 	 .
>��@� 	 .

>� 	 -
>��@� 	 -

>��@� 	 . � -

から

� >��@� 	 . � -

�!



が得られる。また、��と ���から

.�@� 	 �
. � -�@� 	 �


� -�>� 	 
. � -�
�>� 	 

. � -�� � 
�>��@� 	 

より

� . � -�� � 
�>��@� 	 

が得られる。よって

% ��. � -�� < % ��.�� � % ��-�� � % �>� � @�� � % �>� � @� � �� � 
����

が言える。したがって、この場合. � - が補間論理式になる。

��� >� < 9のとき。このとき、@� �< 9�>� < >である。このとき ��と左上式から次のよ

うにして
>	 � -�@�� 
 	 
-�� � 
�>�@��	 

より

� -�� � 
�>�@��	 

が得られる。またこれと ��と !�より

% �-� � % �@�� � % �@� � �� � 
� � ���

が成り立つ。よって、この場合は - が補間論理式である。

���� @� < 9のとき。このときは >� �< 9�@� < @である。

このとき ���と右上式からつぎのようにして

>�� . 	 � 
�@	 
.�� � 
�>��@	 

から

� .�� � 
�>��@	 

が得られる。これと ���と ���より

% �.� � % �>�� � % �>� � �� � 
� � @�


�



が言えるので、この場合は.が補間論理式である。

したがって、以上のことより ��	�の場合の補間定理が成り立つことが言えた。


� C	 �が
>� �	 

>	 � � 


�	��

の下式の形をしている場合。

このとき上式が����になるのは明らかである。下式の分割を

�>�L �� � 
� � >��

とする。ただし、> は >�と>�の多重集合の和であるとする。また、>� �< 9である。

このとき上式の分割として

�>�L ���
� � >��

をとると、帰納法の仮定よりある+が存在して

� >� 	 +

� +�>�� �	 


% �+� � % �>�� � % �>� � ���
��

が言える。すると、

� +�>��	 � � 


% �+� � % �>�� � % �>� � �� � 
��

も言えるのでこの場合+が補間論理式になる。

�� C	 �が
��>	  
�>	 

� � 
�>	 
�� 	�

の下式の形をしている場合。

このとき下式が ����なら、両上式が ���� になるのは明らかである。

このとき下式の分割を考える。ただし、> は>�と>� の多重集合の和であるとする。また、

>� �< 9である。

��� 下式の分割を

��� �>�L �� �
� � >� � ���


�



としたとき。

このときまず左上式の分割を

�>�L ��� � >� � ���

とすると、帰納法の仮定よりある+が存在して

�� � >� 	 +

�� � +�>�� �	 

	� % �+� � % �>�� � % �>� � ��� � ���

が言える。さらに右上式の分割を

�>�L �
� � >� � ���

すると、帰納法の仮定よりある�が存在して

�� � >� 	 �

�� � ��>�� 
 	 


� % ��� � % �>�� � % �>� � �
� � ���

成り立つ。すると ��と ��より

� >� 	 + � �

さらに ��と ��を使うとつぎのようにして

+�>�� �	 
+ � ��>�� �	 

��>�� 
 	 
+ � ��>�� 
 	 

+ � ��>�� � � 
 	 

より

� + � ��>�� � � 
 	 

が得られる。したがって、% �+ � ��をとると

% ��+ � ��� � % �>�� � % �>� � �� � 
� � ���

が成り立つ。

実際に変数 ' に対し、' � % ��+ � ��� なら ' � % �+� � % ���となりいずれの場合も

' � % �>��となる。また、' � % �+�なら ' � % �>� � ���� � % �>� � �� � 
��が成り立

ち、同様に ' � % ���ならやはり ' � % �>� � �� �
��である。したがって、+ � �が補

間論理式になる。


�



�8� 下式の分割を

��� ��� �
� � >�L >� � ���

としたとき。

まず左上式の分割を

���� � >�L >� � ���

とすると、帰納法の仮定よりある+が存在して

�� � >�� �	 +

�� � +�>� 	 

!� % �+� � % �>� � ���� � % �>� � ���

が言える。さらに右上式の分割を

��
� � >�L >� � ���

とすると、帰納法の仮定よりある�が存在して

��� � >�� 
 	 �

��� � ��>� 	 

��� % ��� � % �>� � �
�� � % �>� � ���

が成り立つ。すると ��と ���より

>�� �	 +
>�� �	 + � �

>�� 
 	 �
>�� 
 	 + � �

� � 
�>� 	 + � �

だから

� � � 
�>� 	 + � �

が言える。さらに ��と ���より

� + � ��>� 	 

が成り立つ。したがって、% �+ � ��をとると

% ��+ � ��� � % �>�� � % �>� � �� � 
� � ���

が成り立つ。よって、+ � �が補間論理式になる。

以上のことより �� 	�の場合の補間定理が言えた。


	



��C	 �が
>	 �

>	 � �

�	 ���

の下式の形をしている場合。

このとき下式が ����なら、上式が ���� になるのは明らかである。

このとき下式の分割を

�>�L �� � 
� � >��

とする。ただし、> は >�と>�の多重集合の和であるとし、>� �< 9とする。
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ての推論規則について補間定理が成り立つということが示された。
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第 �章

まとめ

��� 結論

���� ������ という概念を導入したことにより、 ���の変数共有性や補間定理の複雑

な証明をわかりやすくすることができた。

自然演繹の体系において変数共有性を証明するにあたって、���の体系ではうまくできな

いのであらたに����の体系をを導入して証明を行なった。その結果自然演繹の体系でも

変数共有性が成り立つことがわかった。

��� 今後の課題

「ならば」のみを含む論理式の場合には自然演繹の体系でも変数共有性を示すことがで

きたが、「＊」を含む場合には証明を試みたがうまくいかなかった。この証明をうまい方

法を見つけておこないたい。 また、他の論理結合子を含む場合も複雑になるが証明を行

なっていきたい。
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