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可換な ���������� 	����
� と線形論理の拡張体系

木原 均 ��������

北陸先端科学技術大学院大学 情報科学研究科

����年 �月 ��日
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� はじめに

部分構造論理とは、大雑把にいえば古典論理��や直観主義論理��から、構造規則の
一部または全てを取り除いて得られる体系の総称である。������ による��の研究に始
まり、適切論理、線形論理、����
���
�� を持たない論理 ���� など、いろいろな種類の
論理がある。これらの論理に対しては、 ��� 除去可能なシーケント計算を導入することに
より、�
������
�� �
���
��や ���
���
�
��などの結果を示すことが出来る。しかしこのよ
うなシンタックティカルな方法では、部分構造論理一般についての議論ができず、意味論
的な方法が必要となる。最近部分構造論理の意味論として注目されているのが、代数的モ
デルによる意味論である。実際に ����及びその拡張体系に対しては、可換で、
����
��

な 
��
������ ����
�� を用いた研究で既に多くの結果が得られている。しかし 
����
��
��
� を仮定しない場合には、代数的に扱いが難しくなる面があり、これまであまり研究が行
われてこなかった。
本研究では、可換ではあるが 
����
��
��を必ずしも仮定しないような 
��
������ ����
���

を主に取り上げる。これは、論理としては直観主義的線形論理��� の拡張体系を扱うこ
とに相当する。特に適切論理は、これらの拡張体系のうちの重要なクラスである。
最近の 
��
������ ����
�� についての成果をもとに、このような代数構造についての研
究を展開し、その代数的性質が論理的な性質にどのように反映されるかを明らかにする。
本研究では、可換な 
��
������ ����
��の �
�
��� ��

��� が非可算個存在することを示
している。これは極大無矛盾論理が非可算個���上に存在していることを意味している。

� 線形論理���とその拡張体系

部分構造論理の一つである線形論理 ���とは、直観主義論理 �� �から ����
���
��	

!�����
�� ルールを取り除いたものである。
��������	 
� ���
 �� ��	���� ������

���	������	� とはモノイドの単位元が最大元と一致することである。

�



論理を抽象的、一般的に扱うために、論理 ����
��とは論理式の集合で、代入と三段論
法に関して閉じた集合であると定義しておく。このとき論理式全体の集合 "は明らかに
最大の論理であり、また���で証明可能な論理式全体の集合も論理となっている。論理
は集合の包含関係�に関して順序をなすことが知られている。よって� #$ ��� �は論理
であり、かつ��� � ��とし、また ��� �� � �に対して �� � �� #$「�� � ��を含む最小
の論理」と定義すれば、	��
�������"�は最小元���、最大元"の有界束となる。ここ
で 
��はそれぞれ集合における通常の共通部分、和集合を表している。

� 可換な ���	
��
�
 ��

	��

一般に論理は代数構造である「束」によってその意味付けを与えることができるが、論
理���に対する代数構造となるのは、可換な 
��
������ ����
�� という束構造である。
代数� $ 	��
��� ��
����� �� ��が可換な 
��
������ ����
�� �%&��であるとは、以
下を満たすことである。

	
�� 	��
�������は最大元を�、最小元を�とする有界束である。

	

� 	�� �� ��は �を単位元とする可換モノイドである。すなわち任意の �� �� � ��に対
して以下が成り立つ。
�� �� � �� � � $ � � �� � ��

�� � � � $ � � �

�� � � � $ � � � $ �

	
�� 任意の �� �� � �� に対して、� � � � � �� � � � 
 �。

� ���	�
�

これからは、可換な 
��
������ ����
�� のクラスについて考えていく。そのため与えら
れた代数のクラス�に対し、代数のクラス ����� ����� 	 ���を以下のように定義する。

��������� � � � � ���� �� � は� のある元の �����	
��� である。

� � � ���� �� � は� のある元の 
�������
�� ���	
 である。

� � � ���� �� � は� の空でない代数の族の ���
�� ������� である。

代数の空でないクラス �が ��

���であるとは、クラス�が ��������
��	 '�����
�'
�


�����	 �

��� �
������ の下で閉じていることである。
�を代数のクラスとしたとき、(���を�を含む最小の ��

���とする。このとき(���

は�によって生成された ��

��� であるという。
)

�'�* により次の二つの事が示されている。

�



����������� � 任意のクラス�に対し、


 ��� $ ��	 ����

����������� 
 もし代数のクラス � が ��

��� であるならば、そのとき�のすべての要
素は�の ����

����� 


����
��� �����
の ����

��� �
�����と 
����
�'
�となる。

したがって、+
����
�
�� �	� より任意の ��

��� は、その中の ����

����� 


����
���

な元によって生成されることがわかる。

� 極小な ���	�
�

��

��� 
 が �
�
��� であるとは、
 は自分自身と自明な ��

��� 以外には �����

���

を持たないことである。ここで自明な ��

��� とは、自明な代数、つまり一点からなる代
数のみからなる ��

��� のことである。

これまでの研究で次の定理を得た。

������� � 可換な �
������
� ������
 の ������� ����
�� は非可算個存在する。

� おわりに

すべての可換な 
��
������ ����
�� がなす ��

��� を�
�とし、自明な ��

��� を �


とする。このとき 	��
��� �
��
��を次のよう定義する。

�� � #$ �
 � 
 は可換な 
��
������ ����
�� の ��

��� �

�� 任意の 
�� 
� � � に対して、

� � 
�は 
� � 
�を含む最小の ��

���

このとき 	��
��� �
��
��は最小元 �
、最大元�
�の有界束となる。
この 	��
��� �
��
��は 	��
�������"�を丁度引っくり返した束構造をなしている
ことが知られている。
よって得られた定理から、 ���を含む論理式の集合で、論理式全体の集合"の次に大
きなものは、非可算個存在することがわかった。

�


