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Abstract

Polymers realizing high thermal conductivity (κ) have attracted much attention mainly

because they can reduce the weight of mobile devices with electrically insulating proper-

ties, unlike metals. Though the conductivities of polymers are usually lower than those

of metals, they can be enhanced by making the ordering of their molecular orientations

(crystallinity). It has been reported for polyethylene (PE) that prolongation of PE poly-

mers increases their crystallinity and then the conductivities along the prolongating axes,

where the resultant conductivities are comparable to those of metals. High crystallinity

is, however, known to be difficult to be achieved experimentally. This difficulty gives rise

to a lack of data sets available for Materials Informatics (MI), which prevents one from

searching for such polymers with high thermal conductivities. Theoretical estimations of

such conductivities would assist in providing data over a lot of polymers to screen out the

synthesis targets.

Preceding theoretical works include several model analysis as well as those by empirical

molecular dynamics. The predictions were, however, found to be seriously depending on

the choice of empirical force fields. Ab initio approaches are expected to exclude such am-

biguity, and are getting to be feasible realized by the implementations of phonon analysis

especially those beyond the harmonic approximation. Such approaches have been applied

to inorganic crystalline materials such as semiconductors, achieving the predictions fairly

coinciding with experiments over the range, 1-102 W/mK. For polymers, however, there

have been few applications in spite of the industrial demands as described above, though

there is a preceding work applying the framework to evaluate the conductivity of PE as

a typical prototype.

Heat carriers to contribute to κ include charged particles, diffusing atoms, and phonons.

The first three ingredients are excluded because the polymers considered here are non-

magnetic insulators without any defects. Only the phonons contribute to κ of polymers,

where phonon flow is described by the Boltzmann equation. We used phono3py package

to set up the relaxation-time approximation

of the Boltzmann equation and compile up the ab initio results to obtain specific heat

capacity, phonon lifetime, and thermal conductivity.

For PE, there are a lot of reference κ values available from both experiments

and ab initio calculations. Here we shall benchmark the PE system in order to check

reliability of our framework. The references include both those of ’fibers’ and ’crystals’

(the reason why we put apostrophe on it is explained below): A polymer crystal means

the ordered stacking of fibers (bundle of one-dimensionally extended chains), which is

quite difficult to be synthesized experimentally. In general, actual polymer samples are

amorphous containing partially polycrystalline parts, i.e., mixture of disordered fibers and
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crystals. The experimental reference values of ’one-dimensional (1D) fibers’ mean the ex-

trapolation of the observed values towards the limit by increasing the order of orientations

of fibers. For PE, such extrapolations are performed by controlling the volume fraction.

Values of ’crystals’ are obtained from some model formulas such as the Halpin-Tsai model.

Insertion of values observed for several amorphous fibers with different crystallinities into

the formula leads to an extrapolated estimation for crystals.

We have applied ab initio approach to both chain and crystal polyethylene in order to

evaluate their thermal conductivity. Quantitative coincidence seem fairly well, especially

reproducing the difference between crystal and fiber being by an order of magnitude.

Though that is consistent within the theoretical works between ours and preceding works,

the temperature dependences seem to behave in quite different way when comparing

with experimental ones. We analyzed the distributions of the mode contributions for

the relaxation time and the specific heat to discuss the difference. We found that the

difference between them can be attributed to the dimensionality. While the simulation

treats an isolated 1D chain, experiment actually treats a bunch of extended chains (i.e.,

fiber) which includes inter-fiber contributions.

According to our ab initio predictions for PE, Polyphenylene sulfide (PPS), and Polyethy-

lene terephthalate (PET) crystals, it is found that the PE crystal has the very highest

thermal conductivity among them. Therefore we surveyed additional six polymer crystals

whose structures are quite similar to PE. Among them, Polyvinylidenesurely fluoride-

beta (PVDF-β) and Polyvinyl fluoride (PVF) have comparatively high thermal conduc-

tivities. It is further surprising that the κ(T ) of PVDF-beta is superior to that of PE

below ∼ 80 K.

We finally evaluated κ for all the nine polymers selected carefully in the present study,

because it is unfeasible to do so for all the entries (over 1000 polymers) registered in

Polymer Genome. It is therefore desirable to establish the way of screening for higher κ

with cheaper computational costs. We have found out an interesting law: The predicted

thermal conductivities are clearly in proportion to the curvature of energy-volume curve.

Since it is much cheaper to predict the latter value, this law would be useful to discovery

a new polymer crystal having further high thermal conductivity.

Keywords: Polymer, ab initio calculation, Phonon, Thermal conductivity, Materials

Informatics
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概要

携帯化が著しい電子デバイスなどは、常に「軽量化」、「高い絶縁性」、「高い熱伝導率」
といったニーズを抱えている。そこで、一般的に軽く、また高い絶縁性を持つポリマーが
注目されているが、アモルファスポリマーの熱伝導率は金属に比べて非常に低い 。しか
し、ポリマーの分子配向の秩序、すなわち結晶性を上げることによって、これが向上する
ことが知られており、実際、結晶化したポリエチレン (PE)の軸方向の熱伝導率が、金属
のそれに匹敵することが報告されている。しかしながら、結晶性の高い高分子を実験的に
生成することは一般的に非常に難しい。そこで、熱伝導率を理論的に算定することが出
来れば、実験を行う上での指針を与えることが出来る。この理論的算定には、これまで、
線形格子モデルや、分子動力学計算による現象論・分子論的アプローチが主に用いられて
きたが、予見結果が経験的力場に依存して大きく変わるため、十分な予見信頼性を担保す
るのが難しい。第一原理計算による算定は、それらの不確実性を取り払うことが期待さ
れる。

緩和時間近似は、第一原理的に熱伝導率を評価する方法の 1つであり、これまで半導体
等の無機結晶系には適用され 、1-102 W/mKという広い範囲で、実験から得られた熱伝
導率をよく再現している。この緩和時間近似を用いて高分子結晶の熱伝導率を評価し、高
熱伝導率高分子を探索するにあたり、大きく 2つの問題がある。1つは、緩和時間近似が
高分子のような柔らかい物質に適用可能かどうかが明らかでないということである。さら
にもう 1つは、この手法を適用するにあたり、平衡位置からの原子変位に対して、各原子
にかかる力を計算する必要があるが、高分子結晶のような対称性の低い物質の場合、考え
るべき変位が膨大となってしまい、このままでは高熱伝導率高分子の網羅的探索が行えな
いということである。そこで本研究では、緩和時間近似の較正と、網羅的探索を行うため
の方法について考察する。

高分子は通常「ラメラ構造」や「シシカバブ構造」といった構造をとるが、今回のシ
ミュレーションでは、高分子が綺麗に積層しながらどこまでも続くような、所謂、伸びき
り鎖を仮定している。このような伸びきり鎖結晶の熱伝導率を直接測定したような実験例
は、筆者の知る限り存在せず、それは主に測定に十分な大きさの伸びきり鎖を成長させる
ことの困難さから来る。しかしながら、高密度ポリエチレンに対する熱伝導率の測定結果
から、その試料中に含まれる伸びきり鎖結晶領域の熱伝導率をモデルを用いて見積もる
研究が行われており、本研究ではその測定値と我々の結果を比較することで当該手法の較
正を行った。また、結晶だけではなく、ポリエチレンファイバーに対する熱伝導率の測定
も行われており、こちらは、低密度ポリエチレンマトリックス中において、配向の揃った
ポリエチレン鎖の体積分率を変化させながら熱伝導率を測定し、最終的に体積分率 100%

の外挿を取ることで、ポリエチレンファイバーの熱伝導率を見積もっている。これら 2つ
の見積もられた熱伝導率、すなわち、伸びきり鎖結晶とファイバーの熱伝導率の値は 1桁
ほど異なっており、伸びきり鎖結晶の熱伝導率が数百W/mKであるのに対して、ファイ
バーの熱伝導率が数十W/mKである。これについて議論するために、先に述べた伸びき
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り鎖結晶のシミュレーションだけではなく、孤立した 1本のポリエチレン鎖のついてのシ
ミュレーションを行った。得られたシミュレーション結果は、この傾向を非常に良く再現
しており、伸びきり鎖結晶のシミュレーション結果が数百W/mKで、孤立したポリエチ
レン鎖が数十W/mKであった。この結果は示唆に富んでおり、すなわち、配向の揃った
ポリエチレン鎖を集めたものは、それ以上の意味を持たず、孤立した 1本の鎖に対するシ
ミュレーションから得られる熱伝導率で評価が可能であり、それを綺麗に積層することで
初めて 1桁という劇的な変化を遂げる。

ここでまでは、熱伝導率の値に着目していたが、一般的に熱伝導率は温度に依存し、低
温では T 3で立ち上がり、高温領域では T−1で減少することが知られている。そこで、本
研究では温度依存性にも着目し、較正を行った。第一原理計算による先行研究の結果が、
我々の熱伝導率の温度依存性を定性的に支持しているにも関わらず、実験のそれと比較し
た際には、大きく予見が異なっていることが明らかになった。我々は、フォノンの緩和時
間及び比熱のモード寄与を解析することで、この温度依存性の違いが、実験と計算におけ
る次元性の差異によって引き起こされていることを明らかにした。すなわち、計算で取り
扱ったのは、孤立したPE一次元鎖であったが、実験では、これらは束となっており、三
次元性を有している。これは熱伝導率の値そのものについては大きな影響を及ぼさない
が、その温度依存性を変化させる。

上記の較正の後、PEに加えて、ポリフェニレンスルフィド (PPS)、ポリエチレンテレ
フタラート (PET)に対するシミュレーションも行った。その結果、ベンゼン環を含むPPS

やPETが、PEに比べて極めて低い熱伝導率を示すことが明らかになった。そこで、高熱
伝導率高分子の探索を行うため、PEと構造の似た高分子を 6つ選び、第一原理熱伝導率
の計算を行った。それらの中で、ポリフッ化ビニリデンの β相 (PVDF-β) 及びポリフッ
化ビニル (PVF)が、PEに匹敵する熱伝導率を持ち、さらに驚くべきことに、PVDF-βが
80 K以下の低温領域において、PEを凌ぐ熱伝導率を有することが明らかとなった。

マテリアルズインフォマティクス的展開を見据え、この構造に対する知見、すなわち、
ベンゼン環を有する高分子結晶が非常に低い熱伝導率を示すという結果をさらに発展さ
せ、ユニットセルの大きさが大きいときに、熱伝導率が著しく小さくなることを見出し
た。これは、ポリマーの最小繰り返し単位が短いほど、高い熱伝導率を有していること
を示しており、今後の材料設計の指針となるものである。また、ユニットセルだけではな
く、体積弾性率との関係性も見出しており、最終的にこれらを組み合わせることで、熱伝
導率と良く相関する記述子を得ることに成功した。これは、熱伝導率を第一原理計算に
よってまじめに評価するよりも遥かに小さな計算コストで評価できるため、今後の高熱伝
導率高分子探索を大いに加速させる可能性を秘めている。
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第1章 序論

1.1 高熱伝導率高分子
携帯化が著しい電子デバイスなどは、常に「軽量化」、「高い絶縁性」とともに、「高い

熱伝導率」といったニーズを抱えている [1]。そこで一般的に軽く、また高い絶縁性を持
つポリマーが注目されているが [1] よく知られているようにアモルファスポリマーの熱伝
導率は金属に比べて非常に低い [2]。この実用上の課題に対する解決策として、高分子構
造の秩序化が挙げられる。高分子の結晶化度増加に伴う熱伝導率上昇はよく知られてお
り、例えばポリエチレン結晶 (以下PE結晶)などは、軸方向に対して金属に匹敵する熱伝
導率を持つことが報告されている [3]。しかしながら、高分子結晶の実験的生成は一般に
困難であり [4]、データが少なく、上記用途に優れた高分子結晶の探索の妨げとなってい
る。こういった状況においては、第一原理計算を利用した熱伝導率の算定の適用が期待さ
れるが、高分子結晶のような対称性の低い物質では、計算時間が膨大となってしまい、そ
のままでは網羅的探索を行うことが困難である。

1.2 熱伝導率の機構

1.2.1 熱伝導率

熱伝導率は温度勾配と熱流束の関係を表したフーリエの法則 [5]の中に現れる係数であ
り、熱の伝えやすさを示すものである。

j = −κ∇T (1.1)

単位はWm−1K−1で表され、良く断熱材として用いられることの多い発泡ポリスチレン
(発泡スチロール)は 0.03、放熱板として用いられることの多い、銅やアルミニウムなどで
はそれぞれ 419、222程度の熱伝導率を示す [6]。
熱流の担い手として格子振動の寄与のみを考えた場合、熱流 jは、以下のように与えら

れる。

j =
∑
i

∑
j ̸=i

Rij

(
∂Vj
∂Rji

· vi

)
(1.2)
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ここで添字の i, j は、各原子に付けられたラベルを示し、Rは原子位置、また、Rij =

Rj −Riで、viは速度、Vjは Vj = V (Rj)であり、ポテンシャルエネルギーを表す。これ
は 2体相互作用のみを仮定して導出された熱流演算子の古典極限に対応する。この熱伝導
率を理論的に算定する方法として、モデル計算や分子動力学法 (MD)、格子動力学法など
が挙げられる。Choyらは、線形格子モデルを利用して、ポリエチレン結晶の熱伝導率を
計算している [3]。MDを利用した熱伝導率の算定は、実際に温度勾配を与えて熱流の流
れを計算することで直接熱伝導率を算定する方法 [7, 8]と、Green-Kubo公式 [9]を利用
した線形応答理論に基づいた方法 [10, 5]がある。格子動力学法では、熱のキャリアとし
て準粒子であるフォノンを考え、そこにボルツマン方程式 [5]を適用することで、熱伝導
率を算定する。

1.2.2 直接法

シミュレーションセルの両端に熱浴を用意し、(1.1)式を直接評価する。κは一般的に 2

階のテンソルであるが、今、対角成分以外が 0であったとすると、

κ =

 κxx 0 0

0 κyy 0

0 0 κzz


と書けて、熱流の x成分に着目すると、

jx = −κxx
∂T

∂x

となり、これから

κxx = −jx
/(

∂T

∂x

)
として、熱伝導率を算定する。例えば、2つの熱浴をそれぞれ添字 j = 1, 2で表現し、体
積と時間に渡る熱流の平均 |⟨j⟩|を、次のように計算する。

|⟨j⟩| = 1

A

|W1 −W2|
2∆t

(1.3)

ここで、Aは系の断面積であり、Wjは

Wj = −
∫ t0+∆t

t0

dtζj
∑
i(∈j)

p2i
mi

≈ −dnjkBTj

∫ t0+∆t

t0

dtζj (1.4)

と計算される [7]。
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1.2.3 分子動力学法

グリーン・久保公式では、熱伝導率を次のように算定する [11]。

κµν =
1

V kBT 2

∫ ∞

0

dt ⟨jµ (0) jν (t)⟩

V は体積、ここで kBはボルツマン定数、T は温度、jは熱流である。⟨. . .⟩は、ハミルト
ニアンHに関するカノニカルアンサンブル平均を表し、次の式で定義される [5]。

⟨O⟩ =
Tr
(
e−βHO

)
Tr (e−βH)

(1.5)

この式に現れる熱流束 jを (1.2)式を利用して求めることで熱伝導率を評価する。

1.2.4 格子動力学法

格子動力学法では、格子振動による熱の伝搬を準粒子であるフォノンによるエネルギー
の輸送とみなして、ボルツマンの輸送方程式(

∂f

∂t

)
+ v · gradrf +

(
∂v

∂t

)
· gradvf =

(
∂f

∂t

)
coll

をフォノンに適用して熱伝導率を算定する。これは、パイエルス (Peierls)によって定式化
されたため、パイエルス・ボルツマン方程式と呼ばれる。本研究では、ここに緩和時間近
似を用いて、各フォノンモードにおける比熱と平均自由行程、緩和時間の積を全てのモー
ドについて足し合わせることで高分子結晶の熱伝導率を算定している。

1.3 本研究の目的

1.3.1 本研究における熱伝導率の取扱いと問題点

固体中の熱流の担い手としては、荷電粒子 [12, 13]、原子拡散 [14]、スピン波 [15]など
が考えられる。ポリマーは絶縁体であるため、電子は熱流のキャリアにはならない。ポ
リマーの最小構成単位は「共有結合で結合した分子」なので、原子拡散は発生せず、これ
もキャリアにはならない。こうした理由から、ポリマーにおける熱伝搬のキャリアとして
は、フォノンを考えればいい。すなわち、格子振動を量子化したフォノンという仮想的な
粒子が熱を輸送していると考え、このフォノンに対してボルツマンの輸送方程式を適用す
ることで、ポリマー内部においての熱流を取り扱う事が正当化される。

ボルツマン方程式を緩和時間近似 [11, 16] の下で扱うと、

κ =
1

NV0

∑
λ

Cλvλ⊗vλτ
SMRT
λ (1.6)
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として、フォノンの寿命 τから熱伝導率 κが得られる。ここでNはユニットセルの数、V0
はユニットセルの体積であり、Cλ, vλ, τλは各モードの定積比熱、群速度、緩和時間であ
る。(τSMRT

λ の上添字 SMRTは Single-Mode Relaxation-Timeの意)。λは各フォノンモー
ドにつけられたラベルであり、q点とフォノンバンドを指定すると一意に決まる。群速度
vλは、このフォノンモード λごとに計算される 3次元空間のベクトルであり、これらの
直積 vλ ⊗ vλは 2階のテンソルを与える。すなわち、xy方向の熱伝導率 κxyは、

κxy =
1

NV0

∑
λ

Cλvx (λ)vy (λ)τ
SMRT
λ (1.7)

と計算できる。フォノンの寿命 τ は、摂動展開の定式化で与えられる「フォノンの自己エ
ネルギー」の虚部

Γλ =
18π

h̄2

∑
λ′λ′′

|Φ−λλ′λ′′|2

{(nλ′ + nλ′′ + 1) δ (ω − ωλ′ − ωλ′′)

+ (nλ′ − nλ′′) [δ (ω + ωλ′ − ωλ′′)− δ (ω − ωλ′ + ωλ′′)]} (1.8)

から

τλ =
1

2Γλ (ωλ)
(1.9)

と計算される [17, 18]。その自己エネルギーを具体的に評価するためには、格子歪に対す
るエネルギー上昇依存性の非調和項を計算する必要があり [16]、ここに第一原理計算を適
用する。自己エネルギーは電子格子相互作用に関する摂動理論で評価される [17, 18]。線
形展開の範囲では、フォノン群の運動は重ね合わせとなり散乱が生じない。緩和時間へ
の寄与は、したがって、調和展開以上の高次項から生じる。変位をフォノンの生成消滅演
算子で記述すると、3次の展開係数 bが摂動展開に自己エネルギー評価に反映する。した
がって、

U (u0 + ũ) = U (u0) + aũ2 + bũ3 + · · · (1.10)

において、bを第一原理計算で評価して、上記の模型計算での定量評価を行うことが可能
となる。

当該手法は、これまで半導体等の無機結晶系に対して適用され、1 − 10Wm/Kという
広い範囲で、実験値をよく再現しているが [11, 19, 20]、高分子に対して適用可能である
かどうかは明らかでない。1つは、モデル化の問題であり、高分子はアモルファスや、ラ
メラ構造、シシカバブ構造といった多様な構造をとるのに対して、緩和時間近似は通常、
完全結晶等の周期モデルで扱える対象にのみ適用される。これは、緩和時間近似そのもの
の問題ではなく、第一原理計算によって、原子に働く力を評価する際のユニットセルをど
う定義すべきかが定かでないことによるもので、上記手法で高分子の熱伝導率を評価する
際には、その特徴を残しつつ周期系にモデル化する必要がある。
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1.3.2 計算コストとマテリアルズインフォマティクス

緩和時間近似による熱伝導率の算定には、原子変位に対する力の計算が不可欠である
が、その計算すべき変位パターンは、系の対称性が低くなると著しく跳ね上がる。高分子
は、伸びきり鎖結晶を仮定したとしても対称性が低く、我々の試算によると、必要になる
計算時間は、1つの高分子あたり 1週間程度である。したがって、高熱伝導率高分子を探
索することを考えたときに、網羅的に計算する方策は絶望的であり、何かしらの策を講じ
る必要がある。

近年、蓄積された膨大な実験データやシミュレーションデータに対して、ベイズ推定や
ニューラルネットワークといった、統計的手法や機械学習などを適用することで、物質探
索や物質設計を加速させるマテリアルズインフォマティクスという研究が盛んに行われ
ている [21]。そこでは、着目している系の特徴を各種統計的手法や機械学習に乗せやすく
するために、系の特徴を捉えるような記述子が積極的に利用されている。記述子の設計、
選択は、それを用いて行う機械学習等の結果を大きく左右するため、マテリアルズイン
フォマティクスでの中心的な問題の 1つである。マテリアルズインフォマティクスにおい
て、化合物の記述子としてよく用いられているのは、原子番号や原子半径、ポーリング
の電気陰性度などといった基本的な化学情報や、SMILESなどのフィンガープリントであ
る [22, 23]。マテリアルズインフォマティクスを利用して、高熱伝導率高分子を探索する
ためには、この記述子の設定が非常に重要であり、熱伝導率をよく説明するものを見つけ
ることができれば、今後の高熱伝導率高分子の探索を加速させるだけではなく、材料設計
の指針にもなり得る。

1.3.3 本論文の目的

本論文では、上記の緩和時間近似を高分子結晶に適用し、実験から得られた熱伝導率
の値と比較することで、当該手法の較正を行う。また、この手法をそのまま適用したので
は、計算時間が膨大となり、高熱伝導率高分子結晶の網羅的探索が行えないため、マテリ
アルズインフォマティクス的展開を行うことで、効率良く目的の高分子結晶を探索手法を
確立することを目的とする。

1.4 本論文の構成
本論文は以下のように構成される。§ 2では、本研究で必要となる背景理論について述

べる。まず、電子状態計算理論の一般的な枠組みである密度汎関数法 (DFT)について述
べた後、今回計算した熱伝導率の主要なキャリアであるフォノン描像を導き、最後に準粒
子であるフォノンにボルツマンの輸送方程式を適用した場合の熱伝導率の表式について述
べる。§ 3では、本研究で実際におこなった計算手続きや、使用した計算コード、計算条
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件について述べる。§ 4では、本研究で得られた結果を示す。§ 5では、§ 4で示した結果
について考察を展開し、§ 6で本論文を総括する。
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第2章 背景理論の概略

2.1 電子状態計算理論

2.1.1 多体シュレディンガー方程式

実験値や経験的なパラメータを用いず、基礎方程式のみからその物質の持つ様々な物
性を計算するアプローチの事を第一原理計算と言う。ここで基礎方程式とはシュレディン
ガー方程式のことを指し、次の形で与えられる。

H (r,R)Ψ (r,R) = EΨ(r,R)

左辺のHはハミルトニアンであり、次のような形で与えられる。

H (r,R) = [T (運動エネルギー)] + [U(ポテンシャルエネルギー)]

= [(T原子核) + (T電子)]

+ [(U電子と電子の間) + (U原子核と原子核の間) + (U電子と原子核の間)]

=

[∑
j

P 2
j

2Mj

+
∑
i

p2i
2mi

]

+

[
1

2

∑
i ̸=i′

e2

|ri − ri′ |
+

1

2

∑
j ̸=j′

ZiZje
2

|Rj −Rj′ |
− 1

2

∑
ij

Zje
2

|ri −Rj|

]

ここで、原子核は電子より十分重いため、電子の運動に対して原子核は止まっているとみ
なす近似を、断熱近似、あるいはボルン・オッペンハイマー近似と呼び、この近似の下で、
上記の原子核の運動エネルギーの項は 0となり、また原子核と原子核の間のポテンシャル
は時間に依らない定数となる。

H (r,R) =

[∑
i

p2i
2mi

]
+

[
1

2

∑
i ̸=i′

e2

|ri − ri′ |
+ U − 1

2

∑
ij

Zje
2

|ri −Rj|

]

運動量 piを演算子の形、すなわち pi = −ih̄∇で書き直し、またポテンシャルの項が電子
の位置のみに依存することを象徴的に[

1

2

∑
i ̸=i′

e2

|ri − ri′ |
+ U − 1

2

∑
ij

Zje
2

|ri −Rj|

]
= V (r1, · · · , rN)
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と書いて、原子単位系で書き直せば、

H (r,R) = −1

2

∑
i

∇2
i + V (r1, · · · , rN)

であり、結局、定常状態における物質のエネルギーを非相対論的・断熱近似の下で求める
方程式として[

−1

2

∑
i

∇2
i + V (r1, · · · , rN)

]
Ψ(r1, · · · , rN) = EΨ(r1, · · · , rN) (2.1)

が得られる。

2.1.2 密度汎関数法とKohn-Sham方程式

多体シュレディンガー方程式から得られる多体波動関数は、3N次元の複素関数であり、
一般にこれを解くのは困難を極める。ホーエンベルク (Hohenberg)とコーン (Kohn)は、
次の定理を与えた [24]。

(定理 1) 基底状態が縮退していないとき、外場 v (r)と基底状態の波動関数は電子密度
n (r)を与えると一意的に決まる。

(定理 2) E [n]は正しい n (r)に対して最小になる。

Eは n (r)から基底状態のエネルギーを与える汎関数であり、

E [n] = F [n] +

∫
dr · vext (r) · n (r)

と与えられる。これは、基底状態のエネルギーを考える上では、電子密度 n (r)(3次元空
間中の実関数)を求めれば良く、多体波動関数 (3N 次元の複素関数)を考える必要はない
ということを意味している。3N 個の自由度を持った問題が、3個の自由度に落とせたと
いうのは、非常に驚くべきことであるが、さらに驚愕すべきは、F [n]がユニーバサルで
あるという点である。すなわち、対象が分子であろうが結晶であろうが、F [n]の n (r)へ
の依存性は変わらない。従って、今はまだ F [n]がどんな形なのかはわからないが、とも
かくこれを用意できれば、どんな対象であったとしても、先程の定理 2より、変分原理に
基づいて、n (r)を求めることで、基底状態のエネルギーを得ることが出来る。

多体波動関数 (3N 次元の複素関数)を、3次元の実関数 n (r)で置き換えられることが
わかったが、実務上の問題として「どうやって n (r)を用意するか」、「F [n]をどう探す
か」といった課題が残されている。コーン (Kohn)とシャム (Sham)は、一度放棄した軌
道を再び持ち出すことで、実際に密度汎関数法でエネルギーを求めて見せた。彼らの着想
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は「相互作用系の n (r)と全く同一の n (r)を与える、相互作用のない仮想的な一体問題
を用意する」というところにある。すなわち、相互作用系の n (r)と同一の密度分布を

n (r) =
∑
j

|ψj (r)|2 (2.2)

と与えるような、相互作用のない仮想的な一体問題[
−1

2
∇2 + veff (r)

]
· ψi (r) = εi · ψi (r) (2.3)

を考えるのである (これを参照系と呼ぶ)。コーンとシャムは、実際にこれを次のように与
えた。 [

−1

2
∇2 + vext (r) +

∫
dr

n (r)

|r − r′|
+ VXC [n]

]
· ψi (r) = εi · ψi (r) (2.4)

ここで、

VXC [n] =
δEXC [n]

δn (r)
(2.5)

であり、EXC [n]は、

F [n] =
N∑
j=1

∫
dr · ψ∗

j (r)

[
−1

2
∇2ψj (r)

]
+

∫
dr

∫
dr
n (r′)n (r)

|r − r′|
+ EXC [n] (2.6)

で定義される。これは一体問題の形をしているが、ここまでの話には近似は入っておら
ず、電子間の交換相関効果を完全に取り込み得る理論である。残すは VXC [n]をどのよう
に決定するかという問題であるが、その実際の形は知られておらず、コーンとシャムは局
所密度近似 (LDA)を行い、実際に VXC [n]を定義することで、電子状態計算を行う道筋を
切り開いた。現在、LDAを超えた様々な汎関数が提案されている1。

2.1.3 ブロッホの定理と基底関数

ハミルトニアンには結晶の並進対称性があるため、基本格子ベクトルRだけの並進操
作 T̂Rと可換であり、このとき、

Ĥ · ψn (r) = En · ψn (r) (2.7)

に対して、

Ĥ ·
[
T̂Rψn (r)

]
= En ·

[
T̂Rψn (r)

]
(2.8)

1ここの詳しい説明は 2.1.4で述べる
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と、ψn (r)と T̂Rψn (r)とが縮退する。ここで注意したいのが、これは波動関数が基本格
子ベクトルに対しての周期関数となっているわけではないということである。ここで天下
り的に T̂Rの固有関数を書けば、

ψk (r) = exp [ikr] · u (r) , u (r +R) = u (r) (2.9)

実際にこれに T̂Rを作用させてみると、

T̂R · [ψk (r)] = T̂R · [exp [ikr] · u (r)]
= exp [ik (r +R)] · u (r +R)

= exp [ikR] · exp [ikr] · u (r)
= exp [ikR] · ψk (r)

となり、固有値が exp [ikR]の固有関数になっていることが分かる。結晶中の波動関数の
満たすべきこの条件をブロッホの定理と呼び、この固有関数をブロッホ関数と呼ぶ。ここ
でkについては何の制限もないため、このブロッホ関数には無限のバリエーションが存在
する事がわかる (これは無限に縮退しているとも言える)。ここで kを逆格子ベクトルG

だけ平行移動してみると、

λk+G = exp [i · (k +G) ·R] = exp [i · k ·R] = λk (2.10)

となっており、ブロッホ関数は次の範囲のみを考えれば十分であることが分かる。

−G

2
≤ k ≤ G

2
(2.11)

これでも、この範囲には無限の kが存在し、無限に縮退しているということは変わらな
い。この範囲をブリュアンゾーンと呼ぶ。

ハミルトニアン Ĥと可換であるような対称操作 L̂に対して、L̂ϕn ̸= ϕnが ϕnと同じエ
ネルギー準位 nに属するとき、

L̂ϕn,k = lk · ϕn,k (2.12)

となる L̂の固有関数と固有値を使って、ϕnを

ϕn =
∑
l

cn,l · ϕn,l (r) (2.13)

と展開するということをするが、今回の場合には先程から述べているように無限の kが
存在するため、コンピュータで計算するときには適当に kを離散化して和を取る必要が
ある。これは先程得られたブリュアンゾーンを適当に分割するのが妥当であり、この離散
点を次のように与える。

{Gs} ∈
[
−G

2
≤ k ≤ G

2

]
, Gs ∈

{
m× G

M

}
m

(2.14)
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このGsを、先程のブロッホ関数に代入してみると、

ψk (r) = exp

[
i ·
(
m× G

M

)
· r
]
· u (r) (2.15)

となり、一番小さな kであるm = 1のケースを考えてみると、これはMRを周期とした
関数となることが分かる。

ψk (r +MR) = exp

[
i ·
(
G

M

)
· (r +MR)

]
· u (r)

= exp

[
i ·
(
G

M

)
· r
]
· exp

[
i ·
(
G

M

)
·MR

]
· u (r)

= exp

[
i ·
(
G

M

)
· r
]
· u (r) = ψk (r)

これは波動関数の周期を実空間においてMRで考えていることに相当する。

次に u (r)は結晶構造の周期関数であるため、これを逆格子ベクトルGを用いてフーリ
エ展開すると、

ui,k (r) =
1√
Ωcell

∑
G

ci,k (G) exp (iGr) (2.16)

となる。計算機でこれを扱う場合には、どこかで無限級数を打ち切らなければならない。
この打ち切る値をカットオフエネルギーという。これを先の固有関数に代入すると、

ψi,k (r) =
1√
Ωcell

∑
G

ci,k (G) exp (i (k +G) r) (2.17)

解くべきコーン・シャム方程式は、

Ĥ(r)ψi,k(r) = εiψi,k(r) (2.18)

と書ける。ここで、このコーン・シャム方程式の左から exp (−i (k +G′) r)をかけて rで
積分すると、 平面波の直交性から、∑

G′

Hk (G,G
′) ≡ εi,kci,k (G

′) (2.19)

が得られる。ここで、

Hk (G,G
′) ≡

∫
dr
[
exp (−i (k +G′) r) Ĥ(r) exp (i (k +G) r)

]
(2.20)

であり、結局コーン・シャム方程式を解くことは、行列方程式を解く問題に帰着される。こ
の行列方程式を解く際には、共役勾配法やDavidson法などによって行列の対角化が行わ
れる。ハミルトニアンの行列要素の詳しい取り扱いについてはここでは詳しく触れない。
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2.1.4 交換相関ポテンシャル2

コーン・シャム方程式では、複雑な多体効果は交換相関ポテンシャル VXC [n]に押し込
められている。もしこれが正確に与えられれば、「コーン・シャム方程式を解くこと」と
「多体波動関数によって表現されたシュレディンガー方程式を解くこと」は、基底状態に
限れば等価であると言える。この交換相関ポテンシャルの存在は、理論上保証される一
方、その真の形は誰にも知られておらず、実用上はなんらかの近似を以てこれが与えられ
る。一様電子ガスに対して量子モンテカルロ法などの精密なシミュレーションから得られ
る知見をもとに数値的に構成されたものが知られている [26]。一様電子ガスであるため、
電子密度n (r)は位置に依存せず、n (r) = nであり、VXC [n]は、単に VXC (n)となる。こ
れを一様電子ガスではない一般的な系に適用するときには、VXC [n]を VXC (n (r))と仮定
する。この近似では、着目している位置における多体効果が、その位置での電子密度にの
み依存するとしており、このように定義された汎関数を局所密度近似 (LDA)と呼ぶ。通
常、同じ電子密度値であっても、空間変動の緩やかな場所と、空間変動が激しい場所とで
は、そこでの多体効果は異なると期待されるが、そのような効果は LDAでは無視されて
いる。そこで、LDAに対する補正として、その場所の電子密度だけではなく、勾配∇n (r)
にも依存するように拡張した汎関数を一般化汎関数近似 (GGA)と呼ぶ。そのうちの 1で
あるPBE汎関数は、現実の物質系に対する計算に置いて最も一般的に利用される汎関数
となっている。また、最近では、これに加えて運動量密度とその勾配を用いて汎関数を補
正するmeta-GGAや、別途HF法を用いて交換ポテンシャルを求めておき、その一部を
LDAやGGAに混ぜるHybrid汎関数など、多くの汎関数が提案されている。密度汎関数
法の汎用プログラムにおいては、多くの交換相関ポテンシャルが選択出来るようになって
いる。しかしながら、どの交換相関ポテンシャルが最も適切かという指針は存在しない。
例えば、GGAは LDAに補正を加えたものであるが、LDAの段階では満たされていたい
くつかの基礎物理条件を破るため、解が悪くなる場合があることも知られている [27]。

2.1.5 Orthogonalized Plane Wave (OPW) 法と擬ポテンシャル

固体中の波動関数を平面波で展開するときには、特にコア付近の電子を取り扱う際に
困難が生じる。というのも、コア付近の電子は明らかに局在しており、空間に広がった平
面波でそれを記述しようとすると、非常に高い周波数領域の平面波まで取り込まなけれ
ばならないからである。これはハイゼンベルグの不確定性原理∆p · ∆x ≥ h̄

2
からもおお

ざっぱに理解することができて、すなわち、コア付近の電子の運動エネルギーは非常に大
きくなっており、それを表現するためには、大きい kの平面波まで足し合わせる必要があ
る。この困難を避けるために、初めに考案されたのが直交化された平面波法 (OPW法)で
ある。この詳しい計算過程は付録の A.1に譲り、ここでは大まかな流れを述べる。

2本節の記述は中野の博士論文 [25]に依拠する。
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ここまでの議論からも分かるように、コア付近の電子を取り扱うのに平面波を使うのは
得策ではなく、ここは寧ろ、水素様原子とみなして、その固有関数で展開すべきである。
水素様原子に対する解を使って、コア付近の電子に対する波動関数をブロッホの定理を満
たすように定義し、これと平面波の線形和を取ると、

χk+G (r) = ϕk+G (r) + ϕcore
k+G (r)

=
1√
Ωcell

exp [i (k+G) · r] +
∑
n,l,m

bn,l,m,k+GΨn,l,m,k (r)

となり、これをOPW基底と呼ぶ。ここで bn,l,m,k+Gは、χk+G (r)がΨn,l,m,k (r)と直交す
るように決めると、

bn,l,m,k+G = − 1√
Ωcell

∫
Ψ∗

n,l,m,k (r) · exp [i (k+G) · r] dr

となる。あとのために、ブラケット記法を用いて、次のように関数をおきなおすと、

χk+G (r) = |χ⟩

ϕk+G (r) = |k+G⟩ = 1√
Ωcell

exp [i (k+G) · r]

ϕcore
k+G (r) = |k+G⟩core =

∑
α

b′α,k+G |α⟩

を得る。|χ⟩でハミルトニアン Ĥを挟むと、

⟨χ| Ĥ |χ⟩ = ⟨k+G| Ĥ |k+G⟩ −
∑
α

b′α,k+Gb
′∗
α′,k+GEα

となり、これを平面波基底 |k+G⟩でハミルトニアン Ĥ を評価していると見直すと、結
局これは、

⟨χ| Ĥ |χ⟩ = ⟨k+G|

(
−1

2
∇2 + V −

∑
α

|α⟩Eα ⟨α|

)
|k+G⟩

というハミルトニアンを評価していることに相当する。これは裸のポテンシャル V を∑
α

|α⟩Eα ⟨α|で埋めてしまっているとみなすことが出来る。

2.1.6 Projector Augmented Waves (PAW) 法

波動関数の取扱の困難さが、コア付近とそれ以外での領域での波動関数の振る舞いが
大きく異なることに起因し、それを解消するためにOPW法を始めとする、擬ポテンシャ
ル法が開発されてきたことはここまでに述べた。それをより一般化したものがPAW法で

13



あり、ここではその概要を述べる。この基本的な考えは、扱いやすい滑らかな擬波動関数
を、全電子の波動関数 (多体波動関数ではなくコーン・シャム軌道)に射影しようというも
のである。その射影演算子を T とする。コアから離れたところでは、すでに波動関数は
滑らかであるので、この演算子は、コア付近の波動関数にのみ作用してほしい。そこで、
コア付近にのみ作用する演算子 T̂Rを用いて、T を

T = 1 +
∑
R

T̂R

と書く。全電子の波動関数 |ψ⟩と、擬波動関数
∣∣∣ψ̃〉は、この射影演算子を用いて、

|ψ⟩ = T
∣∣∣ψ̃〉

と結ばれる。これらの波動関数は、それぞれ別の基底、|ϕi⟩,
∣∣∣ϕ̃i

〉
を用いて展開すること

ができて、射影演算子 T は、この基底にも次のように作用する。

|ϕi⟩ = T
∣∣∣ϕ̃i

〉
擬波動関数を基底と係数 ciを用いて次のように展開する。∣∣∣ψ̃〉 =

∑
i

∣∣∣ϕ̃i

〉
ci

これより、

|ψ⟩ = T
∣∣∣ψ̃〉 =

∑
i

T
∣∣∣ϕ̃i

〉
ci =

∑
i

|ϕi⟩ ci

となる。以上から、全電子の波動関数は次のように書ける。

|ψ⟩ =
∣∣∣ψ̃〉−

∑
i

∣∣∣ϕ̃i

〉
ci +

∑
i

|ϕi⟩ ci

ここで、T は線形の射影演算子であるとしているため、係数 ciは、
〈
p̃i

∣∣∣ ϕ̃i

〉
= δij を満た

す射影関数 ⟨p̃i|を用いて

ci =
〈
p̃i

∣∣∣ ψ̃〉
と求めることが出来る。またこれは、

∑
i

∣∣∣ϕ̃i

〉
⟨p̃i| = 1 を満たす。この ⟨p̃i|の最も一般的な

表式は、線形独立な任意の関数系 ⟨fi|を用いて、

⟨p̃i| =
∑
j

⟨fi|〈
fk

∣∣∣ ϕ̃l

〉
ij
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と書くことである。この ciを先程の全電子の波動関数に代入すると、

|ψ⟩ =
∣∣∣ψ̃〉−

∑
i

∣∣∣ϕ̃i

〉〈
p̃i

∣∣∣ ψ̃〉+
∑
i

|ϕi⟩
〈
p̃i

∣∣∣ ψ̃〉
=

(
1−

∑
i

∣∣∣ϕ̃i

〉
⟨p̃i|+

∑
i

|ϕi⟩ ⟨p̃i|

)∣∣∣ψ̃〉
=

{
1 +

∑
i

(
|ϕi⟩ −

∣∣∣ϕ̃i

〉)
⟨p̃i|

}∣∣∣ψ̃〉
となり、結局 T は、

T = 1 +
∑
i

(
|ϕi⟩ −

∣∣∣ϕ̃i

〉)
⟨p̃i|

となる。これを利用して、擬波動関数から、全電子波動関数で得られる物理量の期待値を
得る方法を考える。その演算子をAとすると、その期待値は、⟨ψ|A |ψ⟩と得られる。こ
こで、これまでで定義された射影演算子 T を使えば、これは、

⟨ψ|A |ψ⟩ =
〈
ψ̃
∣∣∣ T †AT

∣∣∣ψ̃〉
と書き直せる。したがって、演算子 T †AT を使って、擬波動関数を評価すると、Aの全
電子波動関数に対する期待値が得られることになる。実際この新しい演算子は、

T †AT = A+
∑
i,j

|p̃i⟩
(
⟨ϕi|A |ϕj⟩ −

〈
ϕ̃i

∣∣∣A ∣∣∣ϕ̃j

〉)
⟨p̃j|

と書き下すことが出来る。

2.2 第一原理フォノン計算3

本章では、今回対象となる系、高分子結晶において、主要な熱のキャリアとなるフォノ
ンについて述べる。

フォノンとは格子振動を量子化したときに得られる振動の粒子としての描像である。系
のポテンシャルを原子変位でテイラー展開し、変位の 2次項まで考慮する方法を調和近似
といい、このときフォノン描像を獲得する。フォノンと波数の関係を図示したものをフォ
ノンバンド図といい、これを用いて系の安定性等を議論することができるようになり、こ
れを利用することで低温での構造転移について調べた研究などがある [28, 29]。この調和
近似のフォノン描像に対して、より高次の項からくる補正を行ったものを非調和計算とい
う。非調和性は高温での構造安定性を議論する上で重要であり [30]、調和近似に対してこ
の補正を行うことで安定性を示した研究などがある [31]。また、摂動論からフォノン同士
の相互作用を計算することで熱伝導率を評価する研究も行われており、この相互作用も 2

次より大きい高次の項からの寄与として記述されるため非調和計算と呼ばれる [16]。
3本章の記述は、研究室内部で用いられているテキストを参考にし、必要箇所に適宜修正を加えたもの

である。
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2.2.1 ハミルトニアンと運動方程式

錯体を考え、それを構成するM個の原子サイトのラベルを a, b, · · · として、そのイオ
ン芯位置の運動に関するハミルトニアンを

H =
1

2

M∑
a=1

∑
α=x,y,z

ma

(
Ṙα

a

)2
+

1

2

∑
a,b

U (Ra −Rb) (2.21)

と書く。平衡位置からのずれをuとし、調和近似を行うと、

H =
1

2

∑
a,α

ma(u̇
α
a )

2 +
1

2

∑
αβ

∑
ab

Aαβ
ab ·u

α
au

β
b (2.22)

となる。ここで、定数となる項は落とした。またこのとき、

Aαβ
ab =

∂α∂βU (R0
a −R0

b)

2
(2.23)

である。このハミルトニアンから、この系の運動方程式は、

ma
d2

dt2
uαa = −

∑
b,β

Aαβ
ab ·u

β
b (2.24)

となる。

2.2.2 基準モードとモード分離

前節で得た錯体のイオンに対する運動方程式、(2.24)式に対する特殊解として、全ての
サイトが同一の周波数で振動する状況を考え、

uαa (t) = Uα
a · exp [−jωt] (2.25)

とする。これを代入すると、

maω
2Uα

a =
∑
b,β

Aαβ
ab ·U

β
b (2.26)

となり、ここで、

∑
b,β

Aαβ
ab√

mamb

·
√
ma

√
mbU

β
b = ω2 ·maU

α
a

∑
b,β

Aαβ
ab√

mamb

·
√
mbU

β
b = ω2 ·

√
maU

α
a
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と変形し、

Da,α;b,β =
Aαβ

ab√
mamb

(2.27)

と定義すれば、Aαβ
ab の対称性を保つ新しい行列Dを導入できる。また、Ũ を次のように

定義する。

Ũa,α :=
√
maU

α
a (2.28)

この添字を書き下せば、

(a, α) = (1, 1) , · · · , (1, 3) ; (2, 1) , · · · , (2, 3) ; · · · , (M, 3) (2.29)

であり、これは3M個の成分を持つベクトルとみなすことができる。以上より、(2.26)式は、∑
b,β

Da,α;b,β·Ũb,β = ω2 · Ũa,α (2.30)

となり、3M次元の固有値問題に帰着できる。したがって、重複も含めれば、3M個の固有

値 {ω2
s}

3M
s=1と 3M 個の固有ベクトル

{
e
(s)
a,α

}3M

s=1
が得られる。この固有ベクトルを基準モー

ドと呼び、固有値を基準モード振動数と呼ぶ。対角化の精神に基づいて、

Ũa,α =
3M∑
s=1

Qs·e(s)a,α (2.31)

と固有ベクトルで展開すると見通しがよくなり、このときの展開係数 {Qs}3Ms=1を規準座標
という。ここまでで導入してきた変数変換を用いれば、元のハミルトニアンは、

H =
1

2

∑
a,α

(̇̃
Ua,α

)2
+

1

2

∑
αβ

∑
ab

Ũa,αDa,α;b,βŨb,β

=
1

2

∑
s

Q̇2
s +

1

2

∑
s

ω2
s ·Q2

s

=
∑
s

(
1

2
Q̇2

s + ω2
s ·Q2

s

)
(2.32)

となり、モード毎に独立な単振動に分解することがができる。

2.2.3 格子振動

前節では 1つの錯体を考え、そのイオンサイトの運動のモード分離について述べたが、
ここではそれを固体周期系の場合に拡張する。i番目の単位胞内のイオンaの位置を {Ri,a}
と書くと、サイト間の相互作用は

U =
1

2

∑
a,b

∑
i,j

U (Ri,a −Rj,b) =
1

2

∑
a,b

I (2.33)
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と書ける。ここで、相互作用部分について調和近似を行えば、

U
(
Ri,a −Rj,b

)
= U

(
R0

i,a −R0
j,b + ui,a − uj,b

)
(2.34)

= U
(
R0

i,a −R0
j,b

)
+
∂α∂βU

(
Ri,a −Rj,b

)
2

· uαi,au
β
j,b (2.35)

定数項を除くと、

I =
∑
i

∑
j

U (Ri,a −Rj,b) (2.36)

:=:
∑
i

∑
j

∂α∂βU (Ri,a −Rj,b)

2
uαi,au

β
j,b (2.37)

=
∑
i

∑
j

Aαβ
ij,ab · u

α
i,au

β
j,b (2.38)

このとき 2次の変位に関する係数Aは、

Aαβ
ij,ab =

∂α∂βU
(
Ri,a −Rj,b

)
2

(2.39)

である。ここで、変位 u、係数A、及び運動量 pをそれぞれ次のようにフーリエ級数展開
する。

ui,a =
1√
N

∑
q

uq,a exp
[
j · q ·R0

i,a

]
Aαβ

(
R0

i,a −R0
j,b

)
=

1

N

∑
q

Aαβ
q,ab exp

[
j · q ·

(
R0

i,a −R0
j,b

)]
pj,a =

1√
N

∑
q

pq,a exp
[
j · q ·R0

j,a

]
(2.40)

すると、最終的なハミルトニアンとして

H = T + U =
∑
a

1

2Ma

∑
q

pq,ap−q,a +
1

2

∑
a,b

∑
q

Aαβ
q,abu

α
a,qu

β∗
b,q =

∑
q

Hq (2.41)

が得られる。これは、フーリエ級数展開を行うことで、波数 qに関してモード分離出来る
ことを示しており、各フーリエ成分に関する運動

Hq =
∑
a

pq,ap−q,a

2Ma

+
1

2

∑
a,b

Aαβ
q,abu

α
a,qu

β∗
b,q (2.42)

が独立に起こっていると考えることが出来る。このハミルトニアンは、(2.22)式と同じ形
であるので、前節と同様の議論によってモード分解を行うことが出来る。このハミルトニ
アンから得られる運動方程式は、

Ma
d2

dt2
uαa,q = −

∑
b,β

Aαβ
q,ab·u

β
b,q (2.43)
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であり、この運動方程式の特解として、各サイトが同一の初期位相で振動する状況を考
え、変位 uを次のように書く

uαa,q (t) = Uα
a,q · exp [−iωt+ δ] (2.44)

また、

Dαβ
q,ab =

Aαβ
q,ab√
mamb

(2.45)

という行列を定義し、

Ũα
a,q :=

√
maU

α
a,q (2.46)

と於けば、次の行列方程式を得ることができて、結局 3M次元の固有値問題に帰着するこ
とが出来る。 ∑

b,β

Dαβ
q,ab·Ũ

β
b,q = ω2 · Ũβ

b,q (2.47)

より具体的に書けば、 Dαβ
q,ab




Ũx
1,q

Ũy
1,q
...

Ũ z
M,q

 = ω2 ·


Ũx
1,q

Ũy
1,q
...

Ũ z
M,q

 (2.48)

これを解くことで、各 qに対して 3M 個の固有値 ωが求まる。この結果を 2次元的に見
るために、横軸に q、縦軸に ωを取った図をフォノンバンド図と呼ぶ。したがって ωは波
数 qと枝に付けられたインデックス s (= 1, 2, 3, · · · , 3M)によって指定される。

2.3 第一原理熱伝導率計算4

2.3.1 ボルツマン輸送方程式

古典力学のリウヴィル定理によれば、衝突がない場合において、分布関数は保存される。

f (t+ dt, r + dr,v + dv) = f (t, r,v)

4本章の記述は、Kittel [32], Srivastava [5]の教科書に依拠している。
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衝突がない場合には、衝突によってこの分布が変化を受けるため、次のような式を考えれ
ば良い。

f (t+ dt, r + dr,v + dv)− f (t, r,v) = dt

(
∂f

∂t

)
coll

ここで左辺を全微分の形で表してあげれば、

dt

(
∂f

∂t

)
+ dr · gradrf + dv · gradvf = dt

(
∂f

∂t

)
coll

となり、ボルツマンの輸送方程式(
∂f

∂t

)
+ v · gradrf +

(
∂v

∂t

)
· gradvf =

(
∂f

∂t

)
coll

を得る。

2.3.2 フォノンに対する線形ボルツマン方程式

この節では、フォノンに対してボルツマン方程式を適用し、それを線形化することで、
フォノン流に対する線形ボルツマン方程式を導く。尚ここでは、おおまかな流れのみを述
べ、より詳しい計算過程については B.1に譲った。
定常状態でのフォノン流を考えるとき、ボルツマン方程式は次のようになる。

v · gradrf =

(
∂f

∂t

)
coll

ここで、左辺を温度勾配について書き直せば、

v · ∇T ∂f
∂T

=

(
∂f

∂t

)
coll

を得る。右辺の項を考えるために (q, s)の状態にあったフォノンが (q′, s′)の状態へと遷移
するような過程 (q, s) → (q′, s′)を考える。このとき遷移確率は、

P q′s′

qs = fqs (fq′s′ + 1)Qq′s′

qs

と書ける。ここでQq′s′
qs は潜在的な遷移確率である。また、この逆の過程、すなわち (q′, s′) →

(q, s)の遷移確率も同様に、

P qs
q′s′ = fq′s′ (fqs + 1)Qqs

q′s′
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と書ける。ここで、Qq′s′
qs = Qqs

q′s′であるため、この過程における分布関数の変化の正味の
割合は (

∂f

∂t

)
coll

=
∑
q′s′

(
P qs
q′s′ − P q′s′

qs

)
=
∑
q′s′

{fq′s′ (fqs + 1)− fqs (fq′s′ + 1)}Qqs
q′s′

となる。これをより一般的な過程として (qs) + (q′s′) → (q′′s′′) + (q′′′s′′′)にまで拡張す
れば、(

∂f

∂t

)
coll

=
∑
q′s′

{fq′′s′′fq′′′s′′′ (fqs + 1) (fq′s′ + 1)− fqsfq′s′ (fq′′s′′ + 1) (fq′′′s′′′ + 1)}Qq′′s′′,q′′′s′′′

qs,q′s′

(2.49)

となる。ここで、新たな関数 ψqsを次のように定義する。

fqs =
1

exp [h̄ω (qs)/kBT − ψqs]− 1

≃ f̄qs − ψqs
∂f̄qs

∂ (h̄ω (qs))

= f̄qs + ψqsf̄qs
(
f̄qs + 1

)
(2.50)

これを (2.49)式に代入して整理すると、

−
(
∂f

∂t

)
coll

=
∑

q′s′,q′′s′′,
q′′′s′′′

(ψqs + ψq′s′ − ψq′′s′′ − ψq′′′s′′′) P̄
q′′s′′,q′′′s′′′

qs,q′s′

=
∑
q′s′

P ss′

qq′ψs′

q′

= Xqs (2.51)

ここで、

P̄ q′′s′′,q′′′s′′′

qs,q′s′ = f̄qsf̄q′s′
(
f̄q′′s′′ + 1

) (
f̄q′′′s′′′ + 1

)
Qq′′s′′,q′′′s′′′

qs,q′s′

である。以上より線形ボルツマン方程式

vs(q) · ∇T
∂fqs
∂T

= −Xqs

を得る。
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2.3.3 熱伝導率

フーリエの法則

j = −κ∇T

より、熱伝導率は、形式的には次のように与えられる。

κij = − ji
∇T

·
(
∇Tj
∇T

)
= −ji · ∇Tj

|∇T |2

(2.52)

熱流 jは、フォノンの可能なモードの全ての足し合わせによって、次のように書ける。

j =
1

N0Ω

∑
qs

h̄ω (qs) fqsvs (q)

ここで、N0Ωは固体の体積である。フォノンの分布として (2.50)式で定義した分布を使
うと、

j =
1

N0Ω

∑
qs

h̄ω (qs)ψqsf̄qs
(
f̄qs + 1

)
vs (q)

よって熱伝導率は

κij = − 1

N0Ω|∇T |2
∑
qs

h̄ω (qs)ψqsf̄qs
(
f̄qs + 1

)
vi (qs) · ∇Tj

ここで、固体中のフォノンの群速度 vs (q)は、温度勾配に平行であるため、熱伝導率を
κij = κδijと書く。そしてこの κは

κ = − 1

N0Ω|∇T |2
∑
qs

h̄ω (qs)ψqsf̄qs
(
f̄qs + 1

)
vs (q) · ∇T (2.53)

となる。先程の線形ボルツマン方程式から

vs · ∇T = − Xqs(
∂fqs
∂T

)
であり、

∂f̄qs
∂T

=
h̄ω

kBT 2

exp [h̄ω (qs)/kBT ]

(exp [h̄ω (qs)/kBT ]− 1)2

=
h̄ω(qs)

kBT 2
f̄qs
(
f̄qs + 1

)
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から、

vs · ∇T = − Xqs(
∂fqs
∂T

)
= − kBT

2

h̄ω (qs)

Xqs

f̄qs
(
f̄qs + 1

)
であるため、これを代入すると

κ =
kBT

2

N0Ω|∇T |2
∑
qs

ψqsXqs

=
kBT

2

N0Ω|∇T |2
(ψ,X) (2.54)

を得る。

2.3.4 時間に依存した摂動による緩和時間

この節では、フェルミの黄金率から、3フォノン過程の遷移確率を導出し、それを対角
成分とそれ以外に分離する。尚、ここでは、おおまかな流れのみを述べ、より詳しい計算
過程については B.2に譲った。

単位時間あたりに、状態 iから状態 f へと遷移する確率は、フェルミの黄金律から

P f
i (3ph) =

2π

h̄
|⟨f | ν3 |i⟩|2δ (Ef − Ei)

と書ける。3フォノン過程を考える場合、過程として可能なのは、「2つのフォノンが衝突
して 1つのフォノンになる」、「1つのフォノンが 2つのフォノンに分裂する」の２つであ
る。前者の場合については、

|f⟩ = |fqs − 1, fq′s′ − 1, fq′′s′′ + 1⟩
|i⟩ = |fqs, fq′s′ , fq′′s′′⟩

Ef − Ei = h̄ (ω (q′′s′′)− ω (qs)− ω (q′s′))

から

P f
i (3ph) =

2π

h̄2
|⟨fqs − 1, fq′s′ − 1, fq′′s′′ + 1| ν3 |fqs, fq′s′ , fq′′s′′⟩|2δ (ω (q′′s′′)− ω (qs)− ω (q′s′))

ここで、ν3を生成消滅演算子を用いて書くと

ν3 =
1

3!

√
h̄3

8ρ3N0Ω

∑
qsq′s′q′′s′′

√
qq′q′′

CsCs′Cs′′
Ass′s′′

qq′q′′δq+q′+q′′,G

×
(
a†qs − a−qs

) (
a†−q′s′ − aq′s′

)(
a†q′′s′′ − a−q′′s′′

)
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である。これを使ってブラケットを展開すると、

⟨fqs − 1, fq′s′ − 1, fq′′s′′ + 1| ν3 |fqs, fq′s′ , fq′′s′′⟩

=

√
h̄3

8ρ3N0Ω

√
qq′q′′

CsCs′Cs′′
Ass′s′′

qq′q′′δq+q′+q′′,G

× ⟨fqs − 1, fq′s′ − 1, fq′′s′′ + 1| a−qsa−q′s′a
†
q′′s′′ |fqs, fq′s′ , fq′′s′′⟩

したがって、

P q′′s′′

qs,q′s′ =
πh̄

4ρ3N0Ω

qq′q′′

CsCs′Cs′′

∣∣∣Ass′s′′

qq′q′′

∣∣∣2fqsfq′s′ (fq′′s′′ + 1)

× δq+q′+q′′,Gδ (ω (q′′s′′)− ω (qs)− ω (q′s′))

また、後者についても同様に、

P q′s′,q′′s′′

qs =
πh̄

4ρ3N0Ω

qq′q′′

CsCs′Cs′′

∣∣∣Ass′s′′

qq′q′′

∣∣∣2 (fqs + 1) fq′s′fq′′s′′

× δq+q′+q′′,Gδ (ω (qs)− ω (q′s′)− ω (q′′s′′))

今回の場合の衝突項は、

−Xqs =
∑
q′s′

P ss′

qq′ (3ph)ψs′

q′

=
∑
q′′s′′

q′′′s′′′

[(
P q′′s′′

qs,q′′′s′′′ − P qs,q′′′s′′′

q′′s′′

)
+

1

2

(
P q′′′s′′′,q′′s′′

qs − P qs
q′′′s′′′,q′′s′′

)]

ここで、最後の式の前半の括弧が、「2つのフォノンが衝突して 1つのフォノンになる」と
いう状況を表し、後半の括弧が、「1つのフォノンが 2つのフォノンに分裂する」を表す。
後半の括弧についている 1

2
の係数は、サンメンションの 2重カウントを考慮したものであ

る。(2.51)式を導いたときと同様に、(2.50)式を用いれば、これは

−Xqs =
∑
q′s′

P ss′

qq′ (3ph)ψs′

q′

=
∑
q′′s′′

q′′′s′′′

[
P̄ q′′s′′

qs,q′′′s′′′

(
ψs
q + ψs′′′

q′′′ − ψs′′

q′′

)
+

1

2
P̄ q′′′s′′′,q′′s′′

qs

(
ψs
q − ψs′′′

q′′′ − ψs′′

q′′

)]
(2.55)

となる。これより、天下り的ではあるが、P ss′

qq′ (3ph)が P̄ を用いて、

P ss′

qq′ (3ph) =
∑
q′′s′′

q′′′s′′′

[
1

2
δss′δqq′

(
P̄ q′′s′′

qs,q′′′s′′′ + P̄ q′′′s′′′,q′′s′′

qs + P̄ q′′′s′′′

qs,q′′s′′

)

−δs′s′′′δq′q′′′

(
P̄ q′′′s′′′

qs,q′′s′′ + P̄ q′′s′′,q′′′s′′′

qs − P̄ q′′s′′

q′′′s′′′,qs

)]
(2.56)
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と書ける。ここで、P ss′

qq′ (3ph)を対角成分とそれ以外とに分けて書くと、

P ss′

qq′ (3ph) =
∑
q′′s′′

q′′′s′′′

[
1

2
δss′δqq′

(
P̄ q′′s′′

qs,q′′′s′′′ + P̄ q′′′s′′′,q′′s′′

qs + P̄ q′′′s′′′

qs,q′′s′′

)

−δs′s′′′δq′q′′′

(
P̄ q′′′s′′′

qs,q′′s′′ + P̄ q′′s′′,q′′′s′′′

qs − P̄ q′′s′′

q′′′s′′′,qs

)]
= Γqsδqq′δss′ + Λss′

qq′ (2.57)

となる。

2.3.5 緩和時間近似

3フォノン過程を考えたとき、(2.51)式はB.2の結果から

−
(
∂f

∂t

)
coll

= Xqs

=
∑
q′s′

P ss′

qq′ (3ph)ψs′

q′

=
∑
q′s′

(
Γqsδqq′δss′ + Λss′

qq′

)
ψs′

q′

= Γqsψ
s
q +

∑
q′s′

Λss′

qq′ψs′

q′ (2.58)

となる。単一モード緩和時間近似では、この衝突項を次のように近似する。

Xqs ≃ Γqsψqs (2.59)

また、ボルツマン輸送方程式の衝突項を、緩和時間を用いて書けば

−
(
∂f

∂t

)
coll

=
fqs − f̄qs
τqs

(2.60)

(2.50)式で定義したフォノンの分布関数を用いれば、

−
(
∂f

∂t

)
coll

=
f̄qs
(
f̄qs + 1

)
ψqs

τqs
(2.61)

これと先ほどの式を合わせれば、

τ−1
qs =

Γqs

f̄qs
(
f̄qs + 1

) (2.62)
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を得る。線形ボルツマン方程式の熱伝導率の表式

κ =
kBT

2

N0Ω|∇T |2
(ψ,X) (2.63)

の ψを Γを使って置き換えると、

κ =
kBT

2

N0Ω|∇T |2
(
XΓ−1, X

)
=

kBT
2

N0Ω|∇T |2
∑
qs

{
−vs (q) · ∇T

(
h̄ω (qs)

kBT 2
f̄qs
(
f̄qs + 1

))}
× τqs

f̄qs
(
f̄qs + 1

) {−vs (q) · ∇T
(
h̄ω (qs)

kBT 2
f̄qs
(
f̄qs + 1

))}
=

h̄2

N0ΩkBT 2|∇T |2
∑
qs

(vs (q) · ∇T )2ω2 (qs) τqsf̄qs
(
f̄qs + 1

)
=

h̄2

N0ΩkBT 2|∇T |2
∑
qs

(
v2
s (q) |∇T |

2)ω2 (qs) τqsf̄qs
(
f̄qs + 1

)
=

1

N0Ω

∑
qs

v2
s (q) τqs

{
h̄2ω2 (qs)

kBT 2
f̄qs
(
f̄qs + 1

)}
ここで、あるモード (q, s)の比熱を次のように定義する。

Cqs =
∂

∂T

(
h̄ω (qs)

exp [h̄ω (qs)/kBT ]− 1

)
=
h̄2ω2 (qs)

kBT 2

exp [h̄ω (qs)/kBT ]

(exp [h̄ω (qs)/kBT ]− 1)2

=
h̄2ω2 (qs)

kBT 2
f̄qs
(
f̄qs + 1

)
これより、緩和時間近似による熱伝導率の表式として

κ =
1

N0Ω

∑
qs

Cqsv
2
s (q) τqs
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を得る。また、この緩和時間 τqsは、

τ−1
qs (3ph) =

Γqs

f̄qs
(
f̄qs + 1

)
=

1

f̄qs
(
f̄qs + 1

) ∑
q′s′

q′′s′′

(
P̄ q′′s′′

qs,q′s′ +
1

2
P̄ q′s′,q′′s′′

qs

)

=
πh̄

4ρ3N0Ω

1

f̄qs
(
f̄qs + 1

) ∑
q′s′

q′′s′′

∣∣∣Ass′s′′

qq′q′′

∣∣∣2 qq′q′′

cscs′cs′′
δq+q′+q′′,G

×

{
f̄q′s′

(
f̄q′′s′′ + 1

)(
f̄qs + 1

) δ (ω (qs)− ω (q′s′)− ω (q′′s′′))

+
1

2

f̄q′s′ f̄q′′s′′

f̄qs
δ (ω (qs)− ω (q′s′)− ω (q′′s′′))

}
(2.64)

と計算できる。
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第3章 研究の方法

本章では、計算実務の内容について説明する。

3.1 高分子結晶の構造

3.1.1 初期構造の用意

実際に生成されている高分子は、通常アモルファスであり、結晶化した高分子の生成は困
難を極める [4]。したがって、既に知られている高分子が結晶化した際に、どのような構造
を取るのかを知ることは容易ではない。PolymerGenomeプロジェクトは、既に合成によっ
て知られている 34の高分子と、Universal Structure Predictor: Evolutionary Xtallography

(USPEX)やminima-hopping (MH)によって予測された 314の有機高分子と 472の有機金
属高分子の構造を提供している [33, 34, 35, 36]。今回は初期構造としてこれを利用した。

3.2 密度汎関数法
Forceを計算するために、VASP [37, 38, 39, 40]によって第一原理計算を行った。VASP

はオーストリア・ウィーン大学で開発されたソフトウェアであり、Projector Augmented

Waves (PAW) 法による密度汎関数法が実装されている [41]。Cut-off energyは、使用し
た擬ポテンシャルファイルで与えられているデフォルトの Cut-off energyのうち最大の
ものを利用した。多くの場合でそれは 400eVである。k-points間の間隔は 0.5Å−1に設定
し、PE結晶の場合について、その収束を確認しており、このとき生成された k-meshは
5× 3× 2であった。

3.3 変位のバリエーション
2次及び 3次の力定数を計算するために、有限差分法を用いる。これは、原子に直接変

位を与え、そのときのForceを計算することで力の定数を計算する方法である。これには、
対象性を考慮した変位のバリエーションを生成する必要があり、今回はそれに phonopy及
び phono3pyを利用した [42, 16]。この力の定数を計算する際に使用するスーパーセルは、
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計算コストの問題から、調和計算に関しては、各格子ベクトル a, b, cの長さが 10Åを超
えるように、非調和計算に関しては 5Åを超える最小のスーパーセルを使用した。

3.3.1 変位振幅の依存性

3.4 熱伝導率と原子変位の関係
凍結フォノン法でフォノン計算を行う際には、通常、ユニットセルで構造最適化をした

後、それを元にスーパーセルを作成しフォノン計算を行う。しかし、先にスーパーセルを
作成してそれに対して構造最適化を行い、そのままフォノン計算を行うことも当然可能で
ある。ポリエチレンの一次元鎖に対して次の 3つの場合でフォノン計算を行った。

pe1m4s モノマー 1つで構造最適化
→ 鎖方向に 4倍のスーパーセルを作成し、フォノン計算

pe2m2s モノマー 2つで構造最適化
→ 鎖方向に 2倍のスーパーセルを作成し、フォノン計算

pe4m1s モノマー 4つで構造最適化
→ 鎖方向に 1倍のスーパーセルを作成し、フォノン計算

得られた構造を以下に示す。これは 4倍のスーパーセルで構造最適化したときに長周期
構造となっていないことを確認するためである。
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図 3.1: 3通りの方法で用意された構造の比較。これらの構造の違いは、スーパーセルの作
成と構造最適化の順序による。ユニットセル内にモノマーX個を用意して構造最適化を
行い、その後、軸方向に Y 倍のスーパーセルを作成するこで得られた構造を「peXmYs」
と呼んでいる。この結果を見ると、長距離秩序は発生していないことがわかる。

いずれの場合でも目視ではその違いを確認できない程度に同じ構造となっており、長距
離秩序は発生していない。したがって、これらの構造に違いは、単にスーパーセル作成と
構造最適化の順序に起因する、僅かな原子位置の違いである。これらの構造について、調
和近似で得られるPhonon-DOS、自由エネルギー、エントロピー、定積比熱、エネルギー
の値を比較したものを以下に示す。
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図 3.2: 調和近似で得られる自由エネルギー、エントロピー、定積比熱、エネルギー比較。
調和近似の範囲内では、これらの構造の用意の仕方による違いは見られない。

これを見ると、確かにいずれの方法でスーパーセルを用意してもほとんど同じ値が得ら
れることが確認できる。
では次に非調和の計算で得られる熱伝導率について確認しておく。

31



図 3.3: スーパーセルの作成と構造最適化の順序を変えた場合の熱伝導率の比較。これら
の値は大きく異なっていることが確認できる。

これを見ると、スーパーセルの用意の仕方によって、熱伝導率の値がかなり変わってし
まっていることが確認できる。それぞれのスーパーセルについて、meshサイズを変更し
たときに、熱伝導率の値がどう変わるかも確認しておく。

32



図 3.4: meshサイズを変化させたときの熱伝導率の変化。この構造はユニットセル内にモ
ノマー 1個を用意して構造最適化を行い、その後軸方向について 4倍のスーパーセルを作
成した (pe1m4s)。各meshに対して、ピークの位置が 50K程ずれており、その値も数百
Wm−1K−1程度ぶれている。

図 3.5: meshサイズを変化させたときの熱伝導率の変化。この構造はユニットセル内にモ
ノマー 2個を用意して構造最適化を行い、その後軸方向について 2倍のスーパーセルを作
成した (pe2m2s)。各meshに対して、ピークの位置が 50K程ずれており、その値も数百
Wm−1K−1程度ぶれている。
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図 3.6: meshサイズを変化させたときの熱伝導率の変化。この構造はユニットセル内にモ
ノマー 4個を用意して構造最適化を行い、その後軸方向について 1倍のスーパーセルを作
成した (pe4m1s)。各meshに対して、ピークの位置が 20K程ずれており、その値は数十
Wm−1K−1程度ぶれている。

これを見ると、明らかに pe1m4sと pe2m2s、すなわち、スーパーセル作成前に構造最
適化をしたものについては、meshサイズを上げたときに全く収束しておらず、特に、熱
伝導率のピーク付近では、数百Wm−1K−1程度も、値がぶれてしまっていることがわか
る。一方で、スーパーセル作成後に構造最適化をした pe4m1sについては、meshサイズ
を上げたときの熱伝導率が、ピーク付近であっても数十Wm−1K−1程度に抑えられてい
ることがわかる。この結果から、高分子の熱伝導率を計算する際に、meshサイズを上げ
て熱伝導率が収束しないときは、スーパーセルを作成した後に構造最適化をする必要があ
ると言うことが出来る。ここでさらに、何故微小な原子位置の違いに対して、熱伝導率が
これほど鋭敏に反応してしまうのかについて考えるために、力定数を計算するときの原
子変位の振幅に着目した。すなわち、ここまでは、原子変位対する力を計算する際の振幅
として 0.03Åを用いていたが、この値が適当かどうかということについて議論したい。原
子変位に対する 2次の効果までを取り込んだ調和近似や、3次の効果を一部取り込んだ非
調和近似では、ごく微小な原子変位に対しては、変位に対するエネルギー局面を、2次や
3次で近似することができるという議論に基づいている。ポリエチレンの 1次元鎖に対す
る 0.03Åという原子変位が、この近似できる範囲を逸脱している可能性は十分に考えられ
る。そこで、この変位を 0.01Åとして、再度計算を行ってみた。結果を以下に示す。
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図 3.7: meshサイズを変化させたときの熱伝導率の変化。この構造はユニットセル内にモ
ノマー 1個を用意して構造最適化を行い、その後軸方向について 4倍のスーパーセルを作
成した (pe1m4s)。各meshに対して、ピークの位置がほとんど変わっておらず、その値は
数十Wm−1K−1程度ぶれている。

図 3.8: meshサイズを変化させたときの熱伝導率の変化。この構造はユニットセル内にモ
ノマー 2個を用意して構造最適化を行い、その後軸方向について 2倍のスーパーセルを作
成した (pe2m2s)。各meshに対して、ピークの位置がほとんど変わっておらず、その値は
数十Wm−1K−1程度ぶれている。
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図 3.9: meshサイズを変化させたときの熱伝導率の変化。この構造はユニットセル内にモ
ノマー 4個を用意して構造最適化を行い、その後軸方向について 1倍のスーパーセルを作
成した (pe4m1s)。各meshに対して、ピークの位置がほとんど変わっておらず、その値の
変化は数十Wm−1K−1の範囲に収まっている。

この結果を見ると、どの構造においても、meshサイズの依存性が、せいぜい数十Wm−1K−1

程度に収まっていることがわかる。したがって、一次元鎖の計算については、振幅を 0.01Å

として計算を行う。

3.5 緩和時間近似による熱伝導率の算定
固体中の熱のキャリアとして、荷電粒子、拡散原子、マグノン、そしてフォノンが知ら

れている。今回扱う高分子は、絶縁体であるため、電子は熱流のキャリアとはならない。
また、ポリマーの最小構成単位は「共有結合で結合した分子」であるため、原子の拡散は
発生せず、これも熱のキャリアとはなりえない。磁性もないため、マグノンによる熱輸送
も考えられず、この系の主要な熱のキャリアはフォノンであるとみなすことができる。こ
のフォノンの流れはボルツマンの輸送方程式によって記述される。今回我々はボルツマン
方程式の緩和時間近似をを高分子結晶に適用し、熱伝導率を評価するために phono3pyを
利用した。

ボルツマン方程式を緩和時間近似 [5, 16] の下で扱うと、

κ =
1

NV0

∑
λ

Cλvλ⊗vλτ
SMRT
λ (3.1)

として、フォノンの寿命 τ から熱伝導率 κ が得られる。ここでN はユニットセルの数、
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V0はユニットセルの体積であり、Cλ, vλ, τλは各モードの定積比熱、群速度、緩和時間で
ある。(τSMRT

λ の上添字 SMRTは Single-Mode Relaxation-Timeの意)。
第一原理計算によって計算された 2次の力定数に統計力学を適用することで、フォノン

の群速度及び定積比熱を決定する。さらに、同じく第一原理計算によって得られた 3次の
力定数を摂動理論に入れることで、フォノンの自己エネルギーを計算し、その虚部の逆数
からフォノンの緩和時間を得る。得られたこれらの値を (3.1)式に代入することで、熱伝
導率 κを得る。この流れをフローチャートに示した。

図 3.10: 熱伝導率評価までの流れ。第一原理計算で評価した「歪によるエネルギー上昇」
の 3次の係数 bを基に、各種模型理論のパラメタが決定され、緩和時間近似の下に熱伝導
率 κが決定される [16]。
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第4章 結果

4.1 緩和時間近似の較正

4.1.1 実験参照値

先に述べたように、緩和時間近似による高分子結晶の熱伝導率の計算例はこれまでにな
い。そこで、この手法が適用可能かどうかを議論するために、実験値との比較を行いたい
が、高分子結晶の場合、それは困難である。高分子は通常「ラメラ構造」や「シシカバブ
構造」といった構造をとるが (Fig. 4.1)、今回のシミュレーションでは、高分子が綺麗に積
層しながらどこまでも続くような、所謂、伸びきり鎖を仮定している (Fig. 4.2)。例えば、
ポリエチレンの熱伝導率については、ラメラ構造ポリエチレンの熱伝導率について、厚さ
や密度の依存性を調べた研究 [43]や、配向の揃えたポリエチレンフィルムの熱伝導率につ
いて、その温度依存性とともに調べた研究 [44]、超高分子量ポリエチレンの熱伝導率に関
する研究 [45]など、非常に多くの研究が行われている [46, 47, 48, 49, 50, 51]。これらは
いずれも伸びきり鎖結晶の熱伝導率の測定とはなっておらず、単純に我々の結果と比較す
るのは困難である。しかし、1993年、Choyらの研究において、用意した資料を Fig. 4.3

とモデル化することで、実験で測定された熱伝導率から試料内部に含まれる伸び切り鎖領
域の熱伝導率を見積もる研究が行われており、ここで得られた熱伝導率を我々の結果と比
較するのは妥当である [4]。この研究では、まず、低密度ポリエチレンマトリックスの中
において、配向の揃ったポリエチレンファイバーの体積分率を変え、最終的に外挿を取る
ことによって、ポリエチレンファイバーの熱伝導率を見積もっている。その後、上記の混
合物に対する測定値と、アモルファスなどに関する様々な実験値を組み合わせて、結晶の
熱伝導率を見積もるということを行っている。具体的には、Halpin-Tsai公式 [52]に先述
のファイバーの結果等を代入することで、結晶の熱伝導率を見積もっている [53, 54]。
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図 4.1: 左ラメラ構造の模式図、右シシカバブ構造の模式図 [55]。

図 4.2: 計算で用いたポリエチレン結晶の構造。所謂、伸びきり鎖構造をとっている。
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図 4.3: Choyらの研究において、ポリエチレンの伸びきり鎖結晶の熱伝導率を見積もるた
めに用いられていたモデル図 [4]。E, C, Aの領域はそれぞれ、伸びきり鎖結晶、折りた
たみ鎖、アモルファスの領域を示す。

また、ポリエチレンについては、モデル計算 [56, 57, 58, 59]や我々とはことなる手法
による第一原理的熱伝導率の評価も行われており [60, 61]、それらの結果と当該手法の比
較も行えるため、そういった意味でも較正に適していると言うことができる。

4.1.2 ポリエチレン結晶の熱伝導率

我々の第一原理計算から算定された定積比熱は、ポリエチレン結晶、T = 310.15 [K]

で、1.653 [Jg−1K−1]となり、同温度のおける実験値 1.479 [Jg−1K−1] と比べてよく一致す
る。これは、我々の第一原理計算と、調和近似の範囲内での枠組みの正当性を担保する。
この計算には phonopyを利用した [42]。

熱伝導率の結果をFig. 4.5に示す。得られた結果では、まず、結晶とファイバーという
異なる 2つの系で、熱伝導率の定量的な値の違い (一桁違う)という実験事実が、シミュ
レーションでも、よく再現されている。ここで、ファイバーの熱伝導率は、孤立した 1本
のポリエチレン鎖の熱伝導率を計算することで評価した (Fig. 4.5)。実験値との比較にお
いて目につくのは、温度依存性の違いである。これについては次章で議論する。
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図 4.4: ポリエチレンファイバーの熱伝導率を評価するために用いられた孤立した 1本の
ポリエチレン鎖の構造。
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図 4.5: [pe chain] (a:[60], b:[4]) ポリエチレン結晶に対する第一原理の先行研究結果 (図中
凡例の [a])と、結晶及びファイバーの実験値 (図中凡例の [a])との比較。実験において、
結晶とファイバーの熱伝導率が 1桁程異なることは既に知られており (青○及び青□シン
ボル)、我々の結晶及びファイバーの熱伝導率算定結果 (赤○及び赤□シンボル)はそのト
レンドを見事に再現してるが、結晶の場合の熱伝導率は温度依存性が大きく予見と異なっ
ている。一方、第一原理の先行研究とは似通った温度依存性が得られている。実験値は、
ポリエチレン結晶そのものへの測定ではなく、ポリエチレンファイバーの熱伝導率から、
結晶の結果を推定しており、この事が温度依存性の不一致の原因だと考えられる。

この結果は示唆に富んでおり、すなわち、配向の揃ったポリエチレン鎖を集めたもの
は、それ以上の意味を持たず、孤立した 1本の鎖に対するシミュレーションから得られる
熱伝導率で評価が可能であり、それを綺麗に積層することで初めて 1桁という劇的な変化
を遂げる。
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4.2 高熱伝導率高分子の探索

4.2.1 典型的な高分子

典型的な高分子について、当該手法を適用し、結晶の熱伝導率を算定する。典型的な
高分子としてPolyethylene terephthalate(PET)とPolyphenylene sulfide(PPS)を選んだ。
これらは工業的に幅広く使用されており、特にPETに関しては、ペットボトルの名前で、
普段から目にすることも多い。これらの高分子を選んだ理由は、こうした工業的普及もさ
ることながら、PE結晶に比べ、大きく異なる構造を有しているところにもある。具体的
には、PETはその鎖上に 1つのベンゼン環を有し、PPSは 2つのベンゼン環を有してい
る。PEはベンゼン環を有しておらず、こうした構造の違いが、熱伝導率にどのように影
響を及ぼすのかを考える上でも興味深い対象と言える。この計算結果をFig. 4.7に示した。

4.2.2 高熱伝導率高分子

高熱伝導率高分子の探索を行いたい。用意した高分子結晶の構造ファイルは、1000を
超えており、これらを網羅的に探索するのは困難である。そこで、何らかの基準であたり
を付けられると都合が良い。前節の結果は、エネルギーの体積依存性から熱伝導率が見
積もれる可能性を示唆していたが、計算結果が 3つだけであり、この評価方法が妥当であ
る保証はない。そこで、高分子結晶の構造に注目した。これまで計算した 3つの高分子の
中で、一番熱伝導率の高いのはPE結晶であり、これは、炭素を軸として、周りに水素が
ついている構造となっている。ベンゼン環が増えると、熱伝導率が低下するというおおま
かな傾向から、このPE結晶の構造が、高熱伝導率に寄与していると考えられる。そこで
PE結晶の水素の部分を、フッ素や窒素に置換した構造を選び出し、これについて計算し
た。また、エネルギーの体積依存性による評価も同時に行い、この妥当性を評価する。今
回最終的に計算した全ての高分子結晶の名称と、その略称をTable. 4.1に示し、これらの
構造を Fig. 4.6に示した。また、熱伝導率の算定結果を Fig. 4.7に示した。加えて、横軸
にエネルギーの体積依存性、縦軸に今回計算した 300Kにおける軸方向の熱伝導率を plot

したものを Fig. 4.8に示した。このとき計算された相関係数は∼ 0.9045と、非常に良い
相関を示した。
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表 4.1: [table.chosen] 今回我々が計算した高分子を、その略称と共に、このテーブルに
示す。

Name Abbreviation

Poly(ethylene) PE

Poly(phenylene sulfide) PPS

Poly(ethylene) terephthalate PET

Poly(vinylidene fluoride)-delta PVDF-delta

Poly(vinylidenesurely fluoride)-beta PVDF-beta

Poly-trifluoroethylene PTrFE

Poly(tetrafluoroethylene-alt-ethylene) ETFE

Polyacrylonitrile PAN

Poly(vinyl fluoride) PVF

PTrFE ETFE PVDF-delta 

PVDF-beta PVF PAN 

図 4.6: ポリエチレンと似た構造を持つ高分子の構造。
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図 4.7: [fig.kappa] 今回計算した高分子結晶の熱伝導率。ベンゼン環を含まない線形の高
分子は、それらを含むPETやPPSに比べて、高い熱伝導率を有することがわかる。加え
て、PVDF-beta及びPVFは、PEに匹敵する高い熱伝導率を持っており、さらに驚くべ
きことに、PVDF-betaの熱伝導率は、低温で PEのそれを凌いでいる。

4.3 熱伝導率の記述子
第一原理格子熱伝導率の算定には膨大な計算時間を要する。今後の高熱伝導率高分子の

探索を見据えたときに、より計算コストの小さい物性値から熱伝導率が予測できると都合
が良い。我々は非調和性を見積もるために、グリュナイゼン定数に注目した。グリュナイ
ゼン定数は非調和性の強さを示す指標であるので [62]、体積弾性率から非調和の効果を見
積もることができるだろう。調和近似の範囲内では熱伝導率が無限大になることから、そ
こからのズレである非調和性が大きいとき、熱伝導率は小さくなると言うことができる。
グリュナイゼン定数は体積弾性率と関連する [63]。そこで体積変化に対するエネルギーの
変化から、熱伝導率を見積もることを試みる。

体積を変化させたときのエネルギーの変化率等から得られるいくつかの量を組み合わ
せながら、熱伝導率と相関を持つものを探したところ、(∂2E/∂ε2)

−2 という値が、熱伝導
率と非常に良く相関することを見出した。その結果を Fig.4.8に示す。ここで、εは、体
積 V と V = (1 + ε)3V0という関係がある。
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図 4.8: [fig.corr] 計算された熱伝導率とエネルギーの体積依存性 (∂2E/∂ε2)
−2 の関係。こ

こで εは、体積 V と V = (1 + ε)3V0という関係がある。V0は平衡状態の体積である。線
形の関係をはっきり見て取れる。ここで青の線は最小二乗法によって得られたフィッティ
ング直線であり、その式は、y = 1.122× 107x− 8.085 である。
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第5章 考察

5.1 PEファイバーの実験/計算での温度依存性の差異
結晶の場合の比較は、ひとまず措くことにする。何故なら、結晶の場合で使用されて

いるモデル式では、先述の通り、様々な実験値や仮定が織り込まれており、それらの切り
分けが非常に複雑となるからである。また、結晶に関して、もう一言言えば、先行研究の
DFTの結果とも、我々の結果はよく一致しており相互に整合性もあるので、「結晶の場合
での実験/シミュレーションの温度依存性差異」は、「不完全な試料から見積もる」という
実験/モデル算定の手続きの不全に押し込めることが出来るだろう。一方、ファイバーの
場合ならば、実験で行っているの外挿のみであり、議論が簡単となるため、ファイバーの
場合の「実験とシミュレーションとの温度依存性の違い」の議論に集中することとする。

Fig. 5.1にファイバーの場合の温度依存性の比較 (実験/シミュレーション)を示した (図
中のシンボル 1とシンボル 2)。実験/シミュレーションの差異は、「ファイバー間伝搬の
有無」の違いから来ていると考えられる。シミュレーションでは「完全に孤立 1次元ファ
イバー」なのに対して、実験では、「配向の揃ったファイバー達」なので、ファイバー間
の伝搬寄与が入っている。この差異は、「結晶のシミュレーション」と「孤立 1次元ファ
イバーのシミュレーション」との結果を比較する事で、以下のように或る程度、理解でき
る。熱伝導率 κを与える (3.1)式で、「モード λに亘る総和」において、どのモードが大き
な寄与を与えるかを解析する。モード λ = (b, q)において、「波数のインデックス q」を横
軸、「バンドのインデックス b」を縦軸にして、この 2次元空間上で、「どのモードで比熱
や緩和時間がアクティブ (大きな寄与を与えている)かを示した ( Fig. 5.2, 5.3)。アクティ
ブモードの分布や、昇温に伴う拡がり方は、比熱に対しては、結晶/ファイバーとも、大
方同じだが、緩和時間については差異が大きく、ファイバーではアクティブ領域が、結晶
の其れに対して、大きく左下領域内に制限されていることがわかる。この「狭まった緩和
時間アクティブレンジ』」が温度依存性差異の理由だと特定する以下のような議論が展開
できる：
(3.1)式で、各モード λからの寄与は、比熱と群速度自乗と緩和時間の積で与えられて

いる。群速度の温度依存性は、シミュレーションには入っていないから、温度依存性を担
うのは、比熱と緩和時間である。比熱については、上述のように結晶/ファイバーとも大
方同じ分布を持つので、緩和時間 (Fig. 5.3)での結晶/ファイバーでのアクティブモード
の分布差異が両系での温度依存性差異を与えていると推測される。
ここで、ファイバーに対して、緩和時間のアクティブモード分布を、結晶での其れに
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人為的に置き換えて、κを評価したのが、Fig. 5.1のシンボル 3 である。実験と似た低温
の立ち上がりが再現される事がわかる。この事から、実験と「孤立 1次元ファイバーのシ
ミュレーション」との温度依存性の差異は、シミュレーションで捕捉されていない「ファ
イバー間伝搬に呼応した緩和時間を与えるモード (3次元的)」が取りこぼされている事に
原因を帰する事ができそうである。

図 5.1: [fig.results.pe chain.pe chain.1] (b:[4]) PEファイバーの熱伝導率 κ(T )の温度依存
性。青のプロットが実験結果、赤のプロットが我々の理論算定結果を示す。黒のプロット
は理論算定結果に対して、人工的にモードの寄与を変えたものである。
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図 5.2: 結晶とファイバーの各フォノンモードの Cvを、T=50, 170, 300 Kの場合につい
て示した。横軸が q点、縦軸が phonoバンドの枝に対応する。
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図 5.3: [fig.results.tau PE c and f]結晶とファイバーの各フォノンモードの緩和時間 τを、
T=50, 170, 300 Kの場合について示した。横軸が q点、縦軸が phonoバンドの枝に対応
する。

5.2 Common Polymersの実験値との比較
PEに加えて polyphenylene sulfide (PPS) 及び poly(ethylene terephthalate) (PET) に

ついても実験値との比較を行った。これらの高分子を選んだ理由は、一般的によく知ら
れている高分子であり、その構造がPEと特徴的に大きく異なり、また、比較的結晶に近
い試料での実験参照値が入手可能であったためである。これらの構造と熱伝導率の比較
結果については Fig. 5.4に示した。PPSについてはバルク中の配向を揃えた試料の実験
値 [64]、PETについては結晶性を 51%まで高めた試料の実験値 [65]との比較を行った。
得られた計算結果は、実験で見られるトレンド、すなわち κ (PET) < κ (PPS) ≪ κ (PE)

という関係を再現していることがわかる。また、完全な結晶でなくとも配向を揃えたり結
晶性を上げたものについても我々の計算に迫るところまで来ていることがわかった。
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図 5.4: PE, PPS, PETの計算と実験値との比較。ここでPEの実験結果はFig. 4.5で比較
しているものと同じである。PPSとPETについては完全な結晶に対する実験から得られ
たものではなく、それぞれ、バルク中の配向を揃えたものと、結晶性を 51%まで高めた試
料で測定されたものである。
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5.3 エネルギーの体積依存性
Fig. 4.8で見たように、エネルギーの体積依存性と 300Kでの熱伝導率は、よく相関し

ている。ここでは、その理由について考察する。エネルギーの体積依存性のところで計算
しているのは、

q =
1

2

(
∂2U (T, V )

∂ε2

)∣∣∣∣
ε=0

(5.1)

という量である。これを、V = V0(1 + ε)3の関係を用いて、変数を εから見慣れた V に書
き直すと、

q =
1

2

∂2U (S, V )

∂ε2

∣∣∣∣
ε=0

=
1

2

(
6V0

∂U (S, V )

∂V
+ 9V 2

0

∂2U (S, V )

∂V 2

)
(5.2)

となる。ここで、U (S, V )の V についての 1階微分は、2階微分に比べて無視できるので、

q =
1

2

∂2U (S, V )

∂ε2

∣∣∣∣
ε=0

∼ 9

2
V 2
0

(
∂2U (S, V )

∂V 2

)
(5.3)

と書ける。一方、体積弾性率KSは、

KS = V

(
∂2U (S, V )

∂V 2

)
T

(5.4)

であり、これと qとの関係は次のようになる。

KT (V = V0) =
2

9V0
q (5.5)

ここで、1
2
V 2
0

(
∂2U
∂V 2

)
を縦軸にとり、300Kでの定積比熱CV を横軸にとって、これらの関

係を確認しておく、
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図 5.5: 横軸に 300Kでの定積比熱 CV、縦軸に 1
2
V 2
0

(
∂2U
∂V 2

)
をとりプロットした。非常に

綺麗な相関関係を見ることが出来る。

これを見ると、綺麗な線形の関係を確認することが出来る。したがって、使用した記述
子 1/q2は、定積比熱CV を用いて、1/C2

V で置き換えることも可能である。しかし、フォ
ノン計算を用いずとも求められる qを利用したほうが、計算コストの面からすれば、ハイ
スループット計算に適している。ここで、高温での定積比熱が、系の自由度を反映してい
る事実を考えれば、ここで得られた結果というのは、系の自由度が大きいと熱伝導率が
小さくなる、すなわち非調和性が大きくなる傾向があるということである。今自由度は、
ユニットセル内の原子数の 3倍で与えられるので、ユニットセル内の原子数が多いと、非
調和性が大きくなる言い換えることが出来る。しかし、これは一見すると奇妙な主張に聞
こえる。というのは、計算に使用するユニットセルを 2倍にしても、熱伝導率は変わらな
いが、この記述子の値は変わってしまうからである。そこで、ここで改めて今回使用した
ユニットセルの持つ意味について考えてみる。今回計算に使用したユニットセルは、どの
高分子についても、繰り返しの最小単位で与えられている。したがって、繰り返し最小単
位に使われる原子の数が多いほど非調和性が大きくなるということである。実際、ユニッ
トセルの体積が大きくなると熱伝導率が低くなるという傾向も確認できる。
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図 5.6: 横軸にユニットセルの体積 V0、縦軸に 300K での熱伝導率をとりプロットした。
ユニットセルの体積が大きい、すなわち繰り返し最小単位の長さが大きいと、熱伝導率が
小さくなる傾向が見える。

5.4 PVDF-betaの温度依存性
ここで、PVDF-beta結晶の温度依存性に注目すると、高温領域においては PE結晶に

次ぐ高熱伝導率を示している。しかし減衰はポリエチレン結晶に比べて早い事がわかる。

5.4.1 緩和時間近似の比較

この振る舞いの違いを、各モードにおけるフォノンの寿命を見ることで考察する。各
モードにおけるフォノンの寿命を Fig. 5.7に示した。PVDF-betaは、局所的に 20000近
くの、PE結晶を凌ぐ程長いフォノン寿命を示している。しかし、その他の殆どの部分は
1000を下回る程度である。これから、PVDF-betaの高熱伝導率が特定のモードに支えら
れているため、高温領域での熱伝導率の逆転を生んでいることが分かる。
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図 5.7: [fig.0025 tau 3d 50Kd128] PVDF-betaの 50Kでの緩和時間 τ を、各モードについ
て示した。横軸が q点、縦軸が phonoバンドの枝に対応する。

5.4.2 振動モードの比較

ここでは、上記の緩和時間の分布の違いを、振動モードの違いから考察する。PEと
PVDF-betaの振動モードのうち、高寿命のものを選び、それを矢印で図示したものを
Fig. 5.8に示した。PVDF-betaの高寿命モードは、すべての原子が同じ方向に振動する
というモードであるのに対して、PEの高寿命モードは、炭素がほとんど動かず、水素の
みが振動するモードであるという違いがある。PEの場合、この主に水素のみが振動する
モードのバリエーションが多く存在する。
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PVDF-β PE 

図 5.8: 左 PVDF-betaの高寿命振動モードと右 PEの高寿命振動モードの比較。PVDF-

betaは、すべての原子が同じ方向に振動するというモードが高寿命を持つのに対して、PE
は、炭素がほとんど動かず、水素のみが振動するモードが高寿命である。
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第6章 結論

今回我々は第一原理計算手法 [16]を用いて、いくつかの高分子結晶について熱伝導率
の解析を行った。ポリエチレンに対して、結晶とファイバーのモデル化として、伸びきり
鎖結晶と孤立した一次元鎖の計算を行ったところ、実験から見積もられたそれらの値と非
常によく一致していることを確認したが、温度依存性に関しては実験と大きく異なって
いた [4]。解析の結果、その差異は実験とシミュレーションでの次元性の違い、すなわち、
ファイバー間の相互作用があるかどうかという話に帰着されることがわかった。この較正
の後、PPS、PETに対しても当該手法を適用したところ、これらの高分子結晶はPEに比
べ、非常に低い熱伝導率を持つことが明らかとなった。高熱伝導率高分子を探索するため、
PE結晶と似た構造を持つ高分子を 6つ選び出し、計算を行ったところ、PVDF-beta及び、
PVFがPEに匹敵する極めて高い熱伝導率を有することがわかった。特にPVDF-betaに
関しては、低温領域において、PE結晶を凌ぐ熱伝導率を有する。さらに我々は、この構
造と熱伝導率の間の関係を定量化することで、ユニットセルの大きさが大きいときに熱伝
導率が著しく小さくなることを見出した。これは、高分子の繰り返し最小単位が長いと熱
伝導率が下がることを意味し、今後の材料設計の指針となるものである。さらに、この関
係を発展させることで、高分子結晶のエネルギーの体積依存性、すなわちE (V )の曲率の
逆数の次乗が、300Kにおける熱伝導率と相関することを明らかにした。これは、今後の
高熱伝導率高分子探索を加速させる記述子としての可能性を秘めている。
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付 録A 擬ポテンシャル

A.1 Orthogonalized Plane Wave (OPW) 法と擬ポテン
シャル

水素様原子のハミルトニアンは次のように書くことが出来る。[
−1

2
∇2 − Ze2

r

]
Ψ(r) = EΨ(r)

これについては解析的な解が知られており、

Ψn,l,m (r) = Rn,l (r)Ym (θ, ϕ)

である。これを用いてブロッホ関数を満たす関数を作ると

Ψn,l,m,k (r) =
1√
N

∑
r′

exp [ir′k] Ψn,l,m (r− r′)

ここで、r′は各原子核の位置を表すベクトルである。これがブロッホの定理を満たすこと
は容易に確認できる。

T̂R · [Ψn,l,m,k (r)] =
1√
N

∑
r′

T̂R · [exp [ir′k] Ψn,l,m (r− r′)]

=
1√
N

∑
r′

exp [i (r′ +R)k] Ψn,l,m (r+R− r′)

=
1√
N

∑
r′′

exp [i (r′′ + 2R)k] Ψn,l,m (r− r′′)

= exp [2iRk]
1√
N

∑
r′′

exp [ir′′k] Ψn,l,m (r− r′′)

= exp [2iRk] Ψn,l,m,k (r)

途中、r′′ = −R + r′と置き直した。これを用いてコア付近に局在している電子の波動関
数を、係数 bn,l,m,k+Gを使って、

ϕcore
k+G (r) =

∑
n,l,m

bn,l,m,k+GΨn,l,m,k (r)
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と表す。また、平面波を

ϕk+G (r) =
1√
Ωcell

exp [i (k+G) · r]

と書いて、これらの線形和をとると、

χk+G (r) = ϕk+G (r) + ϕcore
k+G (r)

=
1√
Ωcell

exp [i (k+G) · r] +
∑
n,l,m

bn,l,m,k+GΨn,l,m,k (r)

となり、これをOPW基底と呼ぶ。ここで bn,l,m,k+Gを、χk+G (r)がΨn,l,m,k (r)と直交す
るように決める。これらの内積を計算すると、∫

Ψ∗
n,l,m,k (r)χk+G (r) dr

=

∫
Ψ∗

n,l,m,k (r)
[
ϕk+G (r) + ϕcore

k+G (r)
]
dr

=
1√
Ωcell

∫
Ψ∗

n,l,m,k (r) · exp [i (k+G) · r] dr+
∑
n,l,m

(∫
Ψ∗

n,l,m,k (r)Ψn′,l′,m′,k (r) dr

)
bn′,l′,m′,k+G

=
1√
Ωcell

∫
Ψ∗

n,l,m,k (r) · exp [i (k+G) · r] dr+ bn,l,m,k+G

となる。よって bn,l,m,k+Gは、

bn,l,m,k+G = − 1√
Ωcell

∫
Ψ∗

n,l,m,k (r) · exp [i (k+G) · r] dr

となる。文字が煩雑となってきたので、ブラケット記法を用いて、次のように関数をおき
なおす。

χk+G (r) = |χ⟩

ϕk+G (r) = |k+G⟩ = 1√
Ωcell

exp [i (k+G) · r]

ϕcore
k+G (r) = |k+G⟩core =

∑
α

b′α,k+G |α⟩

これを使うと先程の係数 bの満たすべき式は、

b′α,k+G = −⟨α | k+G⟩

と書き直せる。|χ⟩でハミルトニアン Ĥを挟むと、

⟨χ| Ĥ |χ⟩
= ⟨k+G| Ĥ |k+G⟩+ ⟨k+G| Ĥ|k+G⟩core+core ⟨k+G| Ĥ |k+G⟩+core ⟨k+G| Ĥ|k+G⟩core
= ⟨k+G| Ĥ |k+G⟩+

∑
α

b′α,k+G ⟨k+G| Ĥ |α⟩

+
∑
α

b
′∗
α,k+G ⟨α| Ĥ |k+G⟩+

∑
α′

∑
α

b′α,k+Gb
′∗
α′,k+G ⟨α′| Ĥ |α⟩
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ここで、

Ĥ |α⟩ = 1√
N

∑
r′

exp [ir′k] Ĥψα (r− r′)

=
1√
N

∑
r′

exp [ir′k]Eαψα (r− r′)

= Ea |α⟩

であるので、

⟨χ| Ĥ |χ⟩

= ⟨k+G| Ĥ |k+G⟩+
∑
α

b′α,k+GEα ⟨k+G | α⟩

+
∑
α

b
′∗
α,k+GEa ⟨α | k+G⟩+

∑
α

∑
α′

b′α,k+Gb
′∗
α,k+G′Eαδαα′

= ⟨k+G| Ĥ |k+G⟩ −
∑
α

b′α,k+Gb
′∗
α,k+G′Eα −

∑
α

b′α,k+Gb
′∗
α,k+GEa +

∑
α

b′α,k+Gb
′∗
α′,k+GEα

= ⟨k+G| Ĥ |k+G⟩ −
∑
α

b′α,k+Gb
′∗
α′,k+GEα

となる。これを平面波基底 |k+G⟩でハミルトニアン Ĥ を評価していると見直すと、結
局これは、

⟨χ| Ĥ |χ⟩

= ⟨k+G| Ĥ |k+G⟩ −
∑
α

⟨k+G | α⟩Eα ⟨α | k+G⟩

= ⟨k+G|

(
Ĥ −

∑
α

|α⟩Eα ⟨α|

)
|k+G⟩

= ⟨k+G|

(
−1

2
∇2 + V −

∑
α

|α⟩Eα ⟨α|

)
|k+G⟩

というハミルトニアンを評価していることに相当する。これは裸のポテンシャル V を∑
α

|α⟩Eα ⟨α|で埋めてしまっているとみなすことが出来る。
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付 録B 第一原理熱伝導率計算

B.1 フォノンに対する線形ボルツマン方程式
定常状態でのフォノン流を考えるとき、ボルツマン方程式は次のようになる。

v · gradrf =

(
∂f

∂t

)
coll

ここで、左辺を温度勾配について書き直せば、

v · ∇T ∂f
∂T

=

(
∂f

∂t

)
coll

を得る。右辺の項を考えるために (q, s)の状態にあったフォノンが (q′, s′)の状態へと遷移
するような過程 (q, s) → (q′, s′)を考える。このとき遷移確率は、

P q′s′

qs = fqs (fq′s′ + 1)Qq′s′

qs

と書ける。ここでQq′s′
qs は潜在的な遷移確率である。また、この逆の過程、すなわち (q′, s′) →

(q, s)の遷移確率も同様に、

P qs
q′s′ = fq′s′ (fqs + 1)Qqs

q′s′

と書ける。ここで、Qq′s′
qs = Qqs

q′s′であるため、この過程における分布関数の変化の正味の
割合は (

∂f

∂t

)
coll

=
∑
q′s′

(
P qs
q′s′ − P q′s′

qs

)
=
∑
q′s′

{fq′s′ (fqs + 1)− fqs (fq′s′ + 1)}Qqs
q′s′

となる。これをより一般的な過程として (qs) + (q′s′) → (q′′s′′) + (q′′′s′′′)にまで拡張す
れば、(

∂f

∂t

)
coll

=
∑
q′s′

{fq′′s′′fq′′′s′′′ (fqs + 1) (fq′s′ + 1)− fqsfq′s′ (fq′′s′′ + 1) (fq′′′s′′′ + 1)}Qq′′s′′,q′′′s′′′

qs,q′s′

(B.1)
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となる。ここで、新たな関数 ψqsを次のように定義する。

fqs =
1

exp [h̄ω (qs)/kBT − ψqs]− 1

≃ f̄qs − ψqs
∂f̄qs

∂ (h̄ω (qs))

= f̄qs + ψqsf̄qs
(
f̄qs + 1

)
(B.2)

これを (B.1)式に代入して整理したいが、添字が煩雑となるため、一旦次のようにおき
直す。

fqs = xa + a

ここで、xa = f̄qs, a = ψqsf̄qs
(
f̄qs + 1

)
である。同様にして、

fqs = xa + a

fq′s′ = xb + b

fq′′s′′ = xc + c

fq′′′s′′′ = xd + d

とおく。また、今後のために x′a = xa + 1を定義しておく。これらを用いれば、(B.1)式
内の

I = fq′′s′′fq′′′s′′′ (fqs + 1) (fq′s′ + 1)− fqsfq′s′ (fq′′s′′ + 1) (fq′′′s′′′ + 1)

は

I = (xc + c) (xd + d) (x′a + a) (x′b + b)− (xa + a) (xb + b) (x′c + c) (x′d + d)

と書ける。これを展開すると、

I = xcxd (x
′
ax

′
b + bx′a + ax′b) + dxcx

′
ax

′
b + cxdx

′
ax

′
b

= xcxd (x
′
ax

′
b + bx′a + ax′b) + dxcx

′
ax

′
b + cxdx

′
ax

′
b

− {xaxb (x′cx′d + dx′c + cx′d) + bxax
′
cx

′
d + axbx

′
cx

′
d}

= (xcxdx
′
ax

′
b − xaxbx

′
cx

′
d)

+ a (xcxdx
′
b − xbx

′
cx

′
d) + b (xcxdx

′
a − xax

′
cx

′
d)

+ c (xdx
′
ax

′
b − xaxbx

′
d) + d (xcx

′
ax

′
b − xaxbx

′
c)
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a, b, c, dは定義より微小量であるため、2次以上の項は無視した。ここで、a, b, c, dをそれ
ぞれ xa, xb, xc, xdで書き直すと、

I = (xcxdx
′
ax

′
b − xaxbx

′
cx

′
d)

+ ψqsxax
′
a (xcxdx

′
b − xbx

′
cx

′
d) + ψq′s′xbx

′
b (xcxdx

′
a − xax

′
cx

′
d)

+ ψq′′s′′xcx
′
c (xdx

′
ax

′
b − xaxbx

′
d) + ψq′′′s′′′xdx

′
d (xcx

′
ax

′
b − xaxbx

′
c)

= (xcxdx
′
ax

′
b − xaxbx

′
cx

′
d)

+ ψqsxa {xcxdx′ax′b − (xa + 1)xbx
′
cx

′
d}

+ ψq′s′xb {xcxdx′ax′b − (xb + 1)xax
′
cx

′
d}

+ ψq′′s′′xc {(xc + 1)xdx
′
ax

′
b − xaxbx

′
cx

′
d}

+ ψq′′′s′′′xd {(xd + 1)xcx
′
ax

′
b − xaxbx

′
cx

′
d}

= (xcxdx
′
ax

′
b − xaxbx

′
cx

′
d)

+ ψqsxa {(xcxdx′ax′b − xaxbx
′
cx

′
d)− xbx

′
cx

′
d}

+ ψq′s′xb {(xcxdx′ax′b − xaxbx
′
cx

′
d)− xax

′
cx

′
d}

+ ψq′′s′′xc {(xcxdx′ax′b − xaxbx
′
cx

′
d) + xdx

′
ax

′
b}

+ ψq′′′s′′′xd {(xcxdx′ax′b − xaxbx
′
cx

′
d) + xcx

′
ax

′
b}

= (xcxdx
′
ax

′
b − xaxbx

′
cx

′
d) (1 + ψqsxa + ψq′s′xb + ψq′′s′′xc + ψq′′′s′′′xd)

− {xaxbx′cx′d (ψqs + ψq′s′)− xcxdx
′
ax

′
b (ψq′′s′′ + ψq′′′s′′′)}

ここで詳細釣り合いの条件から、

f̄q′′s′′ f̄q′′′s′′′
(
f̄qs + 1

) (
f̄q′s′ + 1

)
= f̄qsf̄q′s′

(
f̄q′′s′′ + 1

) (
f̄q′′′s′′′ + 1

)
すなわち

xcxdx
′
ax

′
b = xaxbx

′
cx

′
d

であり、この関係から結局

I = −xaxbx′cx′d (ψqs + ψq′s′ − ψq′′s′′ − ψq′′′s′′′)

= −f̄qsf̄q′s′
(
f̄q′′s′′ + 1

) (
f̄q′′′s′′′ + 1

)
(ψqs + ψq′s′ − ψq′′s′′ − ψq′′′s′′′)

を得る。これを (B.1)式に戻すと、(
∂f

∂t

)
coll

=
∑

q′s′,q′′s′′,
q′′′s′′′

{fq′′s′′fq′′′s′′′ (fqs + 1) (fq′s′ + 1)− fqsfq′s′ (fq′′s′′ + 1) (fq′′′s′′′ + 1)}Qq′′s′′,q′′′s′′′

qs,q′s′

= −
∑

q′s′,q′′s′′,
q′′′s′′′

(ψqs + ψq′s′ − ψq′′s′′ − ψq′′′s′′′) f̄qsf̄q′s′
(
f̄q′′s′′ + 1

) (
f̄q′′′s′′′ + 1

)
Qq′′s′′,q′′′s′′′

qs,q′s′
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ここで、

P̄ q′′s′′,q′′′s′′′

qs,q′s′ = f̄qsf̄q′s′
(
f̄q′′s′′ + 1

) (
f̄q′′′s′′′ + 1

)
Qq′′s′′,q′′′s′′′

qs,q′s′

と定義すれば、

−
(
∂f

∂t

)
coll

=
∑

q′s′,q′′s′′,
q′′′s′′′

(ψqs + ψq′s′ − ψq′′s′′ − ψq′′′s′′′) P̄
q′′s′′,q′′′s′′′

qs,q′s′

=
∑
q′s′

P ss′

qq′ψs′

q′

= Xqs (B.3)

以上より線形ボルツマン方程式

vs(q) · ∇T
∂fqs
∂T

= −Xqs

を得る。

B.2 時間に依存した摂動による緩和時間
単位時間あたりに、状態 iから状態 f へと遷移する確率は、フェルミの黄金律から

P f
i (3ph) =

2π

h̄
|⟨f | ν3 |i⟩|2δ (Ef − Ei)

と書ける。3フォノン過程を考える場合、過程として可能なのは、「2つのフォノンが衝突
して 1つのフォノンになる」、「1つのフォノンが 2つのフォノンに分裂する」の２つであ
る。前者の場合については、

|f⟩ = |fqs − 1, fq′s′ − 1, fq′′s′′ + 1⟩
|i⟩ = |fqs, fq′s′ , fq′′s′′⟩

Ef − Ei = h̄ (ω (q′′s′′)− ω (qs)− ω (q′s′))

から

P f
i (3ph) =

2π

h̄2
|⟨fqs − 1, fq′s′ − 1, fq′′s′′ + 1| ν3 |fqs, fq′s′ , fq′′s′′⟩|2δ (ω (q′′s′′)− ω (qs)− ω (q′s′))

ここで、ν3を生成消滅演算子を用いて書くと

ν3 =
1

3!

√
h̄3

8ρ3N0Ω

∑
qsq′s′q′′s′′

√
qq′q′′

CsCs′Cs′′
Ass′s′′

qq′q′′δq+q′+q′′,G

×
(
a†qs − a−qs

) (
a†−q′s′ − aq′s′

)(
a†q′′s′′ − a−q′′s′′

)
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である。これを使ってブラケットを展開すると、

⟨fqs − 1, fq′s′ − 1, fq′′s′′ + 1| ν3 |fqs, fq′s′ , fq′′s′′⟩

=
1

3!

√
h̄3

8ρ3N0Ω

∑
qsq′s′q′′s′′

√
qq′q′′

CsCs′Cs′′
Ass′s′′

qq′q′′δq+q′+q′′,G

× ⟨fqs − 1, fq′s′ − 1, fq′′s′′ + 1|
(
a†qs − a−qs

) (
a†−q′s′ − aq′s′

)(
a†q′′s′′ − a−q′′s′′

)
|fqs, fq′s′ , fq′′s′′⟩

=
1

3!

√
h̄3

8ρ3N0Ω

×

(
3!

√
qq′q′′

CsCs′Cs′′
Ass′s′′

qq′q′′δq+q′+q′′,G ⟨fqs − 1, fq′s′ − 1, fq′′s′′ + 1| a−qsa−q′s′a
†
q′′s′′ |fqs, fq′s′ , fq′′s′′⟩

)

=

√
h̄3

8ρ3N0Ω

√
qq′q′′

CsCs′Cs′′
Ass′s′′

qq′q′′δq+q′+q′′,G

× ⟨fqs − 1, fq′s′ − 1, fq′′s′′ + 1| a−qsa−q′s′a
†
q′′s′′ |fqs, fq′s′ , fq′′s′′⟩

したがって、

P q′′s′′

qs,q′s′ =
πh̄

4ρ3N0Ω

qq′q′′

CsCs′Cs′′

∣∣∣Ass′s′′

qq′q′′

∣∣∣2fqsfq′s′ (fq′′s′′ + 1)

× δq+q′+q′′,Gδ (ω (q′′s′′)− ω (qs)− ω (q′s′))

また、後者についても同様に、

P q′s′,q′′s′′

qs =
πh̄

4ρ3N0Ω

qq′q′′

CsCs′Cs′′

∣∣∣Ass′s′′

qq′q′′

∣∣∣2 (fqs + 1) fq′s′fq′′s′′

× δq+q′+q′′,Gδ (ω (qs)− ω (q′s′)− ω (q′′s′′))

今回の場合の衝突項は、

−Xqs =
∑
q′s′

P ss′

qq′ (3ph)ψs′

q′

=
∑
q′′s′′

q′′′s′′′

[(
P q′′s′′

qs,q′′′s′′′ − P qs,q′′′s′′′

q′′s′′

)
+

1

2

(
P q′′′s′′′,q′′s′′

qs − P qs
q′′′s′′′,q′′s′′

)]

ここで、最後の式の前半の括弧が、「2つのフォノンが衝突して 1つのフォノンになる」と
いう状況を表し、後半の括弧が、「1つのフォノンが 2つのフォノンに分裂する」を表す。
後半の括弧についている 1

2
の係数は、サンメンションの 2重カウントを考慮したものであ
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る。(B.3)式を導いたときと同様に、(B.2)式を用いれば、これは

−Xqs =
∑
q′s′

P ss′

qq′ (3ph)ψs′

q′

=
∑
q′′s′′

q′′′s′′′

[
P̄ q′′s′′

qs,q′′′s′′′

(
ψs
q + ψs′′′

q′′′ − ψs′′

q′′

)
+

1

2
P̄ q′′′s′′′,q′′s′′

qs

(
ψs
q − ψs′′′

q′′′ − ψs′′

q′′

)]
(B.4)

となる。これより、天下り的ではあるが、P ss′

qq′ (3ph)が P̄ を用いて、

P ss′

qq′ (3ph) =
∑
q′′s′′

q′′′s′′′

[
1

2
δss′δqq′

(
P̄ q′′s′′

qs,q′′′s′′′ + P̄ q′′′s′′′,q′′s′′

qs + P̄ q′′′s′′′

qs,q′′s′′

)

−δs′s′′′δq′q′′′

(
P̄ q′′′s′′′

qs,q′′s′′ + P̄ q′′s′′,q′′′s′′′

qs − P̄ q′′s′′

q′′′s′′′,qs

)]
(B.5)
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と書ける。
∑
q′s′

P ss′

qq′ (3ph)ψs′

q′に実際にこれを代入してみると、

∑
q′s′

P ss′

qq′ (3ph)ψs′

q′

=
∑
q′s′

 ∑
q′′s′′

q′′′s′′′

[
1

2
δss′δqq′

(
P̄ q′′s′′

qs,q′′′s′′′ + P̄ q′′′s′′′,q′′s′′

qs + P̄ q′′′s′′′

qs,q′′s′′

)

−δs′s′′′δq′q′′′

(
P̄ q′′′s′′′

qs,q′′s′′ + P̄ q′′s′′,q′′′s′′′

qs − P̄ q′′s′′

q′′′s′′′,qs

)] ψs′

q′

=
∑
q′′s′′

q′′′s′′′

(∑
q′s′

1

2
δss′δqq′

(
P̄ q′′s′′

qs,q′′′s′′′ + P̄ q′′′s′′′,q′′s′′

qs + P̄ q′′′s′′′

qs,q′′s′′

)
ψs′

q′

)

−
∑
q′′s′′

q′′′s′′′

(∑
q′s′

δs′s′′′δq′q′′′

(
P̄ q′′′s′′′

qs,q′′s′′ + P̄ q′′s′′,q′′′s′′′

qs − P̄ q′′s′′

q′′′s′′′,qs

)
ψs′

q′

)

=
∑
q′′s′′

q′′′s′′′

(
1

2

(
P̄ q′′s′′

qs,q′′′s′′′ + P̄ q′′′s′′′,q′′s′′

qs + P̄ q′′′s′′′

qs,q′′s′′

)
ψs
q

)

−
∑
q′′s′′

q′′′s′′′

((
P̄ q′′′s′′′

qs,q′′s′′ + P̄ q′′s′′,q′′′s′′′

qs − P̄ q′′s′′

q′′′s′′′,qs

)
ψs′′′

q′′′

)

= −
∑
q′′s′′

q′′′s′′′

P̄ q′′′s′′′

qs,q′′s′′ψ
s′′′

q′′′ −
∑
q′′s′′

q′′′s′′′

P̄ q′′s′′,q′′′s′′′

qs ψs′′′

q′′′ +
∑
q′′s′′

q′′′s′′′

P̄ q′′s′′

q′′′s′′′,qsψ
s′′′

q′′′

+
1

2

∑
q′′s′′

q′′′s′′′

P̄ q′′s′′

qs,q′′′s′′′ψ
s
q +

1

2

∑
q′′s′′

q′′′s′′′

P̄ q′′′s′′′,q′′s′′

qs ψs
q +

1

2

∑
q′′s′′

q′′′s′′′

P̄ q′′′s′′′

qs,q′′s′′ψ
s
q (B.6)

一方、(B.4)式を、同じように分解すれば、∑
q′′s′′

q′′′s′′′

[
P̄ q′′s′′

qs,q′′′s′′′

(
ψs
q + ψs′′′

q′′′ − ψs′′

q′′

)
+

1

2
P̄ q′′′s′′′,q′′s′′

qs

(
ψs
q − ψs′′′

q′′′ − ψs′′

q′′

)]

=
∑
q′′s′′

q′′′s′′′

P̄ q′′s′′

qs,q′′′s′′′ψ
s
q +

∑
q′′s′′

q′′′s′′′

P̄ q′′s′′

qs,q′′′s′′′ψ
s′′′

q′′′ −
∑
q′′s′′

q′′′s′′′

P̄ q′′s′′

qs,q′′′s′′′ψ
s′′

q′′

+
1

2

∑
q′′s′′

q′′′s′′′

P̄ q′′′s′′′,q′′s′′

qs ψs
q −

1

2

∑
q′′s′′

q′′′s′′′

P̄ q′′′s′′′,q′′s′′

qs ψs′′′

q′′′ −
1

2

∑
q′′s′′

q′′′s′′′

P̄ q′′′s′′′,q′′s′′

qs ψs′′

q′′ (B.7)
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式が煩雑になってきたため、ここで次のように文字を置き直す。

qs = A

q′′s′′ = B

q′′′s′′′ = C

P̄ q′′′s′′′

qs,q′′s′′ = R (A,B → C)

P̄ q′′s′′,q′′′s′′′

qs = R (A→ B,C)

ψs
q = ψ (A)

これによって (B.6)式は、

−
∑
B,C

R (A,B → C)ψ (C)−
∑
B,C

R (A→ B,C)ψ (C) +
∑
B,C

R (C,A→ B)ψ (C)

+
1

2

∑
B,C

R (A,C → B)ψ (A) +
1

2

∑
B,C

R (A→ C,B)ψ (A) +
1

2

∑
B,C

R (A,B → C)ψ (A)

(B.8)

(B.7)式は、∑
B,C

R (A,C → B)ψ (A) +
∑
B,C

R (A,C → B)ψ (C)−
∑
B,C

R (A,C → B)ψ (B)

+
1

2

∑
B,C

R (A→ C,B)ψ (A)− 1

2

∑
B,C

R (A→ C,B)ψ (C)− 1

2

∑
B,C

R (A→ C,B)ψ (B)

(B.9)

と書ける。また、このとき成り立つ重要な関係式として、

(1) R (α, β → γ) = R (β, α → γ) , R (α → β, γ) = R (α → γ, β)

(2)
∑
β,γ

R (α → β, γ)ψ (β) =
∑
β,γ

R (α → β, γ)ψ (γ)

(3)
∑
β,γ

R (α, β → γ)ψ (γ) =
∑
β,γ

R (α, γ → β)ψ (β)

(4)
∑
β,γ

R (α, β → γ) =
∑
β,γ

R (α, γ → β)
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がある。これより、(B.8)式は、

−
∑
B,C

R (A,B → C)ψ (C)−
∑
B,C

R (A→ B,C)ψ (C) +
∑
B,C

R (A,C → B)ψ (C)

+
1

2

∑
B,C

R (A,C → B)ψ (A) +
1

2

∑
B,C

R (A→ C,B)ψ (A) +
1

2

∑
B,C

R (A,B → C)ψ (A)

= −
∑
B,C

R (A,B → C)ψ (C)−
∑
B,C

R (A→ B,C)ψ (C) +
∑
B,C

R (C,A→ B)ψ (C)

+
∑
B,C

R (A,C → B)ψ (A) +
1

2

∑
B,C

R (A→ C,B)ψ (A)

= −
∑
B,C

R (A,C → B)ψ (B)−
∑
B,C

R (A→ B,C)ψ (C) +
∑
B,C

R (C,A→ B)ψ (C)

+
∑
B,C

R (A,C → B)ψ (A) +
1

2

∑
B,C

R (A→ C,B)ψ (A)

= −
∑
B,C

R (A,C → B)ψ (B)−
∑
B,C

R (A→ B,C)ψ (C) +
∑
B,C

R (A,C → B)ψ (C)

+
∑
B,C

R (A,C → B)ψ (A) +
1

2

∑
B,C

R (A→ C,B)ψ (A)

= −
∑
B,C

R (A,C → B)ψ (B)−
∑
B,C

R (A→ C,B)ψ (C) +
∑
B,C

R (A,C → B)ψ (C)

+
∑
B,C

R (A,C → B)ψ (A) +
1

2

∑
B,C

R (A→ C,B)ψ (A) (B.10)

2つめの式への変形で、(B.8)式の第六項目に (4)の関係を使い、第四項目と第六項目を
足した。3つめの式への変形で、第一項目に (3)の関係を使った。4つめの式への変形で、
第三項目に (1)の関係を使った。5つめの式への変形で、第二項目に (1)の関係を使った。
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一方、(B.9)式は、∑
B,C

R (A,C → B)ψ (A) +
∑
B,C

R (A,C → B)ψ (C)−
∑
B,C

R (A,C → B)ψ (B)

+
1

2

∑
B,C

R (A→ C,B)ψ (A)− 1

2

∑
B,C

R (A→ C,B)ψ (C)− 1

2

∑
B,C

R (A→ C,B)ψ (B)

=
∑
B,C

R (A,C → B)ψ (A) +
∑
B,C

R (A,C → B)ψ (C)−
∑
B,C

R (A,C → B)ψ (B)

+
1

2

∑
B,C

R (A→ C,B)ψ (A)−
∑
B,C

R (A→ C,B)ψ (C)

= −
∑
B,C

R (A,C → B)ψ (B)−
∑
B,C

R (A→ C,B)ψ (C) +
∑
B,C

R (A,C → B)ψ (C)

+
∑
B,C

R (A,C → B)ψ (A) +
1

2

∑
B,C

R (A→ C,B)ψ (A) (B.11)

2つめの式への変形で、第六項目に (2)の関係を使い、第五項目と第六項目を足した。2

つめの式から 3つめの式へは、(B.10)式に合うように単に並び替えた。以上より、確かに
P ss′

qq′ (3ph)は (B.5)式のように書ける。ここで、P ss′

qq′ (3ph)を対角成分とそれ以外とに分け
て書くと、

P ss′

qq′ (3ph) =
∑
q′′s′′

q′′′s′′′

[
1

2
δss′δqq′

(
P̄ q′′s′′

qs,q′′′s′′′ + P̄ q′′′s′′′,q′′s′′

qs + P̄ q′′′s′′′

qs,q′′s′′

)

−δs′s′′′δq′q′′′

(
P̄ q′′′s′′′

qs,q′′s′′ + P̄ q′′s′′,q′′′s′′′

qs − P̄ q′′s′′

q′′′s′′′,qs

)]
= Γqsδqq′δss′ + Λss′

qq′ (B.12)

となる。
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