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第1章 最初に

1.1 背景
様相論理の意味論としてはクリプキモデルによる意味論の研究が盛んに行なわれている

が, 位相空間を用いた意味論の研究が Tarski等により古くから研究されてきた. それは,

様相演算子�を位相空間における開核演算 (与えられた集合の内部に存在する 最大の開
集合に対応させる演算)として解釈することである. この解釈は, 様相論理 S4の公理と対
応させて考えたとき非常に自然なものとなっている.

また, 位相空間を用いた空間による特徴づけに関する研究が最近行なわれるようになっ
てきている. たとえば, カントル空間や実数上の位相空間から構築される位相モデルに関
し, 様相論理 S4が完全であることが示されている.

また, 上の様な研究とは少し異なった視点からの研究も行なわれている. それは, 位相
空間の様に点の集合とその集合の部分集合のクラスからなる空間を意味論に用いた部分
集合モデルと部分集合空間論理呼ばれる 2つの様相演算子 (�, K)をもつ論理体系に関す
る研究である. これに関し, 本研究では点と集合とを意味論に加えた場合に, 点と集合そ
して様相論理体系との間にどのような関係があるかを調査してきた.

本研究では特に意味論的アプローチを行ない, 上で述べた 2種類の研究分野の調査を行
なった. すなわち, 位相モデルを用いての意味論の調査, そして部分集合空間論理において
完全性を示す為に用いるモデル, 決定可能性を示すために用いられた有限モデル性を持つ
モデル, そしてこのモデルと完全性を示す為に用いられたモデルとの間の関係を調査した.

また, 本研究では論理体系を S4を含む様相論理を対象とした意味論の構築として位相
モデルに対し点と開集合とを解釈に含めた意味論を考え, その意味論でのアプローチにお
いて以下のことを行なった.

2つの位相モデル間で論理式の解釈を変えないという関係の一つである topo-bisimulation

と直積空間との関係 を明らかにすることや, topo-bisimulation が位相空間を定める要素
である開集合と論理式の解釈を定める命題変数の付値による像との交叉関係に影響を受
けていることを, 或る条件を仮定して topo-bisimulation を構築することによって明らか
にした.

位相空間がもつ位相的な性質を他の位相空間に反映させる機能をもつ連続写像が, 与え
られた開集合系においてどの様に構築されるされるのかを, 或る束同型写像を仮定した場
合に明らかにし, それとともに連続写像が開集合系の部分集合と他方の空間における部分
集合の或るクラス (べき集合の部分集合)との間に束同型を与えることを明らかにした.
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構成
この論文では, まず第 2章で基本的な様相論理である正規な様相論理について述べ, 第

3章で位相空間と位相モデルの基本的な概念およびそれらの関わり (topo-bisimulation 等)

について触れたあと, 種々の空間における完全性を述べる. 第 4章では, 部分集合空間論理
と点と集合とを解釈に加えたモデルについてのべ, その完全性について触れる. 第 5章で
は, 第 4章で扱った部分集合空間論理の有限モデル性, 決定可能性について述べる.

最後に第 6章では, これらの調査をもとに得られた概念を考察し, 位相的な視点からま
とめることにする.

第 2章は主として [1], [3], [4]を参考にした. 第 3章の位相空間に関しては [5], [6], [7] を
参照し, 位相モデルや topo-bisimulaiton に関しては [1]を参照した. 第 4章, 第 5章で述べ
た結果は論文 [2]の主定理とその証明をまとめたものとなっている.
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第2章 様相論理

この章ではまず, 様相論理の中で正規 (normal)である様相論理について述べそのクリプキ
モデルを用いた一般的な解釈について述べる. そのあとに, 古くからよく知られている様
相論理である S4について触れたあと, 完全性定理の証明に用いられる極大無矛盾集合と
いう概念とリンデンバウムの補題 (Lindenbaum’s lemma)など極大無矛盾集合の諸性質に
触れていく. この章は主に, 文献 [1] ,[3] ,[4]を参考にした. この章でのべる結果は, 基本的
なものであるので証明は省略することにする. これらの詳細についてはこれらの文献を参
照して頂きたい.

2.1 正規な様相論理

様相論理の言語

まず, 論理を形成する際に用いる言語を定める. すなわち, 集合 Formula を以下の様に
帰納的に定める.

Definition 2.1.1. (Language) Propを命題変数の可算集合であるとする.

(i) P ∈ Prop ならば, P ∈ Formula,

(ii) ϕ, χ ∈ Formula ならば, (ϕ ∧ χ) ∈ Formula,

(iii) ϕ ∈ Formula ならば, (¬ϕ) ∈ Formula,

(iv) ϕ ∈ Formula ならば, (�ϕ) ∈ Formula.

ここで, ♦ϕを, (¬(�(¬ϕ)))の省略記号, (ϕ ∨ χ)を, (¬((¬ϕ) ∧ (¬χ))) の省略記号として
用い, (ϕ→ χ)を, ((¬ϕ) ∨ χ) の代わりの記号として用いてもよいことにする. また, 混乱
が生じない限りカッコを省略してもよいことにしておく. ただし, �と♦の結合の強さは
¬と同じとし, ∧,∨,→の結合の強さは�,♦,¬よりも弱くそれぞれが同じ結合の強さを持
つとする.

便宜上, 記号⊥を P0 ∧ ¬P0の省略記号として用いる. ここで, P0は Propに番号 (自然
数)を対応させたとき一番小さい番号に対応する Propの要素 (命題変数)であるとする.

また, �を ¬⊥の省略記号として用いる.

Formulaの要素を論理式 (formula)や文 (sentence)などと呼ばれるが, この論文では各
章を通して論理式と呼ぶことにする.
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2.1.1 クリプキ・モデル

ここでは, クリプキ (S.Kripke)によって与えられた様相論理の意味論について触れる.

Definition 2.1.2. 〈X,R〉がクリプキ・フレームであるとは, Xが空でない集合 (X �= ∅)
でありRがX 上の二項関係であることをいう. また, 〈X,R, ν〉がクリプキ・モデルであ
るとは, 〈X,R〉がクリプキフレームであり ν が命題変数の集合 PropからX のべき集合
P (X)への写像であることをいう.

与えられたクリプキ・モデル 〈X,R, ν〉において, ϕ ∈ Formulaの解釈 M,x |= ϕを以
下の様にして帰納的に定める.

Definition 2.1.3. 〈X,R, ν〉をクリプキ・モデルであるとする. それぞれの x ∈ Xに対し,

|=を次の様に帰納的に定める.

(i) すべての P ∈ Propに対し, M,x |=⇔ x ∈ ν(P )

(ii) M,x |= ϕ ∧ χ⇔M,x |= ϕかつM,x |= χ

(iii) M,x |= ¬ϕ⇔ M,x |=/ ϕ
(iv) M,x |= �ϕ⇔ 任意の yに対して, xRy ならば M, y |= ϕ

2.1.2 論理体系K
Lが様相論理であるとは, Lが公理系

ϕ→ (χ→ ϕ)

(ϕ→ (χ→ ψ)) → ((ϕ→ χ) → (ϕ→ ψ))

¬¬ϕ→ ϕ

の代入例である論理式 (Formulaの要素)すべてを含み, ϕ → χ ∈ Lかつ ϕ ∈ Lならば
χ ∈ Lという性質を持つような論理式の集合の中で最小の集合であることをいう. また,

様相論理Lが正規な様相論理であるとは, Lが性質

(N) ϕ ∈ Lならば�ϕ ∈ L

を持ち, かつ 公理型

(K) �(ϕ→ χ) → (�ϕ→ �χ)

の代入例である論理式をすべて含む様相論理であるとする. このとき, 最小の正規な様相
論理をKと呼ぶ. Kは

K = ∩{L | Lが正規な様相論理である }
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と表すことができ,

様相論理Lに関し, 論理式ϕがLで証明可能である (�L ϕと表す)とは ϕ ∈ L であるこ
とをいう (Γは無限集合でもかまわない).

さらに, この証明可能という概念を一般化しΓ �L ϕ (論理式の集合Γから論理式ϕが証
明可能)であることを以下の様に定義する.

Γ ⊆ Formula, ϕ ∈ Formulaに対し, Γ �L ϕであるとは,

�L ϕであるか, または或る ϕ1, ...ϕn ∈ Γ(nは自然数)が存在し,

�L ϕ1 ∧ ... ∧ ϕn → ϕ である

ことをいう.

この定義により�L ϕであることと ∅ � Lϕであることとが同値であることがわかる. 様
相論理Lが明示されているときは, �Lの添字L を省略することもある.

Proposition 2.1.1. Lを任意の正規な様相論理とする.

(1) ϕ1, ..., ϕn, ϕ ∈ Formula (nは自然数)に対し,

�L ϕ1 ∧ ... ∧ ϕn → ϕ ならば �L �ϕ1 ∧ ... ∧ �ϕn → �ϕ

(2) 任意の Γ ⊆ Formula, すべての ϕ ∈ Formulaに対して,

Γ �L ϕ ならば {�χ | χ ∈ Γ} �L �ϕ

次に, 無矛盾という概念について述べる.

Definition 2.1.4. Γ ⊆ Formulaが Lに関し無矛盾であるとは, Γ �L ⊥であることを
いう.

Proposition 2.1.2. 任意の Γ ⊆ Formulaに対し, Lに関し Γが無矛盾であることと

Γ �L ϕと Γ �L ¬ϕとの両方を満たす或る ϕ ∈ Formulaが存在する

こととは同値である.

Proposition 2.1.3. Γ �L ϕ⇔ Γ ∪ {¬ϕ}がLに関し無矛盾

2.2 極大無矛盾集合
Definition 2.2.1. ΓがLの極大無矛盾集合であるとは, ΓがLに関し無矛盾であり, さら
にすべての ϕ ∈ Formulaに対し ϕ ∈ Γまたは ¬ϕ ∈ Γのどちらかのみが成立することを
いう.

ここで, XL := {Γ | Γが様相論理Lの極大無矛盾集合 }としておく.
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Lindenbaum’s Lemma

Lを正規な様相論理であるとする.

Lemma 2.2.1. (Lindenbaum’s Lemma) 任意の Γ ⊆ Formulaに対し, ΓがLに関し無矛
盾ならば, 或るLの極大無矛盾集合∆が存在し Γ ⊆ ∆である.

Lindenbaum’s Lemmaから次が導かれる.

Lemma 2.2.2.

(1) {ϕ | Γ �L ϕ} = ∩{∆ ∈ XL | Γ ⊆ ∆} が任意の Γ ⊆ Formulaに対して成
り立つ. とくに,

(2) {ϕ | �L ϕ} = ∩{∆ | ∆ ∈ XL}

(1)を示す. このとき, すべての ϕ ∈ Formulaに対し,

Γ �L ϕならば ϕ ∈ Γであるから, 任意の∆ ⊆ Formulaに対し Γ ⊆ ∆ならば ϕ ∈ ∆. す
なわち, ϕ ∈ ∩{∆ ∈ XL. | Γ ⊆ ∆}. 逆に, Γ �L ϕならば, Proposition2.1.3より Γ ∪ {¬ϕ}
が無矛盾であるので, Lindenbaum’s Lemmaより 或る∆0 ∈ XLが存在し Γ ∪ {¬ϕ} ⊆ ∆0

であるから, Γ ⊆ ∆0かつ ϕ /∈ ∆0である. すなわち, ϕ /∈ ∩{∆ ∈ XL | Γ ⊆ ∆}である.

Q.E.D.

ここで, Lemma 2.2.2において, (1)は, Γ �L ϕであることと ϕが Γ ⊆ ∆であるすべて
の Lの極大無矛盾集合∆に属することとが同値であることを表し, (2)は, ϕが様相論理
Lで証明可能であることと ϕがすべての L極大無矛盾集合に含まれることとが同値であ
ることを表している.

カノニカルモデル

様相論理Lの極大無矛盾集合全体の集合 XL上に関係RLを定める.

Definition 2.2.2. x, y ∈ XLであるとする.

xRLy ⇔ すべてのϕ ∈ Formulaに対し�ϕ ∈ xならば ϕ ∈ y

これは

xRLy ⇔ すべてのϕ ∈ yに対し♦ϕ ∈ x

と言いかえることができる. この関係RLに対し次が成立する.

Proposition 2.2.3. 任意の x ∈ XL, すべての ϕ ∈ Formulaに対し,
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�ϕ ∈ x⇔ 任意の y ∈ XLに対し, xRLyならば ϕ ∈ y

次に, フレーム 〈XL, RL〉上に付値 νLを次の様に定める. すべての P ∈ Propに対し

νL(P ) = {Γmax ∈ XL | P ∈ Γmax}

このとき, 〈XL, RL, νL〉をカノニカルモデル (canonical model)という.

Lemma 2.2.4. (Truth Lemma) すべての ϕ ∈ Formula, x ∈ XLに対し,

ML, x |= ϕ⇔ ϕ ∈ x

が成立する.

完全性定理

ここで, Γ ⊆ Formulaに対しΓ |=L ϕであるとは, 任意のクリプキモデルM = 〈X,R, ν〉
と, それぞれの x ∈ Xに対し,

M,x |= ψがすべての ψ ∈ Γに対し成り立つならば, M,x |= ϕ

であることをいう.

Theorem 2.2.5. (Completeness) 任意のΓ ⊆ Formula, およびすべてのϕ ∈ Formulaに
対し,

Γ |=L ϕならば Γ �L ϕ

である.

2.3 代表的な公理型とその完全性
ここに, 代表的な公理型を挙げる.

�(ϕ→ χ) → (�ϕ→ �χ) (K)

�ϕ→ ϕ (T)

�ϕ→ ��ϕ (4)

♦ϕ→ �♦ϕ (5)

S4とは, 公理型 (K),(T),(4)の代入例すべてを含む最小の正規な様相論理である. また,

性質

(M) �L ϕ→ χならば �L �ϕ→ �χ

を持ち, 次の公理系の代入例すべてを含む最小の様相論理Lと S4は一致する.
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��
�(ϕ ∧ χ) → (�ϕ ∧ �χ)

�ϕ→ ϕ

�ϕ→ ��ϕ

S5とは, 公理型 (K),(T),(5)の代入例すべてを含む最小の正規な様相論理である. また,

S5は S4よりも真につよい体系 (すなわち, �S4 ϕならば �S5) であるが, その逆は成り立た
ないことが知られている.

完全性定理

擬順序 (反射律, 推移律)をもつクリプキ・モデルを S4モデルと呼び, 同値関係 (反射律,

推移律, 対称律)をもつクリプキ・モデルと呼ぶことにする. すると, 次の定理が成り立つ.

Theorem 2.3.1. (1) S4は, S4モデルのクラスに対し健全であり完全である.

(2) S5は, S5モデルのクラスに対し健全であり完全である.
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第3章 様相論理S4と位相空間

この章では,一般位相空間の定義に触れ, canonical topological spaceとmodelに触れたあと
位相空間に随伴して用いられる概念である連続写像 (continuous map)と topo-bisimulation

との関係について述べる. この章の位相空間に関する定義や, 定理は主に文献 [6], [5], [7]

を参考とし, 位相モデルや topo-bisimulation に関しては文献 [1]に従った.

3.1 位相空間
Definition 3.1.1. 〈X,O〉 が位相空間であるとは、X が集合であり, OがX のべき集合
P (X)の部分集合かつ, Oが開集合系であることをいう. ただし O が開集合系であるとは,

Oが次の 3つの性質を満たすことである.

(i) ∅, X ∈ O

(ii) u, v ∈ O ならば, u ∩ v ∈ O

(iii) {uλ}λ∈Λ ⊆ O ならば,
⋃

λ∈Λ uλ ∈ O (Λ は添字集合).

条件 (ii)と次に挙げる条件 (ii’)とは同値であることが導かれる.

(ii’) u1, · · ·, un ∈ O ならば,
n⋂

j=1

uj ∈ O (nは自然数)

開集合系に属する集合を開集合という. また条件 (ii)を ”Oが有限個の部分集合に関して
閉じているといい, 条件 (iii)を, ”Oが無限の和集合に関して閉じているという.

X を集合とするとき, 〈X,P (X)〉は位相空間である. また, この位相空間を離散位相空
間という.

次に, 集合に位相を入れる (すなわち, 開集合系を決定する)際に用いられる開基 (open

base)および, 部分基 (subbase)の概念について述べる.

Definition 3.1.2. 〈X,O〉を位相空間とする. このとき, Oの部分集合 B がOの開基 (open

base) であるとは, 任意の u ∈ O に対し, 或る {Bλ}λ∈Λ ⊆ B が存在し, その {Bλ}λ∈Λ に
より, u =

⋃

λ∈Λ

Bλ と表せることである.
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この様に開基を定義すると, 開基 B は次の性質 (B1),(B2) を持つ.

(B1) 任意の x ∈ Xに対し, 或る W ∈ B が存在し x ∈W

(B2) 任意の W1,W2 ∈ B と 任意の x ∈W1 ∩W2に対し, 或る W3 ∈ B が
存在し, x ∈W3 ⊆W1 ∩W2

逆に, 与えられた B ⊆ P (X) が 条件 (B1), (B2)を満たしているとき, O を

O := {
⋃

λ∈Λ

Bλ | {Bλ}λ∈Λ ⊆ B かつ Λは任意の添字集合 }

と定めると, O は 開集合系となることが示される.

Definition 3.1.3. 〈X,O〉を 位相空間とする. このとき, S ⊆ O が Oの部分基 (subbase

of O) であるとは, 集合 {
n⋂

j=1

Sj | {Sj}n
j=1 ⊆ S} が O の開基となることである.

Proposition 3.1.1. 任意の集合X に対し, 集合のクラス S0 ⊆ P (X) が任意に与えられ
ているとする. その S0 によりX の開集合系Oを構築することができる. 言い換えれば,

S0 ⊆ P (X)により, 位相を入れることができる.

Proposition 3.1.1 を確かめるために,

S := S0 ∪ {X} とし, B := {
⋂n

j=1, Sj | {Sj}n
j=1 ⊆ S} と定める.

このとき, Bが開基であること (すなわち, Bが性質 (B1), (B2)を満たすこと)を確かめ,

O をO := {
⋃

λ∈Λ

Bλ | {Bλ}λ∈Λ ⊆ B} と定めればよい.

Proposition 3.1.1の正確な意味は, 与えられたS0の要素をすべて開集合にするような開
集合系のうち最小のものである開集合系Oが存在するということである. このとき, Oを
集合のクラス S0により生成されるという.

ここで, 開集合 (系)と深い関係にある内部, 開核演算の概念について述べる.

Definition 3.1.4. 〈X,O〉 を位相空間とし, A ⊆ X とする. このとき集合Ai を次を満た
す集合として定義する.任意の x ∈ X に対し,

x ∈ Ai ⇔或る u ∈ Oが存在し, x ∈ u ⊆ A

このAiをAの内部 (interior)やAの開核 (open kernel)といい, iを開核演算 (interior op-

erator)という. また, x ∈ Aiであることを”xがAの内点である”という.

この定義により, AiをAi = ∪{u ∈ O | u ⊆ A} と書くことができるが, これはAの内点全
体の集合AiがAに含まれる開集合の中で最も大きい開集合であることを意味している.
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開核演算と開集合との間には次の様な関係が成立する. 任意の u ⊆ X に対し,

(IO) uが開集合⇔ ui = u

また, P (X)から P (X)への写像 ∗iが開核演算であることと次の 4つの性質をもつことと
は同値である. A,BをXの任意の部分集合とする.

(I1) X i = X

(I2) (A ∩ B)i = Ai ∩Bi

(I3) Ai ⊆ A

(I4) (Ai)i = Ai

この 4つの性質が 2章で紹介した様相論理 S4の公理系と非常に似ていることから, S4と
位相空間との関わりが古くから注目されてきた.

次に, 位相空間と共に扱われる連続写像という概念について定義を述べる.

Definition 3.1.5. 〈X,O〉, 〈X ′, O′〉を 位相空間とする. 任意の f : X → X ′ に対して, f

が X上の連続写像であるとは,

任意の u′ ∈ O′に対し, f−1(u′) ∈ O

を満たすことをいう. また, f が X から X ′ への 位相同型写像 (homeomorphism) である
とは, f が全単射であり f が X 上の連続写像 かつ f−1が X ′上の連続写像であることを
いう.

また, 位相空間 〈X,O〉, 〈X ′, O′〉 に対し X から X ′への 或る位相同型写像が存在する
時, 〈X,O〉と 〈X ′, O′〉 (または, XとX ′)が位相同型であるという.

Definition 3.1.6. 〈X,O〉, 〈X ′, O′〉を位相空間とし, f をX からX ′への写像とする. こ
のとき f が開写像であるとは, 任意の u ∈ Oに対し f(u) ∈ O′であることをいう.

Definition 3.1.7. 〈Xλ, Oλ〉を位相空間とする (λ ∈ Λ). このときBを

有限個の λに対し uλ ∈ Oλであり, その他の λに対し uλ = Xλである様な集
合 (Πλ∈ΛXλの部分集合)のクラス

であるとする. このとき, Bを開基とするΠλ∈ΛXλ上の位相を直積 (弱)位相と呼び, 通常,

直積集合の位相を考える時は, この直積位相を用いる.

特に, 各 λに対し 〈Xλ, Oλ〉が {0, 1}の離散位相空間であるとき, 直積集合XΛに直積位
相をいれた直積位相空間を カントル空間と言う.

Proposition 3.1.2. 〈Xλ, Oλ〉を位相空間とする (λ ∈ Λ). このとき射影 prλ : Πµ∈ΛXµ →
Xλ を prλ((xµ)µ∈Λ) = xλにより定義する. すると,

prλ は, 全射であり連続かつ開写像である.
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3.2 位相モデル
前節で与えられた概念を用い, ここでは, 古くから Tarski 等により位相を用いて行なわ

れてきた S4 の 解釈について触れたあと, その完全性について触れる.

Definition 3.2.1. M = 〈X,O, ν〉が 位相モデル (topological model)であるとは,

〈X,O〉が位相空間 であり, かつ νが集合 PropからX のべき集合 P (X)への写像である
ことを言う. この様な写像 νをM 上の付値という.

次に, ϕ ∈ Formula の解釈 M,x |= ϕ を以下の様に定義する.

Definition 3.2.2. M = 〈X,O, ν〉 を 位相モデルとする. それぞれの x ∈ X に対し, |= を
次の様に帰納的に定義する.

(i) 任意の P ∈ Propに対し M,x |= P ⇔ x ∈ ν(P )

(ii) M,x |= ϕ ∧ χ⇔ M,x |= ϕ かつ M,x |= χ

(iii) M,x |= ¬ϕ⇔ M,x |=/ ϕ
(iv) M,x |= �ϕ⇔ 或る u ∈ O が存在し, その uにおいて, x ∈ uでありかつ,

任意の y ∈ u に対し M, y |= ϕ

特に 対象としているモデルM が明確であるとき, M,x |= ϕ を簡略して x |= ϕ と書く.

ここで, 位相モデルM = 〈X,O, ν〉の付値 νを次の様にして Formulaから P (X)への
写像に拡張する.

ν(ϕ) := {x ∈ X |M,x |= ϕ}

また, 任意の A ⊆ X に対し

x ∈ Ai ⇔或る u ∈ Oが存在し, x ∈ u ⊆ A

であったので, これらから 上述の定義 (Definition 3.2.2) (iv) は

M,x |= �ϕ⇔ x ∈ ν(ϕ)i

と表すことができる. すなわち, これは ν(�ϕ) = ν(ϕ)i であることを表している. この様
に, 位相モデルにおいては �を 開核演算として解釈している.

14



カノニカル空間とカノニカルモデル

この節では, 極大無矛盾集合を要素とする集合に位相を定める (開集合系を定める)こと
により, 完全性定理を示す. また, 健全性については, 容易に示されるので証明を省略する.

ここで, Lを S4 を含む任意の様相論理とする. 今, XLをLの極大無矛盾集合全体の集合
とし, 任意の ϕ ∈ Formulaに対し 〈ϕ〉 を 〈ϕ〉 := {Γmax ∈ XL | ϕ ∈ Γmax} と定める. この
とき, BLをBL := {〈�ϕ〉 | ϕ ∈ Formula} と定めると次が成立する.

Lemma 3.2.1. BL は, 開基の性質 (B1), (B2)を満たす.

Definition 3.2.3. (Canonical space)

〈XL, OL〉がカノニカル位相空間 (canonical topological space)であるとは,

XLが極大無矛盾集合全体のクラスであり, OLがBLを開基とする開集合系

であることを言う.

次に, このカノニカル位相空間に付値 νLを定める.

Definition 3.2.4. (Canonical model)

ML = 〈XL, OL, νL〉 が カノニカル位相モデル (canonical topological model) であるとは,

〈XL, OL〉が カノニカル位相空間であり, 付値 νLを各 P ∈ Propに対し νL(P ) = {Γmax |
P ∈ Γmax} と定めた 位相モデルであることをいう.

このカノニカルモデルに関する後述の Truth Lemmaの証明に用いる性質をProposition

として, 次に触れておく.

ϕ, χ ∈ Formulaであるとする. このとき,

Proposition 3.2.2. 〈¬ϕ〉 = 〈ϕ〉c (= XL\〈ϕ〉), 〈ϕ ∧ χ〉 = 〈ϕ〉 ∩ 〈χ〉

Proposition 3.2.3. 〈ϕ〉 ⊆ 〈χ〉 ⇔�L ϕ→ χ

が成り立つ.

〈ϕ〉 ⊆ 〈χ〉 であることと, 任意の y ∈ XL に対して ϕ → χ ∈ y であることと同値であ
る. したがって, Lemma 2.2.2 により Proposition 3.2.3が示される.

Lemma 3.2.4. (Truth Lemma) すべての ϕ ∈ Formula に対し,

任意の x ∈ XLに対し ML, x |= ϕ ⇔ x ∈ 〈ϕ〉 である.
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Proof: Formula の構成に関する帰納法により証明を行なう. まず, base case のとき,

すなわち ϕ ∈ Prop であるときは |=,および νL の定義より直ちに証明される. また,

induction step として, ϕが ϕ = χ ∧ ψ, または ϕ = ¬χ であるとき, Proposition 3.2.2 を
適用することにより示される. ここでは, ϕ = �χ の場合のみの証明の詳細を述べる.

任意の x ∈ XL に対し,

(⇒)

ML, x |= �χ ならば, 定義より或るW ∈ OLが存在し x ∈ W かつ任意の y ∈ W に対
し ML, y |= χ である. W ∈ OL であることを考えると, 或る ψ ∈ Formula が存在し
x ∈ 〈�ψ〉 ⊆ W かつ任意の y ∈ 〈�ψ〉 に対して M, y |= χ であることが導かれる. す
なわち帰納法の仮定により, 任意の y ∈ 〈�ψ〉 に対して, y ∈ 〈χ〉 と言い換えられるので,

〈�ψ〉 ⊆ 〈χ〉である. 上述のProposition 3.2.3 より, �L �ψ → χが導かれ� に関する推論
規則により, �L ��ψ → �χである. また 公理 (T), (4) により �L ��ψ ↔ �ψ であるか
ら, �L �ψ → �χである. Proposition 3.2.3 より 〈�ψ〉 ⊆ 〈�χ〉 であり, x ∈ 〈�ψ〉 であっ
たので求める結果である x ∈ 〈�χ〉 を得る.

次に, この逆を示す.

(⇐)

x ∈ 〈�χ〉ならば, 〈�χ〉 ∈ BLかつ BL ⊆ OLより, u := 〈�χ〉 と定めれば, x ∈ uかつ
u ∈ OLである. これとは独立に, �χ→ χは公理 (T)の代入形であるから, 任意の y ∈ XL

に対し�χ→ χ ∈ y. 極大無矛盾集合の性質より, �χ ∈ y ならば χ ∈ y である. 言い換え
ると, 任意の y ∈ XLに対して y ∈ 〈�χ〉 ならば y ∈ 〈χ〉 である. 一方 u = 〈�χ〉 であった
ので, 任意の y ∈ u に対し, y ∈ 〈χ〉. 帰納法の仮定より ML, y |= χである. 以上をまとめ
ると, この u ∈ OLに対し, x ∈ u かつ 任意の y ∈ uに対し, ML, y |= χ となることから,

定義により求める結果である ML, x |= �χ を得る. Q.E.D

Γ, ϕ を Γ ⊆ Formula, ϕ ∈ Formula とする. このとき Γ |=L ϕ であるとは, 任意の位
相モデルM =< X,O, ν >と, 任意の x ∈ X に対し

M,x |= ψがすべてのψ ∈ Γに対して成り立つならばM,x |= ϕ

であることとする.

この時, 前述のTruth Lemma から, 次の完全性定理が導かれる.

Theorem 3.2.5. (Completeness) 任意の Γ ⊆ Formula に対し, Γ |=L ϕ ならば, Γ �L ϕ.

Proof: 対偶を示す. Γ �L ϕ と仮定する. すると Γ ∪ {¬ϕ}が無矛盾集合であるから
Lindenbaum’s Lemma (Lemma 2.2.1)より, 或る Γmax ∈ XL が存在し, Γ∪ {¬ϕ} ⊆ Γmax.

特に, ¬ϕ ∈ Γmaxである. このとき極大無矛盾集合の性質 より, ϕ /∈ Γmax つまり, Γmax /∈
〈ϕ〉 である. ここで Truth Lemma から ML,Γmax |=/ ϕが導かれる. 他方, 任意の ψ ∈ Γ

に対し, ψ ∈ Γmax であるので, Truth Lemma より ML,Γmax |= ψ である. 以上をまと
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めると, 或る Γmax ∈ XL が存在し, 任意の ψ ∈ Γ に対して ML,Γmax |= ψ であるが
ML,Γmax |=/ ϕ. すなわち, Γ |=/ Lϕ である. Q.E.D

また, カノニカル空間 〈XL, OL〉に関しては, 次の様な結果も知られている.

Proposition 3.2.6. 〈XL, OL〉 は、compact かつ dense-in-itself である.

このことから, S4は compact かつ dense-in-itself であるような位相空間のクラスに限っ
ても完全となるということが言える.

3.3 topo-bisimulation

次に topo-bisimulation という概念を導入し, その概念と真偽値との関係, また 位相空
間上の連続写像との関係について述べる.

Definition 3.3.1. 〈X,O, ν〉, 〈X ′, O′, ν ′〉を位相モデルとする. XとX ′上の空でない関係
� ⊆ X × X ′が topo-bisimulationであるとは, 次の性質を満たすことを言う. x � x′ な
らば,

(i) x ∈ ν(P ) ⇔ x′ ∈ ν ′(P )

(ii) x ∈ u ∈ O ならば, 或る u′ ∈ O′が存在し, x′ ∈ u′ であり,

任意の y′ ∈ u′ に対し 或る y ∈ u が存在し y � y′ を満たす.

(iii) x′ ∈ u′ ∈ O′ ならば, 或る u ∈ Oが存在し, x ∈ u であり,

任意の y ∈ u に対し 或る y′ ∈ u′ が存在し y � y′ を満たす.

条件 (ii)をフォースコンディション (forth condition)といい, 条件 (iii)をバックコンディ
ション (back condition) という. また, X ×X ′上の関係⇀が, 上の定義 (i),(ii)を満たし
ているとき, ⇀を topo-simulation といい, M ′がM を simulation すると言う (M ⇀ M ′

などと書く). また, topo-bisimulation � が, 全面的 (total)であるとは,

任意の x に対し, x � x′ を満たす或る x′が存在し, かつ
任意の x′ に対し, x � x′ を満たす或る xが存在する

ことをいう. つまり, これは Xと X ′ のすべての要素に対し topo-bisimulation � が定義
されているという状態のことである.

この topo-bisimulation とこの章で扱っているセマンティクスとの間には 非常に深い関
係がある. そこで, この topo-bisimulation という概念とモデルの真偽との関係について述
べることにする.
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Theorem 3.3.1. M = 〈X,O, ν〉, M ′ = 〈X ′, O′, ν ′〉 を 位相モデルとし, � ⊆ X ×X ′ が
topo-bisimulation であるとする. この時, すべての ϕ ∈ Formula に対し, 次が成立する.

任意の x ∈ X, x′ ∈ X ′に対し
x � x′ ならば M,x |= ϕ⇔M ′, x′ |= ϕ

Proof: Formula の構成に関する帰納法により証明を行う.

ϕ = P ∈ Prop であるとき, x � x′ ならば bisimulation � の定義 (i) により, x ∈
ν(P ) ⇔ x′ ∈ ν ′(P ). |= の定義を適用し, M,x |= P ⇔ M ′, x′ |= P を得る. 次に ϕ = χ∧ψ,

および ϕ = ¬χ の形のときは, |= の定義により 直ちに証明される. 最後に ϕ = �χ であ
るとき, x � x′ ならばM,x |= �χの定義である

或る u ∈ Oが存在し, x ∈ uかつ任意の y ∈ uに対しM, y |= χ

という条件と,

或る u′ ∈ O′が存在し, x′ ∈ u′かつ任意の y′ ∈ u′に対しM ′, y′ |= χ

という条件が同値であることを示せばよい. そこで, 或る u ∈ Oが存在し, x ∈ uかつ任
意の y ∈ uに対しM, y |= χ であるとすると, x ∈ u ∈ Oであるので� の定義 (ii)(forth

condition)により, ”或る u′ ∈ O′が存在し x′ ∈ u′であり, 任意の y′ ∈ u′ に対し 或る y ∈ u

が存在し y � y′” である. この y � y′である yと y′の組に対し帰納法の仮定を適用す
ると, M, y |= χ ⇔ M ′, y′ |= χ. 一方で 仮定よりこの yに対して M, y |= χ であったか
ら, M ′, y′ |= χである. y′は u′の任意の要素であったので, 以上をまとめるとM,x |= �χ
ならば M ′, x′ |= �χ である. また, この逆を示すときには, topo-bisimulation の定義 (iii)

(back condition) を用いる. Q.E.D.

この定理の逆 については, 実は 無限の深さを持つ言語を対象とした場合には成立する
が, 我々が普段扱うような有限の深さしか持たない言語を対象とした場合には 一般には,

成立しないことが知られている. そこで, 前定理の逆に制限を加えた次の定理を述べるこ
とにする.

Theorem 3.3.2. M = 〈X,O, ν〉, M ′ = 〈X ′, O′, ν ′〉を有限位相モデルとする. さらに, 与
えられた x ∈ X, x′ ∈ X ′に対し, M,x |= ϕ ⇔ M ′, x′ |= ϕがすべての ϕ ∈ Formula に対
して成り立つとする. このとき,

x � xである topo − bisimulation � (⊆ X × X)′が存在する.

Proof: X ×X ′上の関係�を
z � z′

def⇔ 任意の ϕ ∈ Formulaに対し M, z |= ϕ⇔ M ′, z′ |= ϕ

と定める. このとき x � x′ であり, それゆえ �は空ではない関係である. そこで, � が
topo-bisimulation であることを示せばよい. z � z′ ならば, � の与え方から任意の P ∈
Prop(⊆ Formula) に対しM, z |= P ⇔M ′, z′ |= P であるので z ∈ ν(P ) ⇔ z′ ∈ ν ′(P ) が
成立する. 次に, (forth condition) が成立することを背理法により示す. つまり, z � z′ か
つ z ∈ u ∈ O であるとき, 任意の u′ ∈ O′に対し
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z′ ∈ u′ ならば 或る y′ ∈ u′ が存在し, 任意の y ∈ u に対し y �/ y′

と仮定する. このとき, � の 与え方から, y �/ y′ は, ”或る ϕ ∈ Formula が存在し, この
ϕ に対しては M, y |= ϕ ⇔ M ′, y′ |= ϕ が成り立たない” ということと同値である. そし
て, 次と同値であることに注意しておく.

或る ϕy ∈ Formula が存在し M, y |=/ ϕy かつM ′, y′ |= ϕy

今, 主張の条件より 位相モデルM が有限モデルであるので, u の要素も有限である. す
なわち, 次の様に与えた Φu′ が Formula の要素となる (任意の u′ ∈ o′ に対し 存在する
y′ ∈ u′を一つ固定して与える).

Φu′ := ∧{ϕy | y ∈ u}

すると ϕy の性質から M ′, y′ |= Φu′ かつ任意の y ∈ u に対して M, y |=/ Φu′ が導かれる.

したがって, 任意の y ∈ u に対して M, y |= ¬Φu′ である. ここまでを簡単にまとめると,

次の様になる.

z � z′かつ z ∈ u ∈ O であるとき, 任意の u′ ∈ O′に対し z′ ∈ u′ならば, 任意
の y ∈ uに対し M, y |= ¬Φu′ である.

また, このことは M ′ が 有限モデルであることから, 次の様に言い換えることができる.

z � z′かつ z ∈ u ∈ O であるとき 任意の y ∈ u に対し M, y |= ∧{¬Φu′ | u′
は z′ ∈ u′ ∈ O′を満たす }

すなわち, z � z′かつ z ∈ u ∈ Oであるとき, ”z ∈ uかつ任意の y ∈ uに対しM, y |=
∧{¬Φu′ | z′ ∈ u′ ∈ O′}” であるから, M, z |= � ∧ {¬Φu′ | z′ ∈ u′ ∈ O′}である. z � z′

よりM ′, z′ |= � ∧ {¬Φu′ | z′ ∈ u′ ∈ O′}. 定義より, 或る v′ ∈ O′が存在し, z′ ∈ v′かつ
任意の y′′ ∈ v′に対し, M ′, y′′ |= ∧{¬Φu′ | z′ ∈ u′ ∈ O′}. z′ ∈ v′ ∈ O′ であるから,特に,

任意の y′′に対し M, y′′ |= ¬Φv′ である. しかし, Φv′ の与え方から, 或る y′ ∈ v′が存在し
M ′, y′ |= Φv′ であるから, 矛盾である. また (back condition)についても, 同様に示される.

Q.E.D.

これらのことから, 2つの位相モデル間の関係である topo-bisimulation が論理式の意味
を変えない関係であること, また, その逆に有限位相モデル間における論理式の意味を変
えない関係が topo-bisimulation の関係にあることがわかった.

この次は, topo-bisimulation と連続写像との関わりについて触れる.

Theorem 3.3.3. 〈X,O, ν〉, 〈X ′, O′, ν ′〉を位相モデルとし, f をXからX ′への写像で, 任
意の P ∈ Propに対し ν(P ) = f−1(ν ′(P ))であるとする. このとき,
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f が連続ならば, 関係 f−1によりM がM ′を simulation する (M ′ ⇀M).

Proof: X ′ ×X上の関係 ⇀を, それぞれの (x′, x) ∈ X ′ ×Xに対し x′ ⇀ x⇔ x′ = f(x)

と定める. まず, f の条件より, 任意の P ∈ Propに対し f−1(ν ′(P )) = ν(P )であるから,

任意の (x′, x) ∈ X ′ × X に対して x′ ∈ ν ′(P ) ⇔ x ∈ ν(P )である. また, x′ ⇀ xかつ
x′ ∈ u′ ∈ O′であるとき, u := f−1(u′)と定めると x ∈ uであり, 任意の y ∈ uに対し
y′ := f(y)と定めれば y′ ⇀ yである. すなわち, ⇀はX ′ ×X 上の topo-simulation であ
る. よって, ⇀によりM がM ′を simulation すると言える. Q.E.D.

Theorem 3.3.4. 〈X,O, ν〉, 〈X ′, O′, ν ′〉を位相空間とし, f をXからX ′への写像で, 任意
の P ∈ Propに対し ν(P ) = f−1(ν ′(P ))を満たすものとする. このとき,

fが全射でありX上連続かつ開写像であるならば, fは全面的な topo-bisimulation

である.

特に, f が位相同型写像であるならば, f は全面的な topo-bisimulation である.

Proof: X ×X ′上の関係を x � x′ ⇔ x′ = f(x)と定めると, 前定理 Theorem 3.3.3と同
様にして示される. Q.E.D.

3.4 様々な位相空間における完全性定理
〈X,O〉を位相空間とし, ϕを ϕ ∈ Formulaとする. このとき, Γ |=〈X,O〉 ϕであるとは,

M = 〈X,O, ν〉である任意の位相モデルと,それぞれのx ∈ Xに対し, M,x |= ψ

が すべての ψ ∈ Γに対して成り立つならばM,x |= ϕ

であることとする.

前節に触れた topo-bisimulation の性質を用いて, Aiello[1]により証明が行われた空間
を用いた S4の完全性がある. 位相空間に関する完全性とは, 以下の様な主張である. Lを
S4より強い (S4を含む)様相論理であるとする.

Definition 3.4.1. 〈X,O〉を位相空間とする. このとき, 様相論理Lが空間 〈X,O〉に関し
完全であるとは, 任意の Γ ⊆ Formula, すべての ϕ ∈ Formulaに対して

Γ �L ϕならば Γ |=〈X,O〉 ϕ

であることをいう.

この位相空間に関する完全性定理の証明にはクリプキモデルから作られる位相モデル
を用いている. その構築には, 反射律と推移律とを満たす擬順序 (quasi-order)と開集合系
との関係を利用している. まずは, その内容について述べていくことにする.

20



Theorem 3.4.1. M = 〈X,R, ν〉を S4モデル (RがW 上の擬順序) であるとする. この
とき,

或る位相モデルMR = 〈X,OR, νR〉が存在し, すべての ϕ ∈ Formula, 任意の
x ∈ Xに対しM,x |= ϕ⇔MR, x |= ϕである.

すなわち, 与えられた S4モデルに対し論理式の意味を変えないような位相モデルが存在
するということである.

Proof: OR = {u | uはX の部分集合でRについての upward closed set} とする. ただ
し, uがRについての upward closed setであるとは x ∈ uかつ xRyならば y ∈ uが成り
立つこととする. このとき, ORはX の開集合系となる. また, すべての P ∈ Propに対
し, νR(P ) := ν(P ) とすれば, 帰納法により, すべてのϕ ∈ Formula, 任意の x ∈ Xに対し
M,x |= ϕ⇔ MR, x |= ϕ であることが導かれる. Q.E.D.

逆に, 位相モデルM = 〈X,O, ν〉に対し, S4モデルMO = 〈X,RO, ν〉を

xROy ⇔ y ∈ ∩{u ∈ O | x ∈ u}

とすることにより構築することができるが, 一般に M,x |= ϕ ⇔ MO, x |= ϕであること
が証明できない. しかし, 〈X,O〉がアレクサンドロフ空間であるとき, すなわち, 任意の
x ∈ Xに対し

Xの部分集合である ∩{u ∈ O | x ∈ u}が開集合

であるときにはM,x |= ϕ⇔ MO, x |= ϕであることが示される.

この様にして与えられた位相モデルに対して, 以下のことがわかっている [1].

Theorem 3.4.2. M = 〈X,R, ν〉をX にRに関する最小元をもつ有限 S4モデルとする.

このとき, 或る位相モデルMΣ = 〈Σ, OΣ, νΣ〉が存在し,

MRとMΣとの間に全面的な topo-bisimulation が存在し, かつ
位相空間 〈Σ, OΣ〉とカントル空間Cとが位相同型である.

Theorem 3.4.3. M = 〈X,R, ν〉をX にRに関する最小元をもつ有限 S4モデルとする.

このとき, 或る位相モデルMΣ′ = 〈Σ′, OΣ′, νΣ′〉 が存在し,

MRとMΣ′ との間に全面的な topo-bisimulation が存在し, かつ
位相空間 〈Σ′, OΣ′〉と開区間 (0, 1) とが位相同型である.

これら 2つの定理から, S4モデルが与えられたとき, それぞれの空間 Cや (0, 1)に対し
て論理式の意味を変えない位相モデルを構築することができることを表している. また,

これら 2つの定理から, それぞれの空間における完全性定理が導かれる.
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Theorem 3.4.4. S4は, カントル空間に関し完全である.

Proof: 対偶を示す. Γ �L ϕであるとする. クリプキモデルにおける Lの完全性定理
により, 最小元をもつ或る有限 S4モデルM = 〈X,R, ν〉が存在し, 或る x ∈ X において,

すべての ψ ∈ Γに対しM,x |= ψであるがM,x |=/ ϕとなる. Theorem 3.4.1より, 或る
位相モデルMR = 〈X,OR〉に対してすべての ψ ∈ Γに対しMR, x |= ψ かつMR, x |=/ ϕ
である. また, Theorem 3.4.2により, 或る位相モデルMΣ = 〈Σ, OΣ, νΣ〉 が存在しMR

と全面的な topo-bisimulation の関係にあるから, 或る σ ∈ Σが存在し x � σ である.

topo-bisimulation は論理式の解釈 (真偽)を変えないのでMΣ, σ |= ψ かつMΣ, σ |=/ ϕ. ま
た, 〈Σ, OΣ〉がカントル空間Cと或る位相同型写像 fにより位相同型であるので, すべての
ψ ∈ Γに対しC, f(σ) |= ψ, かつC, f(σ) |=/ ϕである. すなわち, Γ |=/ Cϕである. Q.E.D.

Theorem 3.4.5. S4は, 開区間 (0,1)に関し完全である.

前定理 Theorem 3.4.4と同様にして示される.

また, この定理と関連して次の定理も成立する.

Theorem 3.4.6. S4は, 実数Rに関し完全である.

証明は, tan(πx+ π
2
)が区間 (0,1)から実数Rへの位相同型写像であることを用いる.

Corollary 3.4.7. S4は, ユークリッド空間Rn(nは自然数)に関し完全である.

証明は, Rn から Rへの射影 pr1(x1, ..., xn) = x1 がユークリッド空間Rn から実数 R
への全射かつ連続開写像であるから, Rn 上の付値 νn を, すべての P ∈ Propに対し,

νn(P ) := pr1
−1(ν(P )) と定めれば (νはR上の付値), Proposition3.3.4 により, pr1が (関

係としてみたとき)全面的な topo-bisimulation であることから示される.

これらの完全性に関し, 次のことに注意しておく. カントル空間は, 位相空間としてコ
ンパクトなハウスドルフ空間であり, 超距離 (ultra metric)を持つことが知られている [5].

それに対し, 実数空間は位相空間としてコンパクトでないハウスドルフ空間であり, 有理
数Qにより可分であることが知られている.

この章のまとめと考察

S4および S4より強い様相論理は, カノニカル空間を含め位相空間として全く異なる性
質を持つ様々な空間との間に完全性を持つことがわかった.

その理由は, これら完全性定理の証明において, 証明不可能な論理式の反例モデルを構
築しているが, 重要なのは証明不可能な論理式の構成 (部分論理式)とそれを否定するのに
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必要な点 (の集まり)で, 必ずしもすべての開集合や点と関わっているのでは無いことによ
ると考えられる. ここにおいて, S4を完全にする様な位相モデルの中で最小の開集合系を
もつ位相モデルを考えることは, 意味があると考えられる.

23



第4章 部分集合空間論理

この章と次の章では, 2つの様相演算子 (�,K)をもつ言語をもつ部分集合空間論理という
様相論理について議論を行なう.

この章の前半では, まず 2つの様相演算子を扱うための言語を述べたあと, その言語に
おける論理記号の意味論について述べ, 部分集合空間論理という様相論理体系を定義する.

また, この章の後半では, 前半で与えられた意味論 (モデル)において一般によく知られた
Truth Lemmaとは少し異なる Truth Lemmaについて述べたあと, その Truht Lemmaを
用いてその意味論において部分集合空間論理が完全であることを述べる.

4.1 言語
この節では, これから 2つの章に渡って扱う部分集合空間論理を表現する為の言語につ

いて, 述べることにする. まず, Propを可算の命題変数の集合であるとする. そのPropに
対し, 集合 Formula を以下の様に帰納的に定める.

Definition 4.1.1. (i) P ∈ Propならば P ∈ Formula

(ii) ϕ, χ ∈ Formulaならば (ϕ ∧ χ) ∈ Formula

(iii) ϕ ∈ Formulaならば (¬ϕ) ∈ Formula

(iv) ϕ ∈ Formulaならば (�ϕ) ∈ Formula

(v) ϕ ∈ Formulaならば (Kϕ) ∈ Formula

2章で行った様に,カッコは混乱が生じない程度に省略してよいものとし, ϕ∨χを¬(¬ϕ∧
¬χ)の省略記号, ϕ → χを ¬ϕ ∨ χの代わりの記号として用い, ♦ϕを ¬�¬ϕの省略記号,

Lϕを ¬K¬ϕの省略記号として用いる.

4.1.1 セマンティクス

次に, この言語に対し解釈を与える. そこで, 最初にフレーム, モデルの順に述べること
にする.

Definition 4.1.2. 〈X,O〉が部分集合フレームであるとは, Xが集合であり, OがXのべ
き集合 P (X)の部分集合かつOが空集合でないことをいう. また, M = 〈X,O, ν〉が部分
集合モデルであるとは, 〈X,O〉が部分集合フレームであり, νがPropからP (X)への写像
であることをいう. このとき, νをM 上の付値 (valuation)という.
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このモデルを用いて, ϕ ∈ Formulaの解釈 x, u |= ϕ (ただし, x ∈ X, u ∈ Oであるとし,

さらに x ∈ uであるとする)を次の様にして定義する.

Definition 4.1.3. M = 〈X,O, ν〉を部分集合モデルとする. x ∈ X かつ x ∈ uである
u ∈ Oに対し,

すべての P ∈ Prop対し x, u |= P ⇔ x ∈ ν(P )

x, u |= ϕ ∧ χ⇔ x, u |= ϕかつ x, u |= χ

x, u |= ¬ϕ⇔ x, u |=/ ϕ
x, u |= �ϕ⇔任意の v ∈ Oに対し, v ⊆ uならば x, v |= ϕ

x, u |= Kϕ⇔任意の y ∈ uに対し y, u |= ϕ

xを視点, uを xを含む視界と捉え, x, u |= ϕを, 視点 xと視界 uの組み合わせでは, ϕが
真であると解釈するとする.

このとき, x, u |= �ϕは, 次の様に捉えることができる. (現在の)視界 u内部の xを含む
ようなどんな視界 vにおいても, 視点 xと視界 vの組み合わせでϕが真になる. すなわち,

x, u |= ϕとは, ”視点を変えず, 与えられた視界 uの内部でどの様に視界を変えてもその視
点と (u内部の)視界との組み合わせにおいては, ϕが真である” と捉えることができる.

また, この様な捉え方において x, u |= Kϕは, ”視界を変えずその視界内のどの視点を
とっても, その視界と視界内の視点の組み合わせにおいて ϕが真になる” と捉えることが
できる.

4.1.2 公理系

次に, 部分集合空間論理 (subset space logic)と呼ばれる様相論理体系について述べる.

Lが部分集合空間論理であるとは, Lが性質

(�-N) ϕ ∈ Lならば�ϕ ∈ L
(K-N) ϕ ∈ LならばKϕ ∈ L

を持ち, かつ Lが命題論理におけるトートロジーの代入例をすべて含み, 以下の公理系を
含むものとする. P は命題変数 (P ∈ Prop)である.

(P → �P ) ∧ (¬P → �¬P )

�(ϕ→ χ) → (�ϕ→ �χ)

�ϕ→ ϕ

�ϕ→ ��ϕ
K(ϕ→ χ) → (Kϕ→ Kχ)

Kϕ→ ϕ

Kϕ→ KKϕ

Lϕ→ KLϕ

K�ϕ→ �Kϕ

25



一番最後の公理K�ϕ→ �Kϕをクロス公理 (cross axiom)という. また, �に関する公
理は S4, Kに関する公理は S5の様になっていることに注意する (S4, S5 については 2章
参照). 今後, 特に断わらない限りLを任意の部分集合空間論理であるとする.

この次の節 (4.2節)では完全性定理を示す. その完全性定理の証明には極大無矛盾集合
を用いるがカノニカルモデルは構築せず, 極大無矛盾集合 Γmaxごとに反例モデルを構築
する. そこで, どの様にモデルの構築をするのか, その手順を順に述べていくことにする.

XLを Lの極大無矛盾集合全体の集合とする. 極大無矛盾集合間に, 関係 ♦→,
L→を次の

様に定義する.

Definition 4.1.4. U, V ∈ XLであるとする. このとき, 関係 ♦→,
L→を

U
♦→ V ⇔任意のϕ ∈ Formulaに対しϕ ∈ V ならば♦ϕ ∈ U

U
L→ V ⇔任意のϕ ∈ Formulaに対しϕ ∈ V ならば Lϕ ∈ U

と定義する.

以上の様に定義された関係 ♦→,
L→は次の様な性質をもつ.

Proposition 4.1.1. ϕ ∈ Formulaであり, U ∈ XLであるとする.

(1)
♦→は, XL上の擬順序である.

(2)
L→は, XL上の同値である.

(3) ♦ϕ ∈ U ならば或る V ∈ XLが存在し U
♦→ V

(4) Lϕ ∈ U ならば或る V ∈ XLが存在し U
L→ V

クロス公理に関連し, 関係 ♦→,
L→において次の性質をもつ.

Proposition 4.1.2. (Cross axiom property) 与えられた U, V,W ∈ XLが U
♦→ W

L→ V

であるとき,

或る T ∈ XLが存在し, U
L→ T

♦→ V

が成り立つ.

Proof: Sを

S := {ϕ | Kϕ ∈ U} ∪ {♦χ | χ ∈ V }

と定める. まず, この S が無矛盾であることを背理法により示す. そこで, S が矛盾集
合と仮定する. S は無矛盾であるから, 定義より或る Kϕ1, ..., Kϕm ∈ U および, 或る
χ1, ..., χn ∈ V (m,nは自然数)が存在し

�L ϕ1 ∧ ... ∧ ϕm ∧♦χ1 ∧ ... ∧ ♦χn → ⊥
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ここで ϕ, χをそれぞれ ϕ := ϕ1 ∧ ... ∧ ϕm, χ := χ1 ∧ ... ∧ χnとする. このとき, Kϕ ∈ U ,

χ ∈ V であることに注意しておく. さて, いま j = 1, ..., nに対し �L χ→ ♦χjであるから,

�L ♦χ → ♦χ1 ∧ ... ∧ ♦χm. また, �L ♦χ1 ∧ ... ∧ ♦χn → (ϕ1 ∧ ... ∧ ϕm → ⊥) であるので
�L ♦χ1 ∧ ... ∧ ♦χn → ¬ϕ, すなわち �L ♦χ → ¬ϕ となるから, �L L♦χ → L¬ϕ. 極大無
矛盾集合の性質より,

L♦χ→ L¬ϕ ∈ U

である. 他方, χ ∈ V でありW
L→ V であったので Lχ ∈ W . また, U

♦→ W であるから
♦Lχ ∈ U . クロス公理より♦Lχ→ L♦χ ∈ Uであるから, L♦χ ∈ U . すなわち, L¬ϕ ∈ U .

言い換えれば ¬Kϕ ∈ U となるが, これは, 以前に述べたKϕ ∈ U であることと矛盾する.

よって, 集合 Sは無矛盾集合である. ここで, Lindenbaum’s Lemmaより 或る極大無矛盾
集合 T ∈ XLが存在し S ⊆ T . すなわち, U

L→ T
♦→ V である. この T が求める極大無矛

盾集合である. Q.E.D.

Proposition 4.1.2の一般形として次の Propositionが成り立つ.

Proposition 4.1.3. 与えられた U1, ...Un ∈ XL(nは自然数)に対し, U1
♦→ ...

♦→ Unかつ
Un

L→ V が成り立っているとする. このとき,

或る V1, ...Vnが存在し, V1
♦→ ...

♦→ Vnであり Vn = V かつUj
L→ Vjがn以下の

それぞれの自然数 jに対して成り立つ

ことである.

Proof: Proposition 4.1.2を帰納的に適用する.

4.2 完全性
完全性定理を示すためによく知られているのは, カノニカルモデルを用いた方法である.

ここで, 着目しておきたいことはカノニカルモデルにおけるTruth Lemmaが”或るモデル
(カノニカルモデル)が存在し任意の極大無矛盾集合に対して”の主張であるのに対し, 次
に挙げるTruth Lemmaは,

”任意の極大無矛盾集合に対し或るモデルが存在し”

という主張であることである. つまり, ここでは, 極大無矛盾集合 T ごとにモデルを構築
していることである. すなわち, 一般によく知られている Truth Lemmaを弱めた主張で
ある.

Lemma 4.2.1. (Truth Lemma) 任意の T ∈ XL に対し, 或る部分集合モデル M =

〈X,O, ν〉が存在し, すべての ϕ ∈ Formulaに対し
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或る x ∈ X, 或る u ∈ Oに対して x, u |= ϕ⇔ ϕ ∈ T が成り立つ.

この Truth Lemmaの証明のおおまかなスケッチを述べることにする. T を与えられた
極大無矛盾集合 (T ∈ XL)であるとする. このとき, 次の性質をもつX, 〈P,≤〉, i, tを構築
する. x0が与えられたとする.

(M1) Xは, x0を要素とする集合 (x0 ∈ X)

(M2) 〈P,≤〉は, 順序集合で最小元 p0を持つ.

(M3) iは Pから P (X)\{∅}への写像で, i(p0) = Xかつ任意の p, q ∈ Pに対し

p ≤ q ⇔ i(q) ⊆ i(p)

である.

(M4) tは,直積集合X × P からXLへの写像であり, t(x, p)が定義されるため
の必要十分条件は x ∈ i(p)である. さらに, x ∈ i(p)である任意の x ∈ X, 任意
の p ∈ P に対し,

(M4a1) y ∈ i(p)ならば t(x, p)
L→ t(y, p)

(M4a2) Lϕ ∈ t(x, p)ならば或る y ∈ i(p)が存在しϕ ∈ t(y, p)

(M4b1) p ≤ qならば t(x, p)
♦→ t(x, q)

(M4b2) ♦ϕ ∈ t(x, p)ならば或る q ∈ P が存在し p ≤ q かつ ϕ ∈
t(x, q)

(M4c) t(x0, p0) = T

ここで, 与えられた極大無矛盾集合 T に関し以上の性質をもつX, 〈P,≤〉, i, tが構築で
きたならば, モデルMT = 〈X,O, ν〉を次の様に定める.

O := {i(p) | p ∈ P},
すべてのQ ∈ Propに対し ν(Q) := {x ∈ X | Q ∈ t(x, p0)}

O ⊆ P (X)であるので, このMT は部分集合モデルである. このモデルMT に対し, 次
が成立する.

Proposition 4.2.2. 与えられた p, q ∈ Pが p ≤ qであるとする. このとき, x ∈ i(q)であ
る任意の x ∈ X, およびすべてのQ ∈ Propに対し,

Q ∈ t(x, p) ⇔ Q ∈ t(x, q)

である.

特に, 任意の p ∈ Pに対し, x ∈ i(p)ならばQ ∈ t(x, p0) ⇔ Q ∈ t(x, p)である.

Proof: p ≤ qであるとする (ただし, p, q ∈ P). このとき, 性質 (M4b1)から t(x, p)
♦→

t(x, q)であり, (Q→ �Q) ∧ (¬Q→ �¬Q)が公理の代入例であることに注意する.
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Q ∈ t(x, p)とする. Q → �Qは Lで証明可能であり t(x, p)は極大無矛盾集合である
から Q → �Q ∈ t(x, p). すなわち, �Q ∈ t(x, p)である. t(x, p)

♦→ t(x, q)であるから,

Q ∈ t(x, q)である. まとめると, Q ∈ t(x, p)ならばQ ∈ t(x, q)である. 逆 (⇐)は, ♦Q→ Q

がLで証明可能であることを利用する. Q.E.D.

Proposition 4.2.3. x ∈ i(p)である任意の x ∈ Xおよび, 任意の p ∈ Pに対し

(a) Lϕ ∈ t(x, p) ⇔ 或る y ∈ i(p)が存在し, ϕ ∈ t(y, p)

(b) ♦ϕ ∈ t(x, p) ⇔ 或る q ∈ Pが存在し, p ≤ qかつ ϕ ∈ t(x, q)

がすべての ϕ ∈ Formulaに対し成り立つ.

(a)は, 性質 (M4a1), (M4a2)から導かれ, (b)は, 性質 (M4b1), (M4b2)から導かれる.

以上により, 与えられた極大無矛盾集合 T に対し, 構築された部分集合モデルMT が次
の性質をもつことが示される.

Lemma 4.2.4. 任意の極大無矛盾集合 T ∈ XLに対し, X, 〈P,≤〉, i, tが上述の (M1)から
(M4)の性質すべてを持つとする. このとき, 任意の x ∈ X, 任意の p ∈ P (x ∈ i(p))に
対し

x, i(p) |= ϕ⇔ ϕ ∈ t(x, p) がすべての ϕに対し成り立つ.

特に, すべての ϕ ∈ Formulaに対し, x0, X |= ϕ⇔ ϕ ∈ T である.

Proof: 論理式の構成に関する帰納法により証明を行なう. base case として ϕ = P ∈
Propであるとき, x, i(p) |= P は, x ∈ ν(P ) と同値であり, さらに ν(P )の定義から P ∈
t(x, p0)と同値である. 今, x ∈ i(p)であるからProposition4.2.2により, P ∈ t(x, p)と同値
である.

次にϕ = χ∧ψ, またはϕ = ¬χであるときには, |=の定義により直ちに導かれる. ϕ = Lχ

であるとき, x, i(p) |= Lχは, 定義より或る y ∈ i(p)が存在し y, i(p) |= χであることと同
値である. このとき帰納法の仮定より, (x ∈ i(p)であることにも注意すると)このことは

或る y ∈ i(p)が存在し χ ∈ t(y, p)

と表される. Proposition 4.2.3(a)により, この主張は Lχ ∈ t(x, p)と同値となる. すなわ
ち, x, i(p) |= Lχ⇔ ϕ ∈ t(x, p)である.

また, ϕ = ♦χであるときは ϕ = Lχのときと同様に示される. Q.E.D.

ここで, この Lemma 4.2.4から次のことが言える. すなわち, 任意の極大無矛盾集合 T

に対し, (M1)から (M4)すべてを満たすX,P, i, tが構築できるならば或る部分集合モデル
MT = 〈X,O, ν〉が存在し,

すべての ϕ ∈ Formulaに対し x,X |= ϕ⇔ ϕ ∈ T
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が成り立つ. すなわち, Truth lemmaが満たされる.

次に, 考えることは 性質 (M1),(M2),(M3),(M4)をもつX, 〈P,≤〉, i, t の組が存在するか
どうかということである. 実際には, 次の様な性質をもつXn, 〈Pn,≤n〉, in, tn (nは自然数)

の組を用いてX, 〈P,≤〉, i, tを定義する.

極大無矛盾集合 T ∈ XLが与えられているとする. まず, Xn, 〈Pn,≤n〉, in, tnが持つ局所
的な性質から述べることにする.

(L1) Xnは, x0を要素としてもつ有限集合.

(L2) 〈Pn,≤n〉は, p0を最小元としてもつ順序集合であり,任意の p ∈ Pnに対し

↓ (p) := {q ∈ Pn | p ≤ q}が全順序 (線形順序).

(L3) inは, Pnから (要素を 2つ以上もつ P (X)の部分集合) P ∗∗(X)への写像
で, 任意の p, q ∈ Pnに対し

(1) p ≤ q ⇔ in(q) ⊆ in(p)であり,

(2) in(p0) = Xn

(L4) tnは, Xn ×PnからXLへの部分写像で, tn(x, p)が定義される為の必要十
分条件はx ∈ in(p)であり,さらに任意のx ∈ Xnおよび任意のp ∈ P(x ∈ in(p))

に対し

(L4a) y ∈ in(p)ならば tn(x, p)
L→ tn(y, p)

(L4b) x ∈ in(q)かつ p ≤ qならば tn(x, p)
♦→ tn(x, q)

(L4c) tn(x0, p0) = T

次に, 大域的な性質をのべる.

(G1) Xn ⊆ Xn+1(n = 0, 1, 2, 3, ...)

(G2) Pnは, Pn+1部分順序集合であり, 任意の p ∈ Pn+1, 任意の q ∈ Pnに対し

p ≤n+1 qならば p ∈ Pn

(G3) 任意の p ∈ Pn+1に対し

in+1(p) ∩Xn = in(p)

(G4) tn+1のXn ×Pnに対する制限が, ちょうど tnになっている. すなわち, 任
意の x ∈ Xn, 任意の p ∈ Pnに対し

tn+1(x, p) = tn(x, p)
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である.

最後に, 次の性質も必要とする.

(R4a) Lϕ ∈ tn(x, p)ならば或る自然数m < nが存在し

或る y ∈ im(p)に対し ϕ ∈ tm(y, p)

(R4b) ♦ϕ ∈ tn(x, p)ならば或る自然数m < nが存在し

或る q ∈ Pmに対し, p ≤m qかつ ϕ ∈ tm(x, q)

以上の様な性質をもつXn, 〈Pn,≤n〉, in, tnが与えられたとき, X, 〈P,≤〉,を以下の様に定
める.

(1) X :=

∞⋃

n=0

Xn

(2) P :=

∞⋃

n=0

Pnとし≤:=

∞⋃

n=0

≤n

(3) p ∈ Pに対し, mをm = min{k | p ∈ Pk}である自然数または 0 (m = 0で
あるときは, p = p0を意味する)としたとき,

i(p) :=
∞⋃

n>m

in+1(p)

(4) 任意の x ∈ X, 任意の p ∈ P に対し nを tn(x, p)が定義される任意の自然
数とする. この nに対し

t(x, p) := tn(x, p)

性質 (G4)により, この定義は矛盾無く定義される.

以上の様に定めたX, 〈P,≤〉, i, tに対し, 次が成立する.

Proposition 4.2.5.

(1) 任意の p ∈ Pnに対し, in+k(p) ∩Xn = in(p) (k = 1, 2, 3, ...)

すなわち, 任意の j ≥ nに対し ij(p) ∩Xn = in(p)である.

(2) 任意の p ∈ P, 任意の l ≥ mに対し, i(p) ∩Xl = il(p)

ただし, mはm = min{k | p ∈ p ∈ Pk}である自然数または 0とする.

(3) 任意の p, q ∈ Pに対し, p ≤ q ⇔ i(q) ⊆ i(p) であり, さらに i(p0) = X
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Proof:

(1) 任意の p ∈ P, k = 1, 2, 3, ... に対し, 性質 (G3)より in+k(p) ∩ Xn = (in+k−1(p) ∩
Xn+k−1) ∩Xn. n + k − 1 ≥ nであるから性質 (G1) (Xjが単調増加)よりこの右辺の集合
は, in+k−1(p) ∩Xnと一致する. これを帰納的にくり返すと, in+k(p) ∩Xn = in(p) ∩Xnが
得られる. すなわち, in+k(p) ∩Xn = in(p)である.

(2) 任意の p ∈ P, 任意の l ≥ mに対して, i(p)の定義により i(p)∩Xl =
⋃

j>m

ij+1(p)∩Xl

である. ij(p)は j に関して単調増加であるから この右辺の集合は
⋃

j>l

(ij+1(p) ∩ Xl)と

一致する. また, p ∈ Pl であるから, この Propositionの (1)より, 任意の j > lに対し
ij+1(p) ∩ Xl = il(p)すなわち,

⋃

j>l

(ij+1(p) ∩ Xl) = il(p). 以上により, i(p) ∩ Xl = il(p)で

ある.

(3) 任意の p, q ∈ Pに対し, 0または自然数である或るm,nが存在し p ∈ Pm\Pm−1かつ
q ∈ Pn\Pn−1 (ただし, 便宜上 P−1 = ∅としておく). このm,nにおいて, l := max{m,n}
とする. このとき, i(q) ⊆ i(p)ならば, i(q)∩Xl(q) ⊆ i(p)∩Xl であるから,このProposition

の (2)より il(q) ⊆ il(p)である. 性質 (L3)により p ≤l qであり, ≤lは ≤の部分順序であ
るから p ≤ qである. 逆に p ≤ qであるとき, lの与え方から p ≤l qであり, また≤jは jに
関し単調増加であるから, 任意の j ≥ lに対し p ≤j q. 性質 (L3)より, 任意の j ≥ lに対し
ij(q) ⊆ ij(p)である. したがって,

⋃

j>l

ij+1(q) ⊆
⋃

j>l

ij+1(p) が得られる. m,n ≤ lであったの

で, このことは
⋃

j>n

ij+1(q) ⊆
⋃

j>m

ij+1(p) と言い換えることができる. すなわち, i(q) ⊆ i(p)

である.

また, i(p0) =
⋃

n>0

in+1(p) =
⋃

n>0

Xn+1であり,Xjは jに関し単調増加であるので,
⋃

n>0

Xn+1

=
∞⋃

n=0

Xn. よって, i(p0) = Xである. Q.E.D.

この Propositionを利用し, 以下の Propositionを示すことができる.

Proposition 4.2.6. Xn, 〈,Pn,≤n〉, in, tnが(L1),(L2),(L3),(L4),(G1),(G2),(G3),(G4),(R1)

,(R2) を満たすとする (n = 0, 1, 2, ...). このとき, 上述の様にして与えられたX, 〈P,≤〉, i, t
が性質 (M1),(M2),(M3),(M4)を満たす.

ここではその詳細に触れないが, 次の主張が成立することが知られている.

Lemma 4.2.7. 任意の極大無矛盾集合 T および, 0または自然数であるすべての n 性質
(L1),(L2),(L3),(L4),(G1),(G2)

,(G3),(G4),(R1),(R2)をもつXn, 〈Pn,≤n〉, in, tnが存在する.

この Lemmaの証明において, 条件 (L2)の一部である
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任意の p ∈ Pnに対し, ↓ (p)が線形順序

であることが本質的であり,それによりクロス公理の性質とも言える Proposition4.1.3が
適用できることに及んでいる. 詳しくは, 文献 [2]を参照されたい.

以上により, この節の冒頭から触れてきたTruth Lemmaのスケッチができた. これをま
とめると, 以下の様になる.

Lemma4.2.7により,任意の極大無矛盾集合T に対し,性質 (L)(G)(R)すべてをもつ或る
Xn,Pn, in, tn(n = 1, 2, 3, ...) が存在し, さらに Proposition4.2.6により, Xn,Pn, in, tn(n =

1, 2, 3, ...)から構築されるX,P, i, tが性質 (M)をもつ. このX,P, i, tから部分集合モデル
MT = 〈X,O, νが構築できる. Lemma4.2.4により, 或る x0 ∈ Xに対し,

xo, X |= ϕ⇔ ϕ ∈ T がすべての ϕ ∈ Formulaについて成り立つ.

これにより, Truth Lemmaが導かれる.

完全性定理

実際に前節で述べたTruth Lemmaにより, 完全性定理が成立することを確かめる. ここ
で, Γ, ϕを Γ ⊆ Formula, ϕ ∈ Formulaであるとする. このとき, Γ |= ϕであるとは, 任
意の x ∈ X, 任意の u ∈ Oに対し

x, u |= ψがすべての ψ ∈ Γにおいて成り立つならば x, u |= ϕ

であることをいう.

Theorem 4.2.8. (Completeness) 任意の Γ ⊆ Formulaおよび すべての ϕに対し

Γ |= ϕならば Γ �L ϕ

が成り立つ.

Proof: 対偶を示す. Γ �L ϕとする. このとき, Γ ∪ {¬ϕ}は無矛盾であるから, Linden-

baum’s Lemmaより或る極大無矛盾集合Γmax ∈ XLが存在し, Γ∪{¬ϕ} ⊆ Γmaxである. 特
に, ¬ϕ ∈ Γmaxである. Truth LemmaからこのΓmaxに対し,或るモデルMΓmax = 〈X,O, ν〉
が存在し, 或る x0 ∈ Xに対し

x0, X |= ψ ⇔ ψ ∈ Γmaxがすべての ψ ∈ Formulaに対し成り立つ

ので, x0, X |= ¬ϕである. すなわち, x0, X |=/ ϕ である.

他方で, 任意のχ ∈ Γに対しχ ∈ Γmaxであるから, (上述と同じモデル)MΓmaxにおいて,

x0, X |= χである. ゆえに, Γ |=/ ϕである. Q.E.D.
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まとめ
以上の様に部分集合空間論理Lが, 点と集合との両方を解釈に加えた部分集合モデル全

体のクラスにおいて完全であることが示された. しかし, 現在 (2003年)部分集合モデルの
クラスを有限の共通部分に関して閉じている様なモデルのクラス, (有限の共通部分に関
して閉じていて任意の集合和に関して閉じている) 位相空間に付値を与えたモデルのクラ
スに限った意味論においては, まだ完全性が示されていないことをここに付け加えておく.

次の章では, 部分集合モデルではないモデルのクラスを考え, そのモデルのクラスを用
いて部分集合空間論理が決定可能であることを導く.
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第5章 部分集合空間論理の決定可能性

この章では, 前章に述べた部分集合空間論理の決定可能性について述べる. その決定可能
性には, 有限公理化性と有限モデル性を用いるが部分集合モデルのクラスは有限モデル性
を持たないことが知られている [2]. すなわち, 有限モデル性を示す為には, 部分集合モデ
ル全体のクラスより広いモデル全体のクラスを必要とする. ただし, 部分集合モデル全体
のクラスよりもモデルのクラス Cが広いとは,

与えられた部分集合モデルに対し, Cの要素である或るモデルMが存在し, 任
意の論理式に対し, Mにおける解釈 (充足可能性)が, 与えられた部分集合モデ
ルと一致する

ことをここでは意味することにする.

そこで, まず始めにそのモデルのクラスについて述べることにする.

5.1 クロス公理モデル
Definition 5.1.1. 〈J, L→,

♦→〉がクロス公理フレームであるとは, Jが集合で,
L→が J 上の

空でない同値関係であり, かつ ♦→が J上の空でない擬順序であって, さらに次の性質をも
つことである. 任意の i, j, k ∈ J に対し,

i
♦→ j

L→ kならば, 或る l ∈ J が存在し i
L→ l

♦→ k

この定義における最後の条件と前章で述べた部分集合空間論理における性質 Proposi-

tion 4.1.2との関係に注意しておく.

Definition 5.1.2. 〈J, L→,
♦→, ν〉がクロス公理モデルであるとは, 〈J, L→,

♦→〉がクロス公理
フレームであり, νが Propから J のべき集合 P (J)への写像であり, 任意の i, j ∈ J , およ
びすべての P ∈ Propに対し

i
♦→ jならば, i ∈ ν(P ) ⇔ j ∈ ν(P )

であることをいう.

最後の条件 i
♦→ jならば i ∈ ν(P ) ⇔ j ∈ ν(P )はクロス公理モデルが健全性をもつこと

を示す際, 具体的には公理 (P → �P ) ∧ (¬P → �¬P ) がクロス公理フレームにおいて恒
真になることを示す際に必要となることに注意しておく.
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以下において, 部分集合モデルのクラスよりもクロス公理モデルのクラスが広いことを
確かめる.

部分集合モデル 〈X,O, ν0〉が与えられたとする. このとき,

JX := {(x, u) ∈ X ×O | x ∈ u}
(x, u)

L→ (y, v) ⇔ u = v

(x, u)
♦→ (y, v) ⇔ y = xかつ v ⊆ u

ν(P ) := {(x, u) ∈ X × O | x ∈ ν0(P ) ∩ u}

と定める. このとき,

Proposition 5.1.1. 任意の i, j, k ∈ JX に対し,

(1) i
♦→ j

L→ kならば或る l ∈ J が存在し i
L→ l

♦→ k

(2) すべての P ∈ Propに対して, i ∈ ν(P )ならば j ∈ ν(P )

Proof: i = (xi, ui), j = (xj , uj), k = (xk, uk)と表すことにする.

(1) i
♦→ j

L→ kであるとする. このとき, l = (xl, ul)を (xk, ui)と定めると, i
♦→ jであ

るから uj ⊆ uiである. j
L→ kより uj = uk であり lの与え方から ui = ul であるので,

xl = xk ∈ uk ⊆ ulである. すなわち, l ∈ Jでありそれ故 l
♦→ kである. 一方, lの与え方か

ら ui = ulであるから i
L→ l. 以上により, l ∈ J かつ i

L→ l
♦→ kである.

(2) i
♦→ jならば, xi = xjかつuj ⊆ uiであり, i, j ∈ Jであることから, xi = xj ∈ uj ⊆ ui

である. これにより, すべての P ∈ Propに対し

xi ∈ ν0(P ) ∩ ui ⇔ xj ∈ ν0(P ) ∩ uj

であるから, したがって すべての P ∈ Propに対し i ∈ ν(P ) ⇔ j ∈ ν(P )である. Q.E.D.

定義により,
L→が同値関係であることおよび,

♦→が擬順序であることは直ちに示される.

すなわち, 前命題 Proposition 5.1.1により次が成り立つ.

Proposition 5.1.2. 〈JX ,
L→,

♦→, ν〉は, クロス公理モデルである.

以上により, 与えられた部分集合モデルによりクロス公理モデルが構築できることがわ
かった. また, この構築において論理式の解釈 (充足可能性)が一致することを次に示す.

ただし, クロス公理モデルの解釈はクリプキによるセマンティクスを用いるものとする.

Proposition 5.1.3. 任意の x ∈ X, u ∈ Oに対し, x ∈ uならば, 次のことが成り立つ.

すべての ϕ ∈ Formulaに対し, x, u |=X ϕ⇔ (x, u) |=JX
ϕ.

ここで, x, u |=X ϕを部分集合モデルにおける ϕの解釈であるとし, (x, u) |=JX
ϕをクロ

ス公理モデルにおける ϕの解釈であるとする.
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Proof: ϕの構成に関する帰納法により証明する. まず最初にϕ = P ∈ Propであるとき,

x, u |=X P ⇔ x ∈ ν0(P ) ∩ u ⇔ (x, u) |=JX
P

より成立. 次に ϕ = χ ∧ ψおよび ϕ = ¬χ であるとき, |=X と |=JX
の定義と帰納法の仮定

により直ちに導かれる. ϕ = Kψであるときには, 定義により x, u |= Kψは, 任意の y ∈ u

に対し y, u |=X ψであることと同値であり, さらにこのことは次の様に言い換えられる.

任意の (y, v) ∈ X ×Oに対し, y ∈ vかつ v = uならば y, v |=X ψ

L→の与え方と帰納法の仮定により,

任意の (y, v) ∈ JX に対し, (x, u)
L→ (y, v) ならば (y, v) |=JX

ψ

と同値である. すなわち, (x, u) |=JX
Kψと同値である.

次に, ϕ = �ψであるとき, 定義により x, u |= �ψは, 任意の v ∈ Oに対し, x ∈ v ⊆ u

ならば x, v |=X ψであることと同値であり, このことは次の様に言い換えられる.

任意の (y, v) ∈ X ×Oに対し, y = x ∈ v ⊆ uならば y, v |=X ψ

♦→の与え方と帰納法の仮定により, これは

任意の (y, v) ∈ JX に対し, (x, u)
♦→ (y, v)ならば (y, v) |=JX

ψ

と同値である. すなわち, (x, u) |=JX
�ψと同値である. Q.E.D.

この Proposition 5.1.2により, 部分集合空間論理の部分集合モデルにおける完全性を用
いて, 任意の部分集合空間論理Lがクロス公理モデル全体のクラスにおいて完全 (決定的)

であることが示される.

Proposition 5.1.4. 任意の部分集合空間論理Lにおいて,

�L Lϕ ∧ Lχ→ L(Lϕ ∧ χ)

すなわち、�L Lϕ ∧ Lχ↔ L(Lϕ ∧ χ)

Proof: 任意のクロス公理モデルM = 〈J, L→,
♦→, ν〉および、任意のx ∈ Jに対し, M,x |=

Lϕ∧Lχならば或る y, z ∈ Jが存在し x
L→ y, x

L→ zであり y |= ϕかつ z |= χである. この
y, zに関して, (

L→が同値関係であることから) z
L→ x

L→ y. すなわち, z
L→ yであり y |= ϕ

であるから, z |= Lϕである. 一方, z |= χであったので, まとめると z |= Lϕ∧χである. 最
後に x

L→ zであるから, x |= L(Lϕ∧χ). 部分集合空間論理のクロス公理モデル全体のクラ
スにおける完全性定理により, �L Lϕ∧Lχ → L(Lϕ∧ χ). 逆の�L L(Lϕ ∧ χ) → Lϕ∧ Lχ
は, �L χ→ Lχであることと, �L L(Lϕ ∧ Lχ) ↔ (Lϕ ∧ Lχ) であることを用いる.

当然のことではあるが, このProposition 5.1.4の主張は, 様相演算子がひとつである S5

を含む正規な様相論理Lに対しても成立することに注意しておく.
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カノニカルモデルとクロス公理モデル

Lを最小の部分集合空間論理であるとし, XLをLにおける極大無矛盾集合全体の集合
とする.

このとき, XL上の関係 L→,
♦→において, 次のことが成り立つ.

Proposition 5.1.5. 任意の U, V,W ∈ XLに対し,

(1) U
♦→W

L→ V ならば, 或る T ∈ XLが存在し U
L→ T

♦→ V

(2) U
♦→ V ならば, すべての P ∈ Propに対し U ∈ νL(P ) ⇔ V ∈ νL(P )

Proof: (1)は, 第 4章 Proposition 4.1.2を参照.

(2)を示す. 部分集合空間論理において, すべての P ∈ Propに対し

(P → �P ) ∧ (♦P → P )が公理

であることに注意しておく.

U
♦→ V ならば, すべての P ∈ Propに対し U ∈ νL(P ) ⇔ P ∈ U が定義であるので,

P ∈ U ⇔ P ∈ V であることを示せばよい. そこでまず, P ∈ U であるとする. このとき,

上に挙げた公理により�L P → �P から, �P ∈ Uである. U
♦→ V であるのでP ∈ V であ

る. 逆に, P ∈ V であるとすると, U
♦→ V であるから♦P ∈ U である. また, �L ♦P → P

であるので P ∈ U である. よって, P ∈ U ⇔ P ∈ V である. Q.E.D.

この Proposition 5.1.5から次のことがいえる.

Proposition 5.1.6. カノニカルモデル 〈XL, L→,
♦→, νL〉はクロス公理モデルである.

5.2 Γsの諸性質
この節から, 有限モデル性を考える為に, クロス公理モデルであるカノニカルモデル対

して濾過法 (filtration)を適用することを考える. この節ではまず, そのための準備とそれ
に関わる諸性質を述べることにする.

任意の ϕ ∈ Formulaに対し, Γ = Γ(ϕ) ⊆ Formulaを以下の様に与える. SF (ϕ) =

{ψ ∈ Formula | ψはϕの部分論理式 } であるとする.

Γ′ := SF (ϕ)

Γ¬ := Γ′ ∪ {¬ψ ∈ Formula | ψ ∈ Γ′}
Γ∧ := Γ′∪{ψ1∧ ...∧ψn ∈ Formula | ψ1, ..., ψn ∈ Γ¬かつ, i �= jならばψi �= ψj}
Γ := Γ∧ ∪ {Lψ | ψ ∈ Γ∧}

また, 便宜上
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ΓL := {Lψ | ψ ∈ Γ∧}

としておく. すなわち, Γ = Γ∧ ∪ ΓLである (Γ∧ ∩ ΓL = ∅ とは限らない). ここで, Γが有
限集合であることに注意しておく.

論理式の有限部分集合∆ ⊆ Formulaに対して, S∆を

或る∆0 ⊇ ∆が存在し, sが∆0から {T ,F}への写像であるような s全体の
集合

であるとする. すなわち, S∆ = {s |或る∆0 ⊇ ∆に対し, s : ∆0 → {T ,F}}.
ここで, 任意の s ∈ S∆に対し,

∆s := ∧{ψ | ψ ∈ ∆かつ s(ψ) = T }∧ ∧ {¬ψ | ψ ∈ ∆かつ s(ψ) = F}

と定める. ただし, この定義の右辺は, 論理式の番号づけを或るひとつに定めておき, その
番号づけに関し {ψ | ψ ∈ ∆かつ s(ψ) = T } = {ϕ1, ..., ϕm}, {ψ | ψ ∈ ∆かつ s(ψ) = F} =

{ψ1, ..., ψn}と表せたとき,

((...(ϕ1 ∧ ϕ2) ∧ ...) ∧ ϕm) ∧ ((...(¬ψ1 ∧ ¬ψ2) ∧ ...) ∧ ¬ψn)

を省略した書き方であるとする.

このとき, ∆が有限であるので∆sは論理式である. また, 任意のψ ∈ ∆に対し, ∆ �L ψ
または∆ �L ¬ψ(または, その両方)が成り立つ.

Γ = Γ(ϕ)に対し, 次が成り立つ.

Lemma 5.2.1. 任意の s ∈ SΓに対して,

(1) Γsが無矛盾であるならば, s(ψ) = T ⇔ s(¬ψ) = F が
すべての ψ ∈ Γ′において成立する.

(2) �L ΓL
s ↔ LΓL

s

Proof:

(1) 或る論理式 ψ ∈ Γ′ に対し s(ψ) = s(¬ψ)ならば Γs が矛盾を表す論理式に等しい
ことを示す. そこで, 或る ψ ∈ Γ′ が存在し, s(ψ) = s(¬ψ)であると仮定する. まずは,

s(ψ) = T かつ s(¬ψ) = T である場合. s(ψ) = T で ψ ∈ Γ′であるから, Γ′
sの与え方から

�L Γ′
s → ψである. よって, �L Γs → ψ また, ψ ∈ Γ′であることから¬ψ ∈ Γ¬であるので,

�L Γ¬
s → ¬ψ. すなわち, �L Γs → ¬ψ 以上により, Γs �L ψ ∧ ¬ψであるから, Γsは矛盾を

表す論理式に等しい.

もう一方の s(ψ) = s(¬ψ) = F である場合, 同様にして, �L Γs → ¬ψ ∧ ¬¬ψ であるこ
とがわかるので, Γsは矛盾を表す論理式に等しい.

(2) 集合 ΓLは次の様に表すことができることに注意する.
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Γ∧ = {ϕ1, ..., ϕm, ψ1, ..., ψn}に対し,

ΓL = {Lϕ1, ..., Lϕm, Lψ1, ..., Lψn}
ただし, s(Lϕi) = T , s(Lψj) = F (i = 1, ...,m, j = 1, ..., n)

これにより, ΓL
s ↔ (∧m

i=1Lϕi∧ ∧n
j=1 ¬Lψj) ↔ (∧m

i Lϕi∧ ∧n
j K¬ψj) ↔ (∧m

i Lϕi∧(K ∧n
j ¬ψj))

であるから, LΓL
s ↔ L(∧m

i Lϕi∧(K ∧n
j ψj)). S5の公理を用いて,

LΓL
s → ∧m

i LLϕi∧(LK ∧n
j ψj)

→ ∧m
i Lϕi∧(K ∧n

j ψj)

→ ΓL
s

である. よって, �L LΓL
s → ΓL

s . 一方, �L ΓL
s → LΓL

s であるから �L LΓL
s ↔ ΓL

s である.

Q.E.D.

Proposition 5.2.2. 任意の s ∈ SΓに対し, 次が成立する.

(1) �L Γs ↔ (ΓL
s ∧ Γ∧

s )

(2) Γsが無矛盾ならば, �L (Γ∧
s ↔ Γ′

s)

(3) �L ΓL
s ∧ LΓ∧

s ↔ L(ΓL
s ∧ Γ∧

s )

Proof:

(1) Γs ↔ ∧{ψ | ψ ∈ Γかつ s(ψ) = T }∧ ∧ {¬ψ | ψ ∈ Γかつ s(ψ) = F} であり,

Γ = Γ∧ ∪ ΓLであるので, この右辺は

∧{ψ | ψ ∈ Γ∧かつ s(ψ) = T }∧ ∧ {ψ | ψ ∈ ΓLかつ s(ψ) = T }
∧ ∧ {¬ψ | ψ ∈ Γ∧かつ s(ψ) = F}∧ ∧ {¬ψ | ψ ∈ ΓLかつ s(ψ) = F}

と論理的に同値である. そしてこの論理式は Γ∧
s ∧ ΓL

s と論理的に同値であることから,

�L Γs ↔ Γ∧
s ∧ ΓL

s である.

(2) Γ′は,

Γ′ = {ϕ1, ..., ϕm, ψ1, ..., ψn}
s(ϕ) = T , s(ψ) = F (i ≤ m, j ≤ n)

と表せるので, Γ′
s = ∧m

i=1ϕi∧ ∧n
j=1 ¬ψ である. また, Γ¬は

Γ¬ = {ϕ1, ..., ϕn, ψ1, ..., ψn,¬ϕ1, ...,¬ϕn,¬ψ1, ...,¬ψn}

と表すことができる. このとき,Γsが無矛盾であるので Lemma 5.2.1(1)より,

s(ψ) = T ⇔ s(¬ψ) = F がすべての ψ ∈ Γ′に対して成立
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したがって,

Γ¬
s ↔ (∧m

i ϕi∧ ∧n
j ¬ψj)∧(∧m

i ¬¬ϕi∧ ∧n
j ¬ψj)

↔ (∧m
i ϕi∧ ∧n

j ¬ψj)∧(∧m
i ϕi∧ ∧n

j ¬ψj)

↔ (∧m
i ϕi∧ ∧n

j ¬ψj)

↔ Γ′
s

さらに, ΓとΓ∧が無矛盾なので�L Γ∧
s ↔ Γ¬

s である (後述Proposition 5.2.3を参照). した
がって, �L Γ∧

s ↔ Γ′
sである.

(3) 先に述べたLemma 5.2.1より, ΓL
s ∧LΓ∧

s はLΓL
s ∧LΓ∧

s と論理的に同値である. そし
て, 後者の論理式は Proposition 5.1.4により, L(LΓL

s ∧ Γ∧
s )と論理的に同値である. 再度,

Lemma 5.2.1により,この論理式はL(ΓL
s ∧Γ∧

s )と同値であるから, �L ΓL
s ∧LΓ∧

s ↔ L(ΓL
s ∧Γ∧

s )

である. Q.E.D.

ここで, 注意しておきたいことは �L Γ∧
s → Γ¬

s であることは一般に成り立つが, � Γ¬
s →

Γ∧
s であることが一般に成り立たないことである.

例えば, 与えられたψ1, ψ2 ∈ Γ¬ に対してψ1 ∧ψ2 /∈ Γ¬であり�L ¬(ψ1 ∧ψ2)とする. (例
えば, ϕ = P ∧ Qにおいて (P,Q ∈ Prop), ψ1 := P, ψ2 := ¬Q として与える). このとき,

s ∈ SΓ s(ψ1) = s(ψ2) = T , s(ψ1 ∧ψ2) = F となるように s ∈ SΓを定めると, ψ1 ∧ψ2 ∈ Γ∧

であり s(ψ1 ∧ ψ2) = F であるので, ¬(ψ1 ∧ ψ2) ∈ {¬ψ | ψ ∈ Γ∧かつ s(ψ) = F} である.

すなわち �L Γ∧
s ↔ Γ∧

s ∧ ¬(ψ1 ∧ ψ2)である. しかし, ¬(ψ1 ∧ ψ2)と論理的に同値である
¬ψ1 ∨ ¬ψ2に関して, s(ψ1) = s(ψ2) = T であることから �L Γ¬

s → ¬ψ1 ∨ ¬ψ2 であること
が一般に言えず, s(ψ1 ∧ ψ2) = F であるが, ψ1 ∧ ψ2 /∈ Γ¬であるため �L Γ¬

s → ¬(ψ1 ∧ ψ2)

であることが一般に言えない. また, �L ¬(ψ1 ∧ ψ2)であることに注意する.

このことに関し, 次のことが成立する.

Proposition 5.2.3.

(1) 任意の s ∈ SΓに対し (Γ = Γ(ϕ)), 次の (α),(β),(γ)は同値である.

(α) Γ∧
s が無矛盾

(β) 任意の ψ1, ψ2 ∈ Γ∧に対し, s(ψ1) = s(ψ2) = T ⇔ s(ψ1 ∧ ψ2) = T
(γ) 任意の ψ1, ..., ψn ∈ Γ¬に対し,

s(ψ1) = ... = s(ψn) = T ⇔ s(ψ1 ∧ ... ∧ ψn) = T

(2) 任意の ψ1, ..., ψn ∈ Γ¬に対し, s(ψ1) = ... = s(ψn) = T ⇔ s(ψ1 ∧ ... ∧ ψn) = T
が成り立つならば, �L Γ∧

s ↔ Γ¬
s

(3) Γ∧
s が無矛盾ならば �L Γ∧

s ↔ Γ¬
s
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ここで, 任意の ψ ∈ Formulaに対して, Lψが無矛盾ならば ψが無矛盾であることを注
意しながら, 次の Propositionに移る.

Proposition 5.2.4.

(1) Γ′
s ∈ Γ∧ したがって, (1’) LΓ′

s ∈ ΓL,

(2) Γsが無矛盾ならば, s(Γ′) = T ,

(3) LΓsが無矛盾ならば, s(LΓ′) = T .

Proof:

(1) Γ¬ = Γ′ ∪ {¬ψ | ψ ∈ Γ′}であるので,

{ψ | ψ ∈ Γかつ s(ψ) = T } ⊆ Γ¬であり , {¬ψ | ψ ∈ Γかつ s(ψ) = F} ⊆ Γ¬

である. したがって, Γ∧の与え方により,

∧{ψ | ψ ∈ Γかつ s(ψ) = T }∧ ∧ {¬ψ | ψ ∈ Γかつ s(ψ) = F} ∈ Γ∧

すなわち, Γ′
s ∈ Γ∧である.

(2) Γ′
s = ∧{ψ | ψ ∈ Γ′かつ s(ψ) = T }∧ ∧ {¬ψ | ψ ∈ Γ′かつ s(ψ) = F} は, Γsが無矛盾

であるので Lemma 5.2.1 (1)により次の論理式と一致する.

∧{ψ | ψ ∈ Γ′かつ s(ψ) = T }∧ ∧ {¬ψ ∈ Γ¬ | ψ ∈ Γ′かつ s(¬ψ) = T }

また, Γ∧
s が無矛盾でもあるので前の Proposition 5.2.3の (1)より (Γ′が有限であることに

注意)

s(∧{ψ | ψ ∈ Γ′かつ s(ψ) = T }∧ ∧ {¬ψ ∈ Γ¬ | ψ ∈ Γ′かつ s(¬ψ) = T }) = T

すなわち, s(Γ′
s) = T である.

(3) 背理法により示す. LΓsが無矛盾であり s(LΓ′
s) = F であると仮定する.

今, LΓsが無矛盾であるから Γsも無矛盾である. 上で証明した Proposition 5.2.4の (1)

より Γ′ ∈ Γ∧であり, この Proposition 5.2.4の (2)より s(Γ′
s) = T であるから Γ∧

s �L Γ′
sで

ある. したがって, Γs �L Γ′
sであるので, LΓs �L LΓ′

sである.

一方, 仮定より s(LΓ′
s) = F であり, この Proposition 5.2.4の (1’)より LΓ′ ∈ ΓLである

ので, Γs �L ¬LΓ′
sである. これはΓs �L K¬Γ′

sと論理的に同値であるので, LΓs �L LK¬Γ′
s

が導かれる. また, S5の性質から � LK¬Γ′
s → K¬Γ′

sであるので, LΓs �L K¬Γ′
sが導かれ

る. すなわち, LΓs �L ¬LΓ′
sである.

以上をまとめると, LΓs �L LΓ′
sであり, LΓs �L ¬LΓ′

sであるので, LΓsは矛盾となるが,

これは仮定に反することである. Q.E.D.
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Definition 5.2.1. 任意の∆ ⊆ Formula, 任意の s, t ∈ S∆に対し, sと tが∆上で一致す
るとは, 任意の ψ ∈ ∆に対し, s(ψ) = T ⇔ t(ψ) = T であることをいう.

Proposition 5.2.5. すべての ϕ ∈ Formulaに対し Γ = Γ(ϕ) において, 次のことが成り
立つ. 任意の s, t ∈ SΓ に対し,

(1) Γs ∧ LΓtが無矛盾ならば, sと tが ΓL上で一致する.

(2) sと tが ΓL上で一致するならば, �L ΓL
s ↔ ΓL

t

Proof:

(1)対偶を示す. sと tが ΓL上で一致しないとする. すなわち, 或る Lψ ∈ ΓLが存在し,

s(Lψ) = T かつ t(Lψ) = F , または s(Lψ) = F かつ t(Lψ) = T であると仮定する.

まず, s(Lψ) = T かつ t(Lψ) = F であるとき, Γs �L Lψであり Γt �L ¬Lψ である.

後者は �L Γt → K¬ψと同値であるから, �L LΓt → LK¬ψが導かれる. S5の性質から
� LK¬ψ → K¬ψであるので, �L LΓt → K¬ψが導かれる. これはLΓt �L ¬Lψと同値で
あり Γs �L Lψであったので, Γs ∧LΓt �L Lψ ∧¬Lψ. すなわち, Γs ∧LΓtは矛盾を表す論
理式である.

次に, s(Lψ) = F かつ t(Lψ) = T であるとき, Γs �L ¬Lψ であり Γt �L Lψ である.

後者は �L Γt → Lψ と同値であるから, �L LΓt → LLψ が導かれる. S5の性質から
� LLψ → Lψであるので, �L LΓt → Lψが導かれる. これは LΓt �L Lψと同値であり
Γs �L ¬Lψであったので, Γs ∧ LΓt �L ¬Lψ ∧ Lψ. すなわち, Γs ∧ LΓtは矛盾を表す論理
式である.

(2) sと tが ΓL上で一致するならば,

{ψ | ψ ∈ ΓLかつ s(ψ) = T } = {ψ | ψ ∈ ΓLかつ t(ψ) = T }であり,

{¬ψ | ψ ∈ ΓLかつ s(ψ) = F} = {¬ψ | ψ ∈ ΓLかつ t(ψ) = F}

であるので, �L ΓL
s ↔ ΓL

t を得る. Q.E.D

この Proposition 5.2.5により, 次の定義のあとに述べる Propositionが導かれる.

Definition 5.2.2. 任意の∆ ⊆ Formulaに対し, ∆が (様相演算子)Lの下で強く閉じて
いるとは, 任意の s, t ∈ S∆に対し, ∆s ∧L∆tが無矛盾ならば �L ∆s → L∆t が成立するこ
とをいう.

Proposition 5.2.6. ϕ ∈ Formula, Γ = Γ(ϕ)であるとする.

(1) 任意の s, t ∈ SΓに対し, �L ΓL
s ↔ ΓL

t かつLΓtが無矛盾な論理式ならば,

ΓL
s �L LΓ∧

t

(2) Γ(ϕ)は Lの下で強く閉じている.
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Proof: (1)今,条件よりLΓtが無矛盾であるからProposition 5.2.4(3)により, t(LΓ′
t) = T

であるので, ΓL
t �L LΓ′

t (Proposition 5.2.4(1’)より LΓ′
t ∈ ΓL となるので). また, Γtが無

矛盾でもあるので Proposition 5.2.2(2)より �L Γ′
t ↔ Γ∧であり, したがって ΓL

t �L LΓ∧
t .

今, �L ΓL
s ↔ ΓL

t であるので, 求める結果である ΓL
s �L LΓ∧

t を得る.

(2)任意の sと tに対し, Γs∧LΓtが無矛盾ならばProposition 5.2.5(1)により, sと tがΓL

上で一致するので, Proposition 5.2.5(2)により �L ΓL
s ↔ ΓL

t である. このことと Γs �L ΓL
s

であることから, Γs �L ΓL
t である.

一方, この Propositionの (1)から ΓL
s �L LΓ∧

t であるので, Γs �L LΓ∧
t である.

以上により Γs �L ΓL
t ∧ LΓ∧

t である. ここで, Proposition 5.2.2の (3)により, これは
Γs �L L(ΓL

t ∧ Γ∧
t ) と同値である. Proposition 5.2.2の (1)より �L ΓL

t ∧ Γ∧
t ↔ Γt であるの

で, Γs �L LΓt. すなわち, 求める結果である �L Γs → LΓt を得る. Q.E.D

5.3 濾過法の適用
この節では, 5.1節の最後に触れたクロス公理モデルであるカノニカルモデルに対し, 実

際に濾過法を適用する.

ϕ ∈ Formulaとし, Γ = Γ(ϕ)であるとする. また, XLをLにおける極大無矛盾集合の
集合とし, ML = 〈XL, L→,

♦→, νL〉をカノニカルモデルとする.

このとき, 任意の U ∈ XL, すべての ψ ∈ U に対し,

1U(ψ) := T ⇔ ψ ∈ Γ ∩ U
1U(ψ) := F ⇔ ψ ∈ Γ\U

として与えられた 1U ∈ SΓにおいて,

ΓU := Γ1U

と定める.

Definition 5.3.1. 任意の U, V ∈ XLに対し,

U ∼Γ V ⇔ ΓU = ΓV

と定める.

すなわち, ∼Γは同値関係であり, 次のPropositionが成り立つ.

Proposition 5.3.1. 任意の U, V ∈ XLに対し,

(1) U ∼Γ V ⇔ U ∩ Γ = V ∩ Γ

(2) U ∼Γ V ⇔ ΓU ∈ V
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Proof:

(2)を示す. (⇒)U ∼Γ V であるとする. 定義より ΓU = ΓV であるから,

∧{ψ | ψ ∈ Γ∩U}∧∧{¬ψ | ψ ∈ Γ\U} = ∧{ψ | ψ ∈ Γ∩V }∧∧{¬ψ | ψ ∈ Γ\V }

すなわち, 任意の ψ ∈ Γに対し,

ψ ∈ U ならば ψ ∈ V であり, ψ /∈ U ならば ψ /∈ V つまり ¬ψ ∈ V である.

V が極大無矛盾集合であるから,

∧{ψ | ψ ∈ Γ ∩ U}∧ ∧ {¬ψ | ψ ∈ Γ\U} ∈ V

よって, ΓU ∈ V である.

(⇐)ΓU ∈ V であるとする. つまり,

(I) ∧{ψ | ψ ∈ Γ ∩ U}∧ ∧ {¬ψ | ψ ∈ Γ\U} ∈ V

である. ここで,

(i) {ψ | ψ ∈ Γ ∩ U} ∈ V ならば, {ψ | ψ ∈ Γ ∩ U} = {ψ | ψ ∈ Γ ∩ V } ∈ U

(ii) {¬ψ | ψ ∈ Γ\U} ∈ V ならば, {¬ψ | ψ ∈ Γ\U} = {¬ψ | ψ ∈ Γ\V } ∈ U

であることに注目する. これにより (I)から次の (II)が示される.

(II) ∧{ψ | ψ ∈ Γ ∩ U}∧ ∧ {¬ψ | ψ ∈ Γ\U}
= ∧{ψ | ψ ∈ Γ ∩ V }∧ ∧ {¬ψ | ψ ∈ Γ\V }

すなわち, ΓU = ΓV である. Q.E.D

次に, ∼Γをもとに同値類を考える. 任意の U ∈ XLに対し,

[U ] := {V ∈ XL | U ∼Γ V }

と定め, 任意の U, V ∈ XLに対し,

[U ]
L→ [V ] ⇔或る U ′ ∈ [U ]と或る V ′ ∈ [V ]が存在し, U ′ L→ V ′

[U ]
♦→ [V ] ⇔或る U ′ ∈ [U ]と或る V ′ ∈ [V ]が存在し, U ′ ♦→ V ′

と定める.

この L→,
♦→を用いて,

[XL] := {[U ] | U ∈ XL}
FL := 〈[XL],

L→,
♦→〉

と定める. このとき, [XL]は有限である.

以下では, この FLが求めるクロス公理フレームとなることを示していく.
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Proposition 5.3.2. 任意の U, V ∈ XLに対し, 次の 3つは同値である.

(1) [U ]
L→ [V ]

(2) ΓU ∧ LΓV が無矛盾

(3) �L ΓU → LΓV

Proof:

(1)⇒(2)を示す. (1)であるならば,
L→の与え方から或る U ′ ∈ [U ]と或る V ′ ∈ [V ]が存

在し U ′ L→ V ′である. V ∼Γ V
′ であるから Proposition 5.3.1の (2)より, ΓV ∈ V ′. また,

XL上の L→の定義により LΓV ∈ U ′.
同様に, U ∼Γ U

′であるから, ΓU ∈ U ′. すなわち, ΓU ∧ LΓV ∈ U ′. U ′は極大無矛盾集
合であるので, ΓU ∧ LΓV は無矛盾である.

(2)⇒(3) は, 前節における Proposition 5.2.6の (2)により Γ(ϕ) = Γが Lの下で強く閉
じているので, (2)ならば (3)である.

(3)⇒(1)を示す. �L ΓU → LΓV であるとすると, ΓU → LΓV ∈ U である. また U ∼Γ U

であるから ΓU ∈ U である. すなわち, 極大無矛盾集合の性質から LΓV ∈ U であり, 或る
V ′ ∈ XLが存在し ΓV ∈ V ′かつ U

L→ V ′である. Proposition 5.3.1の (2)より, ΓV ∈ V ′で
あることと, V ∼Γ V

′すなわち V ′ ∈ [V ]であることと同値であるので, これらの U ∈ [U ]

および V ′ ∈ [V ]に対し U
L→ V ′である. したがって, 求める結果である [U ]

L→ [V ]を得る.

Q.E.D.

Proposition 5.3.3. 任意の U, V ∈ XLに対し, 次の 2つは同値である.

(1) [U ]
♦→ [V ]

(2) ΓU ∧ ♦ΓV が無矛盾

Proof: (1)⇒(2)は, Proposition 5.3.2と同様.

(2)⇒(1)を示す. ΓU ∧ ♦ΓV が無矛盾であるとすると, Lindenbaum’s Lemmaにより或
る U ′ ∈ XLが存在し {ΓU ∧ ♦ΓV } ⊆ U ′である.

♦ΓV ∈ U ′であるから, 或る V ∈ XLが存在し ΓV ∈ V ′かつ U ′ ♦→ V ′. 他方で, ΓU ∈ U ′

であるから U ∼Γ U
′. すなわち, U ′ ∈ [U ]である.

以上により, 或る U ′ ∈ [U ]と或る V ′ ∈ [V ]に対し U ′ ♦→ V ′ であるので, [U ]
♦→ [V ]であ

る. Q.E.D.

Proposition 5.3.4. [FL]上の関係 L→と ♦→は次の性質をもつ.
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(1)
L→は, 同値関係 (反射律, 推移律, 対称律をもつ).

(2)
♦→は, 反射律をもつ.

(3) [U ]
♦→ [V ]

L→ [W ]ならば, 或る T ∈ XL が存在し
[U ]

L→ [T ]
♦→ [V ]である. (ただし, U, V,W ∈ XL)

Proof:(1)
L→が推移律をもつことのみを示す. [U ]

L→ [V ]かつ [V ]
L→ [W ]であるとす

る. このとき, Proposition 5.3.2により, ΓU �L LΓV であり ΓV �L LΓW である. 後者から
LΓV �L LΓW が導かれるので, ΓU �L LΓW である. すなわち, [U ]

L→ [W ]である.

この証明では,
L→が推移律をもつことを示す為に [U ]

L→ [V ] ⇔ ΓU ∧LΓV であることを
用いているが,

♦→に関しては [U ]
♦→ [V ] ⇔ ΓU ∧♦ΓV であることが一般に言えない. そこ

で,
♦→が推移律をもつことを示す為にはこの方法とは異なる方法を用いる必要がある.

5.4 FL上の関係 ♦→の推移律
Lemma 5.4.1. [XL]上の関係 ♦→は, 推移律をもつ.

Proof:以下 51ページに至るまで証明が続く. [U ]
♦→ [V ]

♦→ [W ]であるとする. Proposi-

tion 5.3.3により, ΓU ∧ ♦ΓV , ΓV ∧♦ΓW が共に無矛盾.

ここで, 論理式 χが無矛盾であるならば Lindenbaum’s Lemmaにより, 或る極大無矛
盾集合 T ∈ XLが存在し χ ∈ T である. また, この T に対し部分集合空間論理の Truth

Lemma(前章を参照)から, 或る部分集合モデルNT = 〈X,O, ν0〉が存在し, 或る x ∈ Xと
或るu ∈ Oに対しすべてのϕ ∈ Formulaにおいて, x, u |=X ψであるので,特にx, u |=X χ

である. さらにこの部分集合モデルNに対し, 或るクロス公理モデルMT = 〈JX ,
L→,

♦→, ν〉
が存在し, すべての ψ ∈ Formulaに対し, x, u |=NT

ψ ⇔ (x, u) |=MT
であるので, 特に

MT , (x, u) |=JX
χである. 以上のことから次の結果が得られる.

Proposition 5.4.2. 任意の χ ∈ Formulaに対して, χが無矛盾ならば, 或るクロス公理
モデルM = 〈X, L→,

♦→〉が存在し或る x ∈ Xに対し M,x |= χが成り立つ.

今, ΓU ∧♦ΓV およびΓV ∧♦ΓW が共に無矛盾であるので, 或るクロス公理モデルMJ =

〈J, L→J ,
♦→J , νJ〉が存在し或る xJ ∈ J に対し xJ |=J ΓU ∧ ♦ΓV であり, また或るクロス公

理モデルMK = 〈K, L→K ,
♦→K , νK〉が存在し或る xK ∈ Kに対し xK |=K ΓU ∧♦ΓV である.

さらに, (極大無矛盾集合に対する部分集合モデルの構築の仕方から) J ∩K = ∅である
ようにできる (この証明は行なわないが, 詳細は [2]を参照).

ここで, 我々が求める結果は U
♦→ W であるがこれは, そのままでは証明を行ないにく

い. そこで, Proposition 5.3.3よりU
♦→W であることは, ΓU ∧ LΓW が無矛盾であること

と同値であることに注目する. そして, この論理式の無矛盾性を証明する為に ΓU ∧ LΓW

が或る極大無矛盾集合の要素となることを示す. 或る 1つのモデルにおいて真であるとい
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う論理式の集合は極大無矛盾集合になるので, 今与えられている 2つのモデル (MJ ,MK)

モデルをもとに 1つのモデルを構築する. それでは, まずその (ΓU ∧LΓW を真にする様な)

モデルの構築方法から述べることにする.

クロス公理モデルの結合

J ∩ K = ∅であるようにできるので (上述を参照), MJ = 〈J, L→J ,
♦→J , νJ〉とMK =

〈K, L→K ,
♦→K , νK〉に対して, J ∩K = ∅が成り立っているとする.

J⊕ΓKをJとKの (互いに素である)和集合であるとする. このとき,任意のp, q ∈ J⊕ΓK

に対し,

• p
L→ q ⇔ p

L→J qであるか p⇔K qであるかのどちらか一方

• p
♦→ q ⇔ p

♦→J qであるか p
♦→K q であるか, 或る j ∈ J と或る k ∈ K が存在し

p
♦→J jかつ k

♦→K qであり Γ ∩ thJ(j) = Γ ∩ thK(k)であるかの, いずれか一つのみ
成り立つ

と定める. ただし, thJ(j) := {ψ | j |=J ψ}であるとする. このとき, thJ(j)が極大無矛盾
集合であること (thJ(j) ∈ XLであること)に注意しておく.

Lemma 5.4.3.

(1) 任意の a′, b′ ∈ Kに対し, a′ L→K b′ならば thK(a′) L→ thK(b′)

(2) 任意の a ∈ J , 任意の T ∈ XLに対し, a |=J ΓT ⇔ ΓthJ (a) = ΓT

J,Kを入れ換えても成立する.

Proof: (1) a′ L→K b′とする. 任意の ψ ∈ thK(b′)に対し, b |=K ψ であり a′ L→K b′である
ので, a′ |=K Lψ. すなわち, Lψ ∈ thK(a)である. 極大無矛盾集合間の関係である L→の定
義から, thK(a′) L→ thK(b′)を得る.

(2) (⇐) ΓthJ (a) = ΓT であるとする. 任意の極大無矛盾集合 U に対し U ∼Γ U より
ΓU ∈ U であるので, 特に ΓthJ (a) ∈ thJ(a)である. すなわち, a |=J ΓthJ (a)であるから, 条
件により, a |=J ΓT

(⇒) a |=J ΓT とする. すなわち, ΓT ∈ thJ(a)であるから

ΓT = ∧{ψ | ψ ∈ Γ ∩ T}∧ ∧ {¬ψ | ψ ∈ Γ\T} ∈ thJ (a)

と表すことができる. thJ (a)が極大無矛盾集合であることから, これは,

任意の ψ ∈ Γ ∩ T に対し, ψ ∈ thJ (a) であり
任意の ψ ∈ Γ\T に対し, ¬ψ ∈ thJ(a)
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と同値である. これはさらに次の様に言い換えられる.

任意の ψ ∈ Γに対し, ψ ∈ T ならば ψ ∈ thJ(a) であり
任意の ψ ∈ Γに対し, ψ /∈ T ならば ψ /∈ thJ(a)

すなわち, 任意の ψ ∈ Γに対し, ψ ∈ T ⇔ ψ ∈ thJ(a)であるから, T ∩ Γ = thJ (a) ∩ Γで
ある. Proposition 5.3.1(1)により, ΓT = ΓthJ(a) である.

また, ν(P ) := νJ(P ) ∪ νK(P )と定めると次が成り立つ.

Lemma 5.4.4.

(1) M = 〈J ⊕Γ K,
L→,

♦→, ν〉 は, クロス公理モデルである.

(2) すべての ψ ∈ Γ, 任意の x ∈ J ⊕Γ Kに対し,

x ∈ J ならば x |=J ψ ⇔ x |=J⊕ΓK ψ

x ∈ Kならば x |=K ψ ⇔ x |=J⊕ΓK ψ

Proof:

(1) このフレームにおいては, 部分集合空間論理の各公理に対し, Γの論理式の代入例
(であるような論理式)に関して健全であり, すべての公理を真にするわけではないことに
注意しておく. しかし, このフレーム FLでは Γの要素である論理式以外については議論
をしないので, この健全性で十分である.

クロス公理に関する性質のみ示す. すなわち, 任意の p, q, r ∈ J⊕ΓKに対し, p
♦→ q

L→ r

ならば或る s ∈ J ⊕Γ Kが存在し p
L→ s

♦→ rであることのみを示す.

p
♦→ q

L→ rであるとする. このとき, (p, q) ∈ J × J であるか, (p, q) ∈ J ×Kであるか
(p, q) ∈ K ×Kいずれかのみで (

L→⊆ J × J ∪K ×K, J ∩K = ∅),

(p, q) ∈ J × J ならば (q, r) ∈ J × J で,

(p, q) ∈ K ×Kならば (q, r) ∈ K ×Kであり,

(p, q) ∈ J ×Kならば (q, r) ∈ K ×K

であることに注目する. (p, q) ∈ J × J , (p, q) ∈ K ×K であるときは, それぞれ J 上もし
くは, K上の性質を用いればよい.

(p, q) ∈ J ×Kであるとき, いま (p, q) ∈ J ×Kであるから, 或る a ∈ J と或る a′ ∈ K

が存在し,

(I) p
♦→J a かつ a′ ♦→K qであり ΓthJ (a) = ΓthK(a′).

今, q
L→K rであるから特に a′ ♦→K q

L→K r である. K上のクロス公理に関する性質より,

或る b′ ∈ Kが存在し

49



(II) a′ L→K b′ ♦→K r

である. a′ L→K b′ であるから Lemma 5.4.3(1) より, thK(a′) L→ thK(b′). すなわち,

[thK(a′)] L→ [thK(b′)]. Proposition 5.3.2より, ΓthK(a′) �L LΓthK(b′). (I)より ΓthK(a′) =

ΓthJ (a)であるから, ΓthJ (a) �L LΓthK(b′). フレーム FLの部分集合空間論理のクロス公理
モデルに関する健全性により, |=J ΓthJ (a) → LΓthK(b′) であり a |=J ΓthJ (a) であるので
(Lemma 5.4.3(2)を参照), a |=J LΓthK(b′)である. 充足可能性 |=J の定義からこのことは,

或る b ∈ J が存在し,

(III) a
L→J bかつ b |=J ΓthK(b′)

であることと同値である. Lemma 5.4.3(2)により

(IV) ΓthJ(b) = ΓthK(b′).

(I),(III)より, p
♦→J a

♦→J bであるので, J 上のクロス公理に関する性質から, 或る s ∈ J

が存在し

(V) p
L→J s

♦→J b

(IV)より ΓthJ (b) = ΓthK(b′)であり, s
♦→J bかつ b′ ♦→K rであるから ((II)を参照), s

♦→ r.

すなわち, p
L→ s

♦→ rであり, s ∈ J ⊕Γ Kであるので, 求める結果を得る.

(2) 論理式 ψの構成に関する帰納法により示す. ψ = P ∈ Γ ∩ Propであるとき, 任意の
j ∈ Jに対し, j |=J P ⇔ j ∈ νJ(P ). j /∈ νK(P ) (J ∩K = ∅)であるので, j ∈ νJ(P ) ⇔ j ∈
νJ(P )∪νK(P )である. j ∈ νJ(P )∪νK(P ) ⇔ j |=J⊕ΓK Pであるから, j |= P ⇔ j |=J⊕ΓK P

を得る. k ∈ Kに関しても同様.

ψ = ψ1 ∧ ψ2 ∈ Γおよび, ψ = ¬χ ∈ Γである場合は, 充足可能性 |=の定義から直ちに導
かれる.

ψ = Lχ ∈ Γであるとき, 任意の j ∈ J に対して, j |=J Lχは, 定義より次と同値である.

或る j′ ∈ J が存在し, j
L→J j

′かつ j′ |=J χ

j ∈ J かつ L→⊆ J × J ∪K ×K であることと帰納法の仮定から, 次と同値である.

或る j′ ∈ J ⊕Γ Kが存在し, j
L→ j′かつ j′ |=J⊕ΓK χ

すなわち, j |=J⊕ΓK Lχと同値である. k ∈ Kに対しても同様である.

ψ = ♦χ ∈ Γであるとき, 任意の j ∈ J に対し, j |=J ♦χは, 定義より

(α) 或る j′ ∈ J が存在し, j
♦→J j

′かつ j′ |=J χ

と同値となる. この主張と
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(β) 或る p ∈ J ⊕Γ Kが存在し, j
♦→ pかつ p |=J⊕ΓK χ

が同値であることを示せばよい. (α)ならば (β)は直ちに示される.

そこで, (β)ならば (α)を示す. もし p ∈ J ならば j′ := pとおけばよい. p ∈ Kならば,

j
♦→ pかつ (j, p) ∈ J ×Kより或る a ∈ J と或る b ∈ Kが存在し,

(I) j
♦→J aかつ b

♦→K pであり, thJ(a) ∩ Γ = thK(b) ∩ Γ

である. いま, b
♦→K pかつ p |=J⊕ΓK χ ((β)より)であるから, Kに関係する帰納法の仮定

より b
♦→K pかつ p |=K χ. すなわち, b |=K ♦χである. 言い換えると♦χ ∈ thK(b)であ

り, ♦χ ∈ Γであるので♦χ ∈ thK(b) ∩ Γ. (I)より♦χ ∈ thJ(a) ∩ Γであるから, a |=J ♦χ.

したがって,

或る j′ ∈ J が存在し, a
♦→J j

′かつ j′ |=J χ

である. (I)から j
♦→J aであり a

♦→J j
′であるから, j

♦→J j
′. これにより, 求める j′が得

られた.

最後に, (ψ = ♦χであるとき)任意の k ∈ Kに対し k |=K ♦χは,

或る k′ ∈ Kが存在し k
♦→K k′かつ k′ |=K χ

であるが, これは

或る k′ ∈ J ⊕Γ Kが存在し k
♦→ k′かつ k′ |=J⊕ΓK χ

であることと同値である (k ∈ K より ♦→⊆ K × K). すなわち, k |=J⊕ΓK ♦χである.

Q.E.D.

以上により, Lemma 5.4.4が示された. すなわち, (1)により与えられたMJ ,MKの結合
により得られたモデルM がクロス公理モデルであること, また (2)により, 任意の論理式
ψ ∈ Γに対し, j ∈ J においては, MJ における ψの解釈とM における ψの解釈とが一致
し, k ∈ Kにおいては, MKにおけるψの解釈とMにおけるψの解釈とが一致することが
わかった.

推移律

ここで, 今までのことを振り返ると

或る xJ ∈ J が存在し, xJ |=J ΓU ∧♦ΓV であり,

或る xK ∈ Kが存在し, xK |=K ΓV ∧♦ΓW

であった. まず, xJ |=J ♦ΓV であることと xK |=K ΓV であることに注目する. xJ |=J ♦ΓV

であるので, 或る a ∈ J が存在し
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(I) xJ
♦→J aかつ a |=J ΓV

特に, a |=J ΓV であり xK |= ΓV であるので Lemma 5.4.3(2)より

(II) ΓthJ (a) = ΓthK(xK)

である.

また, xK |= ♦ΓW であるから, 或る b ∈ Kが存在し,

(III) xK
♦→K bかつ b |=K ΓW

である. 以上を簡単にまとめると, 順に (I),(III),(II),(III)により xJ
♦→J aかつ xK

♦→K b

であり ΓthJ (a) = ΓthK(xK)および, b |=J⊕ΓK ΓW である (Lemma 5.4.4(2)より). すなわち,

xJ
♦→ bおよび, b |=J⊕ΓK ΓW であるから, xJ |=J⊕ΓK ♦ΓW .

さらに, xJ |=J ΓU かつ xJ ∈ Jであったので, 前 Lemma 5.4.4(2)により, xJ |=J⊕ΓK ΓU .

以上により, xJ |=J⊕ΓK ΓU ∧ ♦ΓW . したがって, ΓU ∧ ♦ΓW ∈ thJ⊕ΓK(xJ )であり,

thJ⊕ΓK(xJ)は極大無矛盾集合であるので, ΓU ∧ ♦ΓW は無矛盾である. ここで, Proposi-

tion 5.3.3に戻り, [U ]
♦→ [W ]を得る.

すなわち, [U ]
♦→ [V ]かつ [V ]

♦→ [W ]ならば, [U ]
♦→ [W ]である. 以上のことにより

Lemma 5.4.1の証明が終了する. したがって, FLは有限クロス公理フレームである.

部分集合空間論理の決定可能性
これまでのことから, (任意に)与えられたϕ ∈ Formulaに対し, 有限クロス公理フレー

ム FLが存在することがわかった. そこで, この有限フレームに FL付値を定め ϕに対す
る有限モデルを構築する.

ϕ ∈ Formula, Γ = Γ(ϕ)であるとする. このとき, 得られる有限クロス公理フレーム
FL = 〈[XL],

L→,
♦→〉に関し付値 νを次の様に定める. P ∈ Propとするとき,

[U ] ∈ ν(P ) ⇔ 或る U ′ ∈ [U ]が存在し P ∈ U ′ ∩ Γ

[U ] |=∗ ψをモデル 〈[XL],
L→,

♦→, ν〉における ψの解釈とする.

Proposition 5.4.5.

(1) 任意の T ∈ XL対し, T |=XL χ ⇔ [T ] |=∗ χであるとする. この χに関し
次が成り立つ.

[U ]
L→ [V ]である任意の V ∈ XLに対し [V ] |=∗ χであるとき, Kχ ∈

Γ ∩ U

である.
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(2) 任意の U ∈ XLに対し, U |=XL χ ⇔ [U ] |=∗ χであるとする. この χに関
し次が成り立つ.

[U ]
♦→ [V ]である任意の V ∈ XLに対し [V ] |=∗ χであるとき, �χ ∈

Γ ∩ U

である.

Γ′は ϕの部分論理式全体の集合である.

Proof:(1)を示す ((2)の証明は全く同様). (2) 任意の V ∈ XLに対し, U
L→ V ならば

χ ∈ U を示す.

任意の V ∈ XLに対し, U
L→ V ならば [U ]

L→ [V ]であるので, 条件より [V ] |=∗ χ. さら
に仮定により, V |= χと同値であり, これはカノニカルモデルに関する Truth Lemmaか
ら χ ∈ V である. すなわち, Kχ ∈ U である.

Lemma 5.4.6. U ∈ XLならば,

すべての ψ ∈ Γに対し, U |= ψ ⇔ [U ] |=∗ ψ

ただし, U |= ψは U |=XL ψであるとする.

Proof: 論理式の構成に関する帰納法により示す. ψ = P ∈ Γ ∩ Propであるとき,

U |= P ⇔ U ∈ νL(P )であり, 付値 νLの与え方から, U ∈ νL(P ) ⇔ P ∈ U . いま, この右
辺は P ∈ U ∩ Γと同値であり, これは

或る U ′ ∈ [U ]が存在し, P ∈ U ′ ∩ Γ

と同値である. すなわち, [U ] |=∗ P と同値である.

次に ψ = Kχ ∈ Γであるとき, 以下の 4つの条件

(I) U |= Kχ

(II) 任意の V ∈ XLに対し, U
L→ V ならば V |= χ

(III) 任意の [V ] ∈ XLに対し, [U ]
L→ [V ]ならば [V ] |=∗ χ

(IV) Kχ ∈ U ∩ Γ

において, (I)⇔(II)⇒(III)であり, 特に χ ∈ Γであることから帰納法の仮定が適用でき
るので, 前 Proposition 5.4.5(1)から (III)⇒(IV) Truth Lemmaから (IV)⇒(I)である. す
なわち, (I)⇔(III)であるから. U |= Kχ ⇔ [U ] |=∗ Kχを得る. 最後に ψ = �χ ∈ Γであ
る場合だが, これは ψ = Kχ ∈ Γである場合と同様に示される. Q.E.D.

53



決定可能性定理

(Decidability) 最小の部分集合空間論理 Lにおける論理式の証明可能性は, 決
定可能である.

Proof:

Lemma 5.4.6から, 次のことが言える. クロス公理モデルである 〈[XL],
L→,

♦→, ν〉は, 有
限モデルであり, このモデルによる論理式 ϕの真偽が ϕの証明可能性と一致するので, こ
の部分集合空間論理 Lはクロス公理モデルに関し有限モデル性をもつ. また, Lは有限
の公理からなるので有限公理化可能である. すなわち, 有限モデル性をもち有限公理化可
能であるので, 与えられた論理式 ϕがLで証明可能か否かを判定することは, 決定可能で
ある.
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第6章 最後に

6.1 考察
この節では, 本研究を行なうに当たり考察してきたことを述べることによりどこまでが

明らかになったのかを述べる.

6.1.1 直積空間と topo-bisimulation

3章に関連し, 我々が行なってきた考察において次のことがわかった.

まず最初に, 直積空間と topo-bisimulation との関係を考える. Mλ = 〈Xλ, Oλ, νλ〉を位
相モデルとする (λ ∈ Λ). このとき, M = 〈X,O, ν〉がモデルのクラス {Mλ}λ∈Λの直積位
相モデルであるとは 〈X,O〉が位相空間のクラス {〈Xλ, Oλ〉}λ∈Λの直積位相空間であり, 付
値 νに関して任意の P ∈ Propに対し, ν(P ) =

∏

λ∈Λ

νλ(P ) を満たしているものとする.

いま, 添字 λに対する位相モデルMλ = 〈Xλ, Oλ, νλ〉およびM ′
λ = 〈X ′

λ, O
′
λ, ν

′
λ〉におい

て, �λ をMλ とM ′
λ との間の全面的な topo-bisimulation であるとする (λ ∈ Λ). この

とき, {Mλ}λ∈Λの直積位相モデルをM = 〈X,O, ν〉とし, {M ′
λ}λ∈Λの直積位相モデルを

M ′ = 〈X ′, O′, ν ′〉とする. このとき, 次のことが成り立つ.

Proposition 6.1.1. 任意のx ∈ Xおよび任意のx′ ∈ X ′に対し, XとX ′との間の関係�
を,

x � x′ ⇔ 任意の λ ∈ Λに対して prλ(x) �λ prλ(x
′)

と定める. すると, �はM とM ′との間の全面的な topo-bisimulation となる. ただし,

prλを射影とする.

Proof:

prλ(x)を xλ と書き, prλ(x
′)を x′λ と書くことにする. すなわち x = (xλ)λ∈Λ であり,

x′ = (x′λ)λ∈Λであるとする.

ここで, x � x′とする. まず命題変数に関する性質を確かめる. すべての P ∈ Propに
対して, x ∈ ν(P )であることは,

任意の λ ∈ Λに対し, xλ ∈ νλ(P )
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である.

各 λ ∈ Λに対し xλ � x′λより xλ ∈ νλ(P )であることと x′λ ∈ νλ(P )であることとは同値
である. したがって,

任意の λ ∈ Λに対し, x′λ ∈ ν ′λ(P )

である. つまり, x′ ∈ ν(P )と同値である.

次に, (forth condition)を満たすことを示す. x � x′とし, x ∈ u ∈ Oであるとする. こ
のとき, 或る uµ ∈ Oµが存在し (x)λ∈Λ ∈

∏

λ
=µ

Xλ × uλ (これは Oの部分基の要素)である.

いま, x � x′なので, この µ ∈ Λに対し, xµ �µ x
′
µであることから, 或る u′µ ∈ O′が存

在し

(I) 任意の y′µ ∈ u′µに対し, 或る yµ ∈ uµが存在し, yµ �µ y
′
µ.

である.

そこで, u′ :=
∏

λ
=µ

X ′
λ×uµと定めるとu′は直積位相O′の部分基の要素であるのでu′ ∈ O′

である.

また, 任意の y′ ∈ u′(y′ = (y′λ)λ∈Λ)に対し λ = µならば (I)により或る yµ ∈ uµが存在
し yµ �µ y

′
µである. λ �= µならば y′λ ∈ X ′

λであるが条件より各 λに対し�λは全面的で
あるので, 或る yλ ∈ Xλが存在し yλ �λ y

′
λ である. すなわち, これらの {yλ}λ∈Λを用いて

y := (yλ)λ∈Λと定めれば y ∈ uであり y � y′である. したがって (forth condition)を満
たす. また, (back condition)についも全く同様にして示され, �が全面的であることは各
�λが全面的であることから得られる. Q.E.D.

しかしながら,直積位相モデルMにおける点 (xλ)での論理式ϕの解釈であるM, (xλ) |=
ϕが真であることと任意の λ ∈ Λに対してM,xλ |= ϕで真であることすなわち, 直積を与
えるすべてのモデルMλにおける点 xλでのϕの解釈が真であることとは一般に同値とな
らない.

以上では, 直積位相モデルの定義を直積集合上に直積位相 (弱位相)と呼ばれる一般的な
位相 (開集合系)を導入しているが, 直積位相モデルの定義をこれよりも強い位相 (直積位
相とくらべて集合として大きい開集合系)をもつ箱位相というものを用いて定義をした場
合, M, (xλ)λ∈Λ |= ϕが真であることと任意の λ ∈ Λに対してMλ, xλ |= ϕが真であること
とが同値となる. 特に添字集合Λが有限集合であるとき, 箱位相と直積位相が一致するこ
とも知られている. (箱位相, 箱位相と直積位相との関連については, 文献 [7]を参照.)

これは, 位相としてより細かい開集合系を与えること (開集合系を増やすこと)により,

各点での論理式の解釈に影響を与えるという一つの例である. この理由として,

直積位相における解釈 νは, 射影 prλを用いて

ν(P ) =
⋂

λ∈Λ

pr−1
λ (ν(P ))
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と表すことができ, 直積位相の開集合系Oは, S =
⋃

λ∈Λ

{{prλ(uλ)} | uλ ∈ Oλ}を部分基とす

る開集合系として表すことができるが,直積位相空間では位相空間として十分な開集合が無
いためにϕを真にするような点の集合に対し, 開核を意味する集合がその空間において開
集合として構築できないことが考えられる. つまり λ ∈ Λに対して, νλ(ϕ) = {x | x |= ϕ}

が開集合であるとしても直積空間において,

∞⋂

j=1

pr−1
λ (ν(ϕ)) が開集合とは限らない. この

ことが, 解釈の座標上と直積空間上での解釈の相異につながると考えられるのである. ま
た, 直積位相 (弱位相)モデルM での解釈が真となることと, 或る有限個の λ ∈ Λに対し
てMλ∈Λでの解釈が真となることは, 同値であることに注意しておく.

さらに有限個 (n個)の位相空間から成る有限直積空間上では, 直積位相モデルで論理式
が真であることと射影した各 (任意の)位相モデルMj(j ≤ n)で論理式が真であることと同
値である,すなわち直積位相モデルでの論理式が偽であることと, 直積を形成する或る位相
モデルで偽になることとが同値であることを意味している. 具体的には, X×Y, (x, y) |= ϕ

が偽であることと, X, x |= ϕが偽になるもしくは Y, y |= ϕが偽になるということとは同
値である.

6.1.2 開集合系と topo-bisimulation

この節では, topo-bisimulation と 開集合との関わりを考察する. 2つの位相モデル
〈X,O, ν〉および 〈X ′, O′, ν ′〉 が与えられたとき, topo-bisimulation �は, X とX ′との間
の関係として定義され, 特に, topo-bisimulation はすべての論理式の解釈を変えないとい
う関係になっている.

しかし, 開集合系がどのように解釈の不変性 ( topo-bisimulation )に関係しているのか,

または関係していたとしてもそれほど重要じゃないのかということは topo-bisimulation

の定義からは認識しにくい. そこで以下に記す主張を通して, 少なからず開集合系と付値
との関係が影響していることを明確にする.

g : O → O′ に対して, 以下のこと (集合E(y), E ′(y′))を定める. 任意の y ∈ X に対し,

A = {P ∈ Prop | y ∈ ν(P )},
D = {v ∈ O | y ∈ v}

としたとき,

E(y) :=
⋂

P∈A

ν ′(P ) ∩
⋂

P /∈A

ν ′(P )c ∩
⋂

v∈D

g(v) ∩
⋂

v/∈D

g(v)c

同様に, 任意の y′ ∈ X ′に対し,

A′ = {P ∈ Prop | y′ ∈ ν ′(P )},
D′ = {v ∈ O | y′ ∈ g(v)}

としたとき,
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E ′(y′) :=
⋂

P∈A′
ν(P ) ∩

⋂

P /∈A′
ν(P )c ∩

⋂

v∈D′
v ∩

⋂

v/∈D′
vc

と定める.

そして, X と X ′の間の関係 �として, x � x′ であることを

すべての P ∈ Prop に対し x ∈ ν(P ) ⇔ x′ ∈ ν ′(P ) であり,

任意の v ∈ O に対し x ∈ v ⇔ x′ ∈ g(v)

とする. この定め方において次が成立する.

Proposition 6.1.2. g : O → O′を全射であるとする. 任意の y ∈ X および, 任意の
y′ ∈ X ′に対し, E(y), E ′(y′) �= ∅とする. このとき, �は全面的な topo-bisimulationと
なる.

Proof: x � x′とする. このとき, 命題変数の条件は�の定義により直ちに導かれる.

(forth condition)を満たすことを示す. x ∈ u ∈ Oであるとき, u′ := g(u)と定めると,

関係 � の定め方と g : O → O′より x′ ∈ g(u) ∈ Oであるから, x′ ∈ u′ ∈ O′である. さら
に, 任意の y′ ∈ u′に対し

A′ := {P ∈ Prop | y′ ∈ ν(P )}
D′ := {v ∈ O | y′ ∈ g(v)}

と定めると, 条件からこれらにより与えられるE ′(y′)が空ではないので (E ′(y′) �= ∅), 或る
y ∈ Xが存在し

y ∈
⋂

P∈A′
ν(P ) ∩

⋂

P /∈A′
ν(P ) ∩

⋂

v∈D′
v ∩

⋂

v/∈D′
vc

である. したがって,

任意の P ∈ A′に対し y ∈ ν(P ).

任意の P ∈ A′cに対し y /∈ ν(P ).

任意の v ∈ D′に対し y ∈ v.

任意の v ∈ D′cに対し y /∈ v.

であるから, A′, D′の与え方により

(1) y′ ∈ ν ′(P )ならば y ∈ ν(P ).

(2) y′ /∈ ν ′(P )ならば y /∈ ν(P ).

(3) y′ ∈ g(v)に対し y ∈ v.

(4) y′ /∈ g(v)に対し y /∈ v.
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となる. いま y′ ∈ u′ = g(u)であるから, (3)より y ∈ uである. また, (1),(2),(3),(4)より
y ∈ ν(P ) ⇔ y′ ∈ ν ′(P )であり, y ∈ v ⇔ y′ ∈ g(v)となるので, y � y′となる.

(back condition)については x′ ∈ u′ ∈ O′であるとすると g : O → O′が全射である
ので, 或る u ∈ Oが存在し g(u) = u′. また x � x′ であるので x ∈ uである. 以下,

(forth condition)の場合と同様にして任意の y ∈ uに対し, 或る y ∈ g(u) = u′が存在し
y ∈ ν(P ) ⇔ y′ ∈ ν ′(P )であり, y ∈ v ⇔ y′ ∈ g(v)という性質を得る.

また, �が全面的 (な topo-bisimulation)であることは任意の y ∈ X, y′ ∈ X ′ に対し
E(y), E ′(y′) �= ∅であることから導かれる. Q.E.D.

gがXからX ′への位相同型写像であるときこのProposition 6.1.2の仮定を満たす. し
かし, 位相同型写像の条件から単射の条件を除いた写像である gが全射であり連続開写像
であるときには, 仮定 (条件)を満足しない.

このProposition 6.1.2で仮定している条件のひとつであるE(y) �= ∅という条件は, yを
含む開集合 uと yで真となる各命題変数の組み合わせで表現される集合においては, もう
一方のモデルにおいても全く同じような (集合の)組み合わせで得られる集合に属す y′が
存在し, 2つの点 y ∈ X, y′ ∈ X ′が y � y′という関係にあることを意味する条件となって
いる.

また, これにより bi-simulation が開集合と付値による集合との交叉関係に影響を受け
ていることが明らかになった.

g : X → X ′である場合を考えると, この gがOからO′への写像であり全射であるこ
とは, gがX上連続かつ開写像であることよりも弱い条件であることに注意しておく. こ
れは, それぞれ gの像や逆像が開集合である必要がないということが起因している. し
かし topo-bisimulation を g(x) = x′ と定義することと上述の Propositionの様に topo-

bisimulation を定義することとを考えると g(x) = x′と定義することの方が弱い関係であ
ることに注意する.

また, g : X → X ′に対し, gがProposition 6.1.2 の条件 (任意の y ∈ Xに対しE(y) �= ∅)
を満たすことは一般には示せない.

以上のことから, 上述のProposition 6.1.2 は第 3章で述べたProposition 3.3.4の一般形
ではないことがわかる.

これにより, g : O → O′にいくつか条件を加えたときXとX ′との間の関係�が topo-

bisimulation となることがわかったが, g : O → O′は g ⊆ O × O′と考えることができる
ので, g : O → O′をより一般化し, g ⊆ O × O′にいくつか条件を加えたときX とX ′と
の間の関係�が topo-bisimulation となる様なものが構築できるかどうかということや,

g : O → O′で十分であるかどうかということを試みること, さらには g : X → X ′となっ
ているときや, gがX上の連続写像かつの開写像であるときなどの場合の一般化になって
いる様な条件において topo-bisimulation が構築できるかどうかを探ることは今後の課題
として残される.

これらにより仮に topo-bisimulation という概念, さらには論理式の解釈を変えない関
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係というものが位相空間を用いてより明確に, 具体的に表現されたとき, 論理式の解釈を
変えないという関係がどの様なものであるか一層の視覚化が可能であると考えている.

6.1.3 �の解釈と連続写像
第 3章において, �を位相空間上の開核演算として解釈していた. また, 第 4章では点と

集合との両方を解釈に含めた意味論を与えた. そこで本研究では, 位相の連続であり開写
像であるという概念が様相論理における様相演算として解釈可能かどうかを試みた.

M = 〈X,O, ν〉を位相モデルとする. この位相モデルの位相空間 〈X,O〉に関して, CO(X)

をX からX への連続開写像全体の集合とする. すなわち, CO(X) = {f | f : X → X で
ありX上連続かつ開写像 }であるとする.

言語は, 第 2章で述べた言語を用いる. このとき, 論理式の解釈 x, u |= ϕを以下の様に
定める (x ∈ u ∈ O). 命題変数の解釈, ∧,¬の解釈は通常と同様にして解釈するものとす
る. そして, �の解釈を

x, u |= �ϕ⇔任意の f ∈ CO(X), に対して f(x), f(u) |= ϕ

と定めると. この解釈において S4で健全性をもつ. しかし, まだこの解釈が S4で完全で
あるかどうかを示すことが出来ていない. そこで, 完全性を示す準備として連続写像の構
成方法を考え, 一部の連続写像の具体的な構築方法が次の命題を考えることにより得られ
ることがわかった. 記号 O′

F , Ante(u) を

O′
F := {u ∩ F | u ∈ O′}

Ante(u) := {v ∈ O | v ⊆ u}

としておく.

Proposition 6.1.3. 〈X,O〉, 〈X ′, O′〉を位相空間とする. 与えられた F ⊆ X ′に対し或る
D ⊆ Oが存在し, 〈D,⊆〉が束であり ∅ ∈ Dであるとする. そして O′

F が集合を要素とし
て有限であるとし, さらに 或る gが存在し g : D → O′

F かつ束の同型写像であり, 任意
の u ∈ Dに対し#(u\ ∪ Ante(u)) ≥ #(g(u)\ ∪Ante(g(u))) を満たしているとする. この
とき,

∪Dから F への連続写像 f が存在し, f(∪D) = F である.

ただし, 集合Aに対して#AをAの濃度とする.

Proof: F ⊆ X ′が与えられたとする. 条件によりO′
F = {v ∩ F | F ∈ O′}が有限である

ので, 次の様にして帰納的にO′
F を分割できる.
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L0 := {∅}

Ln := {v ∩ F ∈ O′
F\

n−1⋃

j=0

Lj |任意のA ∈ O′
F\

n−1⋃

j=0

Ljに対して, A �= v ∩ F

ならばA �⊆ v ∩ F}
= {vn

i }Nn
i=1

と定める. Lnは特にO′
F\

n−1⋃

j=0

Ljの極小点全体の集合を与えている. この様に定めたLnを

用いて以下の様にして帰納的に写像を与えることにする.

n = 1の場合 (base case). g : D → O′
F が束の同型写像であるので, 任意の v1

i ∈ L1に
対して或る u1

i ∈ D ⊆ Oが存在し, u1
i = g−1(v1

i )である. このとき Ante(vi
1) = {∅}である

ので, gが⊆の順序を保つ同型写像であり, ∅ ∈ DであることからAnte(ui
1) = {∅}である.

すなわち,

#u1
i = #(u1

i \ ∪ Ante(u1
i )) ≥ #(g(u1

i )\ ∪Ante(g(u1
i ))) = #g(u1

i )

したがって, #u1
i ≥ #v1

i であり, 特に u1
i , v

1
i �= ∅である.

ここで, 空でない集合A,Bに対し Map(A,B) := {f | f : A → B}とする. #u1
i ≥ #v1

i

であるから, Map(u1
i , v

1
i ) �= ∅である. 任意に f 1

i ∈Map(u1
i , v

1
i )をとる. ここで,

任意の x ∈ u1
i に対し f(x) := f 1

i (x)

と定める. すなわち f の u1
i による制限 f|u1

i

が f 1
i と一致する様に定める. この様に i ≤ N1

に対して f を与えたとき, この f が 2点以上へ移るということがないことを確認する. 任
意の vi, vi′ ∈ L1 に対して, L1 の与え方から vi �= vi′ ならば vi ∩ vi′ = ∅ である. また
g : O → O′

F が束準同型であり, ∅ ∈ Dでもあるので対応する ui, ui′に対して, ui ∩ ui′ = ∅
となる. すなわち, 或るひとつの点で移り先が 2点であることがないということである. こ

れにより, f が
Nj⋃

i=1

u1
i 上で写像として, 定義された.

n ≥ 2の場合 (induction step). Uj :=

Nj⋃

i=1

uj
i とおき (j ≤ n− 1), U :=

n−1⋃

j=1

Ujとおくこと

にする. また, V に関しても同様に与えるものとする.

このとき,帰納法の仮定としてfがU上で写像として定まっているとする. 特に, f−1(vi
j) =

ui
jである. さらに, 任意の vn ∈ Lnに対して, 任意に選んだ v ∈ O′

F が v ⊆� vnならば或る
m < nが存在し v ∈ Lmであることに注意しておく.

任意の vn
i ∈ Lnに対し, g : O → O′が束同型であるので或る un

i ∈ Dが一意に存在し,

un
i = g−1(vn

i ). この un
i に対し, un

i \U = un
i \ ∪ Ante(un

i ) であることに注意すると (対応す
る vに関しても同様で),

(I) #(un
i \U) = #(un

i \Ante(un
i )) ≥ #(g(un

i )\∪Ante(g(un
i ))) = #(vn

i \Ante(vn
i ))

≥ #(vn
i \V )
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である. いま帰納法の仮定により f の U による制限 f|U が定まっている. そこで k, もし
un

i \U = ∅ならば, 何もしない (f|U が定まっている). このとき, f−1(vn
i ) = un

i が成り立っ

ていることを確かめる. いま un
i \U = ∅なので, un

i = U =

n⋃

j=1

Nj⋃

k=1

uj
k である. g : D → O′

F

が束同型写像であるから,

vn
i = g(un

i ) = g(
⋃n

j=1

⋃Nj

k=1 u
j
k) =

⋃n
j=1

⋃Nj

k=1 g(u
j
k) =

⋃n
j=1

⋃Nj

k=1 v
j
k

である. 帰納法の仮定から f が U から V への写像であり f−1(vj
k) = uj

kであるので, 逆像
の性質から

f−1(vn
i ) = f−1(

⋃n
j=1

⋃Nj

k=1 v
j
k) =

⋃n
j=1

⋃Nj

k=1 f
−1(vj

k) =
⋃n

j=1

⋃Nj

k=1 u
j
k = un

i

である.

次に, un
i \U �= ∅ ならば, (I) より Map(un

i \U, vn
i \V ) �= ∅ であるから, 任意の f ∈

Map(un
i \U, vn

i \V )をとり, f|(un
i
\U)

:= fn
i と定める. この与え方により f−1(vn

i ) = un
i で

あり, j ≤ nおよび k ≤ Njに対して, f−1(vj
k) = uj

kであることに変わりがない.

以上により, f
|�Nn

i=1
un

i
\U
が定義された. 次にこれが写像であることを確かめる. つまり,

ひとつの点から 2点へ移ることがないことを確かめる. 任意の un
i , u

n
i′ ∈ Ln (un

i �= un
i′)に

対して, g : D → O′
F が束同型写像であるから, Lj の与え方より g(un

i ∩ un
i′) ⊆� g(un

i ) = vn
i

であるので, 或るm < nが存在し, g(un
i ∩ un

i′) ∈ Lm. g : D → O′
F が全単射であることか

ら, 或る um
k ∈ g−1(Lm)が存在し, um

k = un
i ∩ un

i′. すなわち, un
i ∩ un

i′ ⊆ U である. よって,

(un
i \U) ∩ (un

′i\U) = ∅

であるから, f
|�Nn

i=1
un

i
\U
は写像であり, f|U が写像であったので, f

|�Nn
i=1

un
i

も写像となる.

また, LN = {X ′ ∩ F} = {F}となる自然数N が存在するので, この構築を n = N まで
くり返し, f(∪D) = F を得る. これに加えて, D = {f−1(v) | v ∈ O′} ⊆ Oとなっている.

このようにして得られた写像 f が ∪D 上連続となることは明らかである (f−1(B) =

f−1(B ∩ f(∪D))であることに注意). Q.E.D.

この命題に関して次のことを捕捉しておく. #A ≥ #Bならば f : A→ Bであるような
写像は必ず存在するが, この命題の証明には, この様な f : A → Bを任意にとってくるこ
とができることを仮定している (すなわち撰択公理を仮定している).

X ′が有限集合であるとき, または O′が有限個の開集合しか持たないとき, この命題を
用いて得られる様な連続写像 f の全体は, X からX ′への連続写像全体になる. これは次
の命題から得られる.

Proposition 6.1.4. 〈X,O〉 〈X ′, O′〉を任意の位相空間とする.

f : X → X ′が連続ならば,或るD ⊆ Oが存在し, ∅, X ∈ Dであり,かつf : ∪D → O′
f(X)

が束同型写像となる.
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Proof: D := {f−1(v′) | v′ ∈ O′
f(X)} = {f−1(v ∩ f(X)) | v ∈ O′}とおけばよい.

以上の命題により, 連続写像が開集合系の部分集合と値域のべき集合の部分集合との間
に束の同型を与えることが明らかとなり, 開集合系の部分集合ともう一方の有限個の集合
との間に束同型が定められていて濃度の条件を満たしていれば, 連続写像が構築すること
ができることがわかった. また, 開写像においても同様の性質 (束同型等)をもつことをこ
こで注意しておく.

6.2 まとめ
第 3章から, S4ではカノニカルモデルを用いて完全であること. また, カントル空間や

実数空間が完全となることがわかった. また, この論文では詳しく取りあげていないが最
小元をもつクリプキモデルから十分な連結性をもつ位相空間 (well-connected topological

space)を構築している. もちろん S4で, その位相空間は完全である [1]. すなわち, 種々の
位相的性質 (コンパクト性や, 距離化可能性, 連結性など) を持つ空間において, 完全であ
ることがわかった.

この様に位相空間としてことなる性質での完全性が成立するのは, 種々の完全性の証明
に証明不可能な論理式に対する反例モデルを構築しているが, その反例モデルとしての位
相モデルで重要なのが証明不可能な論理式の構造 (部分論理式)とその構造を表現するに
及ぶ点と開集合で, すべての点や開集合が関係しているためではないことが起因している
と考えられる.

また, 考察により直積空間と topo-bisimulationとの関係や, topo-bisimulationを与える
一つの条件がわかった. また, topo-bisimulation において, 開集合と付値による集合との
交叉点 (共通部分の要素)の有無が深く関係していることが考察できた.

第 4章から, 点と (点の)集合における解釈をもつ部分集合モデルにおいて, 部分集合空
間論理が完全であること, またその部分集合空間において, 部分集合モデル全体のクラス
が有限性を持たないことから, 決定可能性を示すの為に有限性を持つモデルのクラスを考
える必要があった.

しかし, 現在 (2003年)において部分集合モデルのクラスを有限の共通和に関して閉じ
ているような部分集合の集合 (O)に限った共通和モデル (intersection models)のクラスに
関しては意味論の完全性が示されていない. (当然, 位相モデルのこの意味論での完全性も
示されていない.)

考察において, 点と集合とを解釈に含めたセマンティクスを考えた. このセマンティク
スにおいて健全性を示すことができ, 或る特別な連続写像が, 開集合系の部分ともう一方
の位相空間上のべき集合の部分との間の束同型写像により与え得ることがわかったがその
一方で, 完全性を示すには及ばなかった.
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6.3 今後の課題
考察において述べたように第 2章で与えた解釈による位相モデルにおいて, topo-

bisimulation と同等な条件として開集合系や付値, さらには位相の諸性質を用いて表現す
ることができるかどうか. また, 位相モデルに点と集合とを解釈に含めた意味論において,

topo-bisimulation すなわち, 論理式の解釈をひとしくするような関係の一つはどの様に表
すことができるか, そしてその (位相モデルに点と集合との解釈を与えた)意味論の完全性
を示せるかどうか. そして, S4よりも強い様相論理に対し, どういう公理がどんな開集合
系の構造を与えるか, または 開集合系と付値による集合のクラスとの交叉関係がどのよう
な性質をもつか. さらには, 考察で述べたような様相演算子と連続写像との関係を与えた
意味論の完全性を示すことができるかどうか, 連続写像に対応する様相演算を与えること
ができるかどうか, そしてその為にもっと具体的な連続写像の諸性質,例えば移り先が無
限個の集合である開集合系の一部 (開集合のクラス)からの或る束の同型写像が与えられ
たとき連続写像を構築できるか等を明らかにすることが今後の課題として残っている.
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