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概要
窒化ガリウム (GaN)は、Light Emitting Diode (LED)や太陽電池に使用される化合物

半導体であり [1, 2, 3, 4, 5]、我々の社会に必要な極めて重要な材料である。GaNは同一
波数におけるValence Band Maximum (VBM) とConduction Band Minimum (CBM)と
の差がバンドギャップとなる直接遷移型の半導体である。GaNの特徴的な性質は、Ga原
子が d電子を有することに由来する。d電子はセミコア電子とも呼ばれ、価電子と芯電子
の両方の性質を持った電子である。セミコア電子を持たない元素の化合物であれば、化学
結合に寄与する価電子のみを考慮して物性計算を行えばよい。しかし、セミコア電子を有
する元素の場合、価電子と芯電子のどちらとしてセミコア電子を取り扱えばいいかとい
う点で任意性が残る [6]。特に、バンドギャップはVBMとCBMとの差として定義される
ため、セミコア電子の取り扱いによってはバンドギャップの予見値が大きく変わると考え
られる。しかも、セミコア電子の寄与が予見物性にどう影響するかは、格子定数や体積
弾性率といった基底状態での凝集特性においてさえも自明ではなく、励起状態が関連する
ギャップ予見においては、ますます非自明である。
バンドギャップの計算手法として広く普及している方法として密度汎関数法 (DFT)があ

る [7, 8]。密度汎関数法は多くの固体物性を精度良く求めることができるものの、典型的
な交換相関汎関数 (LDA/GGA)では電子の自己相互作用をキャンセルできないため、バ
ンドギャップを過小評価することがよく知られている [9, 10]。
一方、密度汎関数法とは別のアプローチを採用した第一原理計算手法として第一原理量

子モンテカルロ法がある [11]。第一原理量子モンテカルロ法は、シュレーディンガー方程
式に現れる実時間を虚時間に置き換えた虚時間発展方程式をモンテカルロ法でシミュレー
ションし、その定常分布からのサンプリングにより多体電子系の基底エネルギーを推定す
る手法である。密度汎関数法とは異なり、第一原理量子モンテカルロ法では電子間相互作
用を直接数値サンプリングするため自己相互作用の問題は生じない。従って、第一原理量
子モンテカルロ法はGaNのバンドギャップを高精度で算定可能であると考えられる。
本研究は、GaNの d電子を芯電子として扱う「ラージコア」と呼ばれる擬ポテンシャル

と、d電子を価電子として扱う「スモールコア」と呼ばれる擬ポテンシャルの各々を使っ
てGaNのバンドギャップを第一原理量子モンテカルロ法で算定し、d電子がバンドギャッ
プに与える影響を評価した。第一原理量子モンテカルロ法の試行関数として、ジャスト
ロ因子と単一スレータ行列式との積で定義されるスレータ・ジャストロ型多電子波動関
数 [12]を採用した。スレータ行列式のみでは電子-電子間相互作用や電子-イオン間相互作
用を記述できないが、ジャストロ因子を乗じることでこれらの相互作用を取り込んだ試行
関数を得ることができる。そのジャストロ因子に含まれるパラメータは、変分量子モンテ
カルロ法で最適化した。単一スレータ行列式部分は、一般化勾配近似 (GGA)を用いた密
度汎関数法でKohn-Sham軌道から構築した。なお、本研究では、試行関数の節の位置を
更新しない節固定近似 [12]を用いた。
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バンドギャップは、基底状態と第一励起状態のそれぞれのエネルギーの差として求めた。
第一励起状態のエネルギーを求めるために、本研究ではスレータ行列式を構成するKohn-

Sham軌道の一つをCBMに対応した軌道に置き換えて、第一励起状態の多体波動関数を
生成した。なお、第一原理量子モンテカルロ法の計算パッケージとしては CASINO [13]

を使用し、試行関数を生成するための密度汎関数法の計算パッケージとして Quantum

Espresso [14]を使用した。
第一原理量子モンテカルロ法による計算の結果、「スモールコア」と「ラージコア」の

それぞれのバンドギャップの予見値は実験値 (3.39 eV)を過大評価することが明らかとなっ
た。また、d電子を芯電子として扱う「ラージコア」の予見値は、d電子を価電子として
扱う「スモールコア」の予見値よりも約 1.2 eV程度大きくなった。これにより、Gaの d

電子を芯電子に含めることは、バンドギャップを広めるバイアスとして作用することが明
らかとなった。
このようなバイアスが生じる要因として pd混成 [15, 16]が考えられる。pd混成は、Ga

の d軌道とVBMの p軌道とが混成することでVBMが上方に持ち上げられ、これにより
バンドギャップが狭まる現象である。しかし、pd混成によるバンドギャップの減少量は
0.1-0.3 eV程度であることが知られており、本研究における予見差異は約 1.2 eVであるか
ら、pd混成のみではバイアスが生じた理由を説明することができない。
「ラージコア」では d電子が存在しないため d電子による遮蔽効果を過小評価し、これ
が原因でバンドギャップの予見差異が生じたとも考えられる。しかし、GW 法では遮蔽効
果を過小評価することでバンドギャップを過大評価するという先行研究 [17]もあるが、遮
蔽効果による予見差異は 0.5 eV程度であるとされており、遮蔽効果だけで説明するのは
難しい。
有限サイズ誤差を見積もるためにKwee-Zhang-Kraukauer (KZK)補正スキーム [18]に

よる補正量を見積もったが、その補正量は殆ど 0に等しいことが明らかとなった。「スモー
ルコア」と「ラージコア」の予見値に差が生じた原因が有限サイズ誤差ではないことも明
らかとなった。
従来法である密度汎関数法の範囲では、量子多体相互作用の記述性限界ゆえに、評価

が過小か過大といったレベルでの切り分けさえ困難な状況が未踏となっていた。本研究で
は、大規模並列計算を駆使して第一原理量子モンテカルロ法を適用することで、これまで
に未解明であったギャップ値予見に対するセミコア電子の影響を上記のようにはじめて解
明した。具体的には、「ラージコア」の擬ポテンシャルによる予見では、セミコア電子の
量子ダイナミクス寄与が考慮されない結果、ギャップ値は過大評価されることが明らかに
なった。また、混成効果 (pd混成)や遮蔽効果におけるセミコア寄与の取りこぼし、およ
び、価電子数減少により期待される価電子帯のエネルギーシフトは、いずれも、予見を過
大評価側にバイアスし、計算結果を整合的に説明することが明らかになった。
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第1章 序論

1.1 第一原理計算における課題
1.1.1 第一原理電子状態計算と材料科学
積極的な近似を使用せずに対象系の電子状態を算定する第一原理計算が材料科学、特に

電子物性を扱う材料科学に浸透している。第一原理計算は電子系の基底エネルギー等を算
定する計算手法であり、当初は対象範囲が電子物性そのものに限定されていたが、近年で
は「電子物性に帰着できる」物性にまで用いられるようになっている。そのような物性と
しては、反応性 [19, 20, 21, 22, 23]、機械特性 [24]、及び生化学的特性 [25]等がある。こ
れにより、材料科学における第一原理計算の重要性はますます増加している。

1.1.2 第一原理計算における研究課題
第一原理計算は、その言葉自体が示すように、恣意性を排除して客観的な予測が行える

ツールとしての位置づけを有する。ところが、算定実務上は幾つかの近似が不可避である
ため、それに伴う記述性既存がある。例えば、手続き上の簡素化を行うために、局所的情
報だけでは記述できない現象の記述性が確保できないう問題がある。典型的には、分子間
力の記述性が悪いという問題 [26] がある。本論文が扱うバンドギャップの問題もここに端
を発している。
第一原理計算の方法論上の研究課題設定としては、このような記述性毀損の問題に対

して、

(a) 記述性毀損の典型例を見つけ出すこと、

(b) 記述性毀損の原因系を解明すること、

(c) 記述性毀損の原因系を解決する方法を開発すること、

といった研究が展開されている。本研究は主に (a)と (b)を取り扱った研究である。
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1.2 バンドギャップの問題
1.2.1 半導体のバンドギャップ
電子物性とは「系から取り出せる電子系の応答」なので、「応答に利用できる電子状態

の分布」を知る/予測するというのが最も根本的である。金属と絶縁体とを分かつのは、
無限小のエネルギーを与えたときに、電子系が状態 (電子の準位占有の状況)を替えられ
るかという言葉で把握される。半導体や絶縁体の場合、バンドギャップと呼ばれる「準位
が存在しないエネルギーレンジ」を隔てて空位が存在するため、このバンドギャップ値以
上のエネルギーを与えないと応答を取り出すことができない。金属の場合には、バンド
ギャップが存在しないため、準位占有状況を即座に変更させることができ、これが「電流
が流れる」という応答に対応している (図 1.1)。

E
g

E
g

(a) (b) (c)

e

e
e

図 1.1: 金属 (a)、半導体 (b)、及び絶縁体 (c)のそれぞれのバンド模式図。金属 (a)は、バ
ンドギャップが存在せず、伝導帯の中にフェルミ面があるため、僅かなエネルギーを電子
eに与えるだけで電流が流れる。一方、半導体 (b)と絶縁体 (c)は、0Kにおいて価電子帯
の全ての準位が電子 eで占有されており、かつバンドギャップEgが存在するため、バン
ドギャップEg以上のエネルギーを電子 eに与えないと電流が流れない。

一方、バンドギャップのある系は、「バンドギャップ値に満たない波長には応答しない」
という特性が活用される。選択的な光吸収を利用した触媒効果 [27]がその例である。ま
た、古くは不純物をドープしてギャップ内に新たに占有可能準位を構築して、応答制御に
役立てるという形で半導体ベースの電子工学が発展した [28]。近年では、「ナノテクノロ
ジーによる材料設計」の課題の 1つとして、バンドギャップが所望のレンジにある材料を
開発するという課題もある [29]。更に、ドーピングなどの元素置換、圧力印加による構造
の変調などを利用したバンドギャップチューニング [27, 30, 31, 32] も研究対象となって
いる。
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1.2.2 バンドギャップ予見の重要性と問題点
バンドギャップチューニングにおける第一原理計算活用は、第一原理計算における最も

歴史の古い活用法である。これにより、元素置換や構造変調を与えた構造モデルに対し
て、バンドギャップ値が変化する程度や傾向を予見することができる。このような予見は、
近年では特に光触媒関連の課題で精力的に行われている [27]。また、第一原理計算は、バ
ンドアライメントを予見するのにも活用されている。第一原理計算で明らかとなったバン
ドアライメントの例を図 1.2に示す。図 1.2は、第一原理計算の一つであるGW 法でバン

図 1.2: バンドアライメントの例。文献 [33]より引用。青と緑の縦棒がそれぞれ価電子帯
と伝導帯の計算値を示す。横方向に延びる実線は実験値である。

ドアライメントを計算した例である。GW 法は、多体摂動論に基づいた計算手法である
が、その計算コストはO (N4∼6)と大きい [34]。これに対し、本研究で採用した第一原理
量子モンテカルロ法の計算コストはO (N3)と小さく [12]、GW 法よりも計算時間を短縮
することができる。
第一原理計算が与えるバンドギャップ予見には様々な問題やバイアス要因が指摘されて

きた。例えば、第一原理計算の一つである密度汎関数法 [7, 8]では、実験値よりもバンド
ギャップを過小に評価するギャップ問題がある [35]。ギャップ問題の典型例を表 1.1に示
す。表 1.1に示すように、GaNのバンドギャップの実験値は 3.39 eVであるのに対し、密
度汎関数法での予見値は 2.04 eVであり、実験値を 1 eV以上も過小評価している。また、
InNに至っては、負のバンドギャップを予見している例もある。
但し、付録において述べるように、このギャップ問題の原因系については詳しく調べら

れており、本研究はこれを扱うものではない。一方、ギャップ問題とは別のバイアス要因
を明らかにすることは、バンドギャップを理論的に予見してそれを応用するために極めて
重要である。
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文献 GaN InN

Wright et al. [36] 2.04 -

Wright et al. [37] 2.04 -0.04

Bechstedt et al. [38] - 0.58

Furthmüller et al. [39] - -0.21

実験値 3.39 [40] 0.7 [41]

表 1.1: GaNと InNのギャップ問題の典型例。単位は eV。GaNと InNのいずれにおいて
も実験値を過小評価している。InNに至っては負のギャップを予見している例もある。

密度汎関数法におけるギャップの過小評価を改善する方策として∆SCF法がある [42]。
密度汎関数法ではバンドギャップとして後述のKohn-Shamギャップを算定するが、∆SCF

法では準粒子ギャップを算定する。これにより、表 1.2に示すように、ギャップの過小評
価を改善することができる。

材料 実験値 LDA ∆SCF法
C 5.5 4.1 5.3

Si 1.1 0.5 1.0

Ge 0.7 0.0 0.9

SiC 2.2 1.4 2.4

BN 6.2 4.4 5.8

GaN 3.4 1.6 3.9

GaAs 1.4 0.3 1.5

AlP 2.5 1.5 2.1

ZnS 3.7 1.8 3.6

CdS 2.5 0.9 3.0

AlN 6.1 4.2 5.3

ZnO 3.3 0.8 3.5

表 1.2: ∆SCF法によるギャップ算定例。単位は eV。文献 [42]より引用。密度汎関数法の
一つである LDA(Local Density Approximation) では実験値よりもギャップが過小評価さ
れているが、∆SCF法では過小評価が改善されている。
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1.3 擬ポテンシャルにおけるセミコア問題
1.3.1 擬ポテンシャルの利用
第一原理計算には第一原理量子モンテカルロ法や密度汎関数法があるが、実用上の応用

では、これらの方法のいずれにおいても擬ポテンシャルが用いられる。構成原子に付随し
た電子のうち、構成原子近傍の内側の電子は、非常に深いエネルギーで安定化され原子核
近傍に固定化されているため、低エネルギーレンジで取り出される電子物性には与するこ
とがなく、「芯電子」と呼ばれる。電子物性に寄与する主な電子は、この「芯電子」より
も外側に配置される「価電子」である。擬ポテンシャル法では、芯電子をシミュレーショ
ン予見の直接の対象から外し、真のポテンシャルを価電子が実効的に感じるポテンシャル
に置き換えて、価電子のみをシミュレーション対象にするのが第一原理計算における通常
の習いである。このような実効的なポテンシャルを擬ポテンシャルといい、カットオフ半
径 rc以遠では真の波動関数と擬波動関数とが一致するように擬ポテンシャルを構成する
(図 1.3)。 擬ポテンシャル法の詳細は付録に回すが、「価電子が感じる原子核の存在」を
数値的に実効ポテンシャルとして表現したものが擬ポテンシャルである。

図 1.3: 擬ポテンシャルのイメージを示す模式図。文献 [43]より引用。

擬ポテンシャルの構築法としては、shape consistencyアプローチと energy consistency

アプローチとがある [44]。shape consistencyアプローチは、全電子法で価電子の軌道を
求め、コア径以遠においてこれらの軌道に擬軌道が一致し、コア径以内で擬軌道がノード
レスとなるようにする構築法である。一方、energy consistencyアプローチは、全電子法
で計算した価電子のエネルギー準位を再現するように擬ポテンシャルを構築する方策で
ある。また、これらの両方を取り入れた擬ポテンシャルもある [45]。当然、どの擬ポテン
シャルを利用したかでシミュレーション予見の結果は影響を受ける。但し、一般的には、
その影響が定性的にも問題になるほどのことがないように、精細に擬ポテンシャル開発が
進んでいる。
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1.3.2 セミコアの問題
使用擬ポテンシャルのチョイスで生じるバイアスが顕著になる問題がセミコア記述の問

題である。セミコアは、芯電子と価電子の両方の性質を持った電子である (図 1.4)。セミ

図 1.4: セミコアのイメージ。セミコアは、芯電子と価電子の境目にあり、これらの両方
の電子の性質を持つ。

コアを持たない元素の化合物であれば、化学結合に寄与する価電子のみを考慮して物性計
算を行えばよい。しかし、セミコアを有する元素の場合、価電子と芯電子のどちらとして
セミコアを取り扱えばいいかという点で任意性がある [6]。本研究が取り扱うGaNでは、
Gaの d電子がセミコアである。セミコアの取り扱いによって凝集エネルギーの予見値が
変わるので、格子定数や体積弾性率等の予見に比較的大きなバイアスが生じることが知ら
れている [36, 37, 46]。

1.4 計算科学としての位置づけ
1.4.1 第一原理計算とスパコン
第一原理計算は大量の数値処理を必要とするので、科学技術計算の出現初期から両輪で

進んできた。近似計算ではなく、厳密解に対するマッピング手法としての基礎づけは 1960

年代だが、それ以降も常に大型計算機上で運用される代表的な科学技術計算として位置
付けられ、当該研究分野とハイパフォーマンスコンピューティング分野は表裏一体といっ
た関係で、そのフィジビリティ実現への要求が、計算機科学技術の発展のきっかけを後押
ししたりするような関係であった。第一原理計算の汎用法と呼べる密度汎関数法について
は、1980代までは大規模スパコン、1990年代あたりから研究室サーバレベル、2000年代
以降は個人所有のパソコンレベルで運用可能になった。現在では、ラズベリーパイ [47]上
でも十分に走るようになっている。
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本研究が主務とする第一原理量子モンテカルロ法については、その着想自体は 1960年
代には理論的基礎は確立しているが [11]、「大量のサンプリングが実現できれば」という
絵に書いた餅的なところがあって、水素分子など実用性からは程遠い基礎研究に適用範囲
が限定されてきた。1990年代から、MPI並列計算技術が実用普及するに至って、急速に
実用化が進んだ手法で、大規模並列スパコン科学と切っても切れない関係にある。2000

年代には 128並列程度、2010年代には 500-1000並列程度、2020年代に至っては数万並列
規模の計算が実用化手法として運用されていており、米国等のフラッグシップクラスのス
パコンのキラーアプリケーションプログラムに選定されている [48]。

1.4.2 第一原理量子モンテカルロ法を実現する計算科学的事項
並列化効率
並列計算機上で実行するプログラムはノード間通信の性能に大きく依拠し、ノード間通

信が頻繁に発生するプログラムほど性能向上を図りにくい。一般に、並列計算機のコア数
を増やしてもそれに見合った分だけプログラム実行速度が速くなるとは限らず、通常はコ
ア数をある程度増やすと実行速度はそれほど向上しなくなる (図 1.5)。コア数に対して実
行時間の逆数が線型に増加する場合は並列化効率が高いといい、これを実現できるプロ
グラムは並列化に適したプログラムである。 例えば、密度汎関数法は、並列化効率が悪
く、現状では現状で数百並列程度しか並列化できていない。これに対し、第一原理量子モ
ンテカルロ法は、各ノードがサンプリング統計処理を並列分散して行う手法であるため、
ノード間通信はさほどは発生せず、並列化効率は著しく高い。

ロードバランス
しかしながら、第一原理量子モンテカルロ法の一つである拡散量子モンテカルロ法では、

各ノードにおけるウォーカー数が計算途中で変動するアルゴリズムを採用しているため、
ノード間でウォーカー数を一定に保つためのロードバランスを行う必要がある (図 1.6)。
数千並列を超えてくると、ロードバランスの管理が問題となる領域となり、効率良くロー
ドバランスを行う技術が必要となる。

プロセス並列とスレッド並列の効率的併用
第一原理量子モンテカルロ法の算法自体はプロセス並列による効率化を前提として発

展してきたが、2010年代以降、先鋭化したノード内並列技術を活用した数万並列規模の
計算機が普通になってきたところで、それまでの「プロセス並列しかしない算法」では、
計算機の性能を大きく活かすことができなくなってきた。ノード内において「メモリを
シェアした演算コア」は、メモリを均等割にして従来通りのプロセス並列を行おうとして
も、コア当たりのメモリ容量が小さくなり、そのままにはプロセス並列実装は走らない。
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図 1.5: 並列化効率の模式図。コア数に対して線型に実行時間 −1が増加するのが並列化効
率が高く理想的である。密度汎関数法等では、コア数をある程度多くするとそれ実行時間
−1が増加し難くなり、並列化効率が低い。

node #1

…

…

node #2

図 1.6: ロードバランスの模式図。各 nodeにおけるウォーカー数は計算の前後で変化す
る。そのため、node間通信によりウォーカの数を一定に保つ必要がある。
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更に、当該手法では、波動関数情報に相当する巨大データをメモリ上に搭載して計算しな
ければならない。そのため、計算実務上は、いかにして巨大データをメモリに搭載し、プ
ロセス並列とスレッド並列とを効率的に併用するための工夫が必要となる。

計算科学における意義
本研究のサイエンスの本題としては取り上げていないが、本研究は、上記のような計

算機科学技術上の最先端かつ精緻な実装の上に成立している。このような背景から、第
一原理量子モンテカルロ法は、実用問題に対する運用にまで習熟することが比較的難し
く、大規模並列コンピューティングと表裏一体であり、運用できるグループは国際的にも
少ない。

1.5 本研究の課題設定
1.5.1 研究の目的
本研究では、「バンドギャップ算定におけるバイアス」と「セミコア由来のバイアス」と

を解明の対象に据える。バンドギャップ算定のバイアスには、バンドギャップを過小評価
するギャップ問題が含まれるため、これを排除してセミコア由来のバイアスのみを切り分
けたいために、第一原理量子モンテカルロ法 [12, 49, 50, 51, 52, 45, 53, 54, 55, 56, 57, 58]

を用いる。密度汎関数法におけるギャップ問題は、交換相関汎関数の記述性の悪さに起
因しているが、第一原理量子モンテカルロ法では交換相関汎関数を用いないため原理的
にギャップ問題が生じない。そこで、本研究では、第一原理量子モンテカルロ法でバンド
ギャップを算定することにより、セミコア起因のバイアスがバンドギャップ予見値にどの
ような機序でどのような影響を与えるかを解明する (図 1.7)。

DFT

(a)

(b)

QMC

(b)

(a)

図 1.7: バンドギャップ算定値には、(a)過小評価問題 (電子間相互作用の記述性に由来)に
起因したバイアスと、(b)セミコア記述の問題 (擬ポテンシャルの記述性に由来)バイアス
とが含まれる。本研究では (a)を排除し、(b)のみに傾注するため [知見が少ないが重要]、
第一原理量子モンテカルロ法を用いる。また、(b)のバイアスが顕著となる対象系として
GaNを選定する。

9



1.5.2 対象系の選定
本研究では、セミコア由来のバイアスを研究対象とするため、セミコアの扱いが非自

明となる対象を選ぶ必要がある。III-V属半導体では、カチオンのセミコアである d電子
が芯電子とも価電子とも取れる性質を有するため、このようにセミコアの扱いが非自明
となる。III-V属半導体の典型例は窒化ガリウム (GaN)である。GaNは、Light Emitting

Diode (LED)や太陽電池に使用される化合物半導体であり [1, 2, 3, 4, 5]、我々の社会に
必要な極めて重要な材料である。その重要さにより、GaNの物性についての実験値や計
算値が豊富にあり、これらを参照して議論することができる。そこで、本研究ではGaN

を対象系に据える。

1.5.3 研究の特色
バンドギャップの過小評価の問題を排除したときにセミコア起因のバイアスがバンド

ギャップの予見値にどのように作用するのかについての知見は殆ど知られていない [59]。
密度汎関数法やGW 法において擬ポテンシャルのコア径に対してバンドギャップの算定
値がどのように依存するかの研究はあるが [36, 37, 46, 60]、バンドギャップの過小評価の
問題を排除するという観点で行われた先行研究は存在しない。バンドギャップの過小評価
の問題を切り分けるために第一原理量子モンテカルロ法を用いるのが本研究の大きな特
色であり他の先行研究はない。

1.5.4 本論文の構成
本論文は以下のように構成される。§ 2では、本研究で必要となる背景理論について述

べる。まず、バンド理論について述べた後、バンドギャップの同定法について述べる。§ 3

では、多体シュレーディンガー方程式による定式化を行った後、密度汎関数法と第一原理
量子モンテカルロ法のそれぞれの概略について述べ、更に固体周期系に特徴的な有限サイ
ズ誤差について述べる。§ 4では、擬ポテンシャル法の概略を述べると共に、密度汎関数
法や第一原理量子モンテカルロ法における擬ポテンシャルの取り扱いの概略について述
べる。更に、芯電子と価電子とに分割する際の問題や、III-V族半導体のバンドギャップ
についても述べる。§ 5では、本研究で実際に行った計算手順や、量子モンテカルロ計算
の詳細な計算条件等について述べる。§ 6では、本研究で得られた結果とその考察を展開
し、§ 7で本論文を総括する。
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第2章 背景理論の概略

2.1 バンド理論
2.1.1 バンド理論の概略
結晶中における一電子が満たすべきシュレーディンガー方程式は次のように書ける。

Ĥψ(r) =

[
−1

2
∇2 + v(r)

]
ψ(r) = Eψ(r) (2.1)

なお、本論文では、特に断らないかぎり原子単位系を採用する。結晶中ではハミルトニア
ン Ĥは基本格子ベクトルRだけの並進操作 T̂Rと可換である。

[Ĥ, T̂R] = [T̂R, Ĥ] (2.2)

よって、Ĥ と T̂ は同時固有関数を持つ。ブロッホの定理により、その同時固有関数は次
の形となり、

ψ (r) = exp [ik · r] · u (r) , u (r +R) = u (r) (2.3)

波数ベクトル kがハミルトニアン Ĥの固有値のラベルとなる。そこで、一電子波動関数
ψを改めて ψkと書き、それを平面波で展開する。

|ψk〉 =
∑
g

ag |k + g〉 (2.4)

但し、gは、第一ブリュアンゾーン内の波数ベクトルである。式 (2.4)を式 (2.1)に代入
し、左から 〈k′|をかけると、

∑
g

ag

{
(k + g)2

2
· δk′,k+g + 〈k′ | v(r) |k + g〉 − E · δk′,k+g

}
= 0 (2.5)

となる。k′ − k = k′′とすると、
∑
g

{
(k + g)2

2
· δg,k′′ + 〈k′′ + k | v(r) |k + g〉

}
ag =　E ·

∑
g

δg,k′′ · ag (2.6)
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となる。式 (2.6)は、ベクトル agについての固有値方程式である。よって、結晶中の一電
子波動関数を求めることは、結局、式 (2.6) の固有値方程式を kごとに解くことと等価で
ある。kでラベルされたこの固有値方程式の n番目の固有値をEn

k と書く。nはバンドイ
ンデックスと呼ばれる。また、kを変えながらEn

k をプロットすると、各バンドインデッ
クスnについてkとエネルギーとの分散関係を示す曲線が得られる。この曲線をプロット
したものがバンド分散図である。
但し、実際はバンドインデックス nを用いるよりも、以下のように結晶の点群の既約表

現でバンドを特定するのが一般的である。式 (2.3)を式 (2.1)に代入すると

−1

2
∇2u (r) + {v(r) + k · p}u (r) =

(
E − k2

2

)
u (r) (2.7)

となる。この式を擬シュレーディンガー方程式と呼ぶこともある [61]。ポテンシャル v(r)

は結晶の点群の各要素に対して不変であるのに対し、k · pは必ずしも不変ではない。例
えば、Γ点 (k = (0, 0, 0))では擬シュレーディンガー方程式は結晶の点群の各要素に対し
て不変である。しかし、k 6= (0, 0, 0)の一般の k点に対しては、k · pは、点群の部分群の
うちで kを不変にする要素からなる群に対してのみ不変である。その部分群の既約表現
で一電子波動関数を特定すると、一電子波動関数が有する対称性が分かり便利である。一
例を図 2.1に示す。図 2.1に示すように、各バンド上の波動関数は、Γ6、Γ7、X6、X7 等
の既約表現で示す対称性を有する。バンドとは、結局、このように波動関数の対称性に応
じた複数のモードに系のエネルギーが分離されるということである。なお、図 2.1では各
バンドが連続した曲線となっているが、実際には各バンドは多数の離散点の集合となって
おり、隣り合う離散点の間を電子がホッピングする。
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図 2.1: GaAsのバンド分散図。文献 [62]より引用。
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上記の議論では価電子帯と伝導帯について触れていないが、これらは以下のようにそ
れぞれ結合状態と反結合状態に対応する。図 2.2は、多数の原子が近接することでエネル
ギーバンドが生成される様子を示す図である。2個の原子が近接すると、各原子のエネル
ギー準位が混成して結合状態と反結合状態の新たなエネルギー準位が生成される (図 2.2

(a))。更に多数の原子が近接すると、多数の結合状態から価電子帯が生成され、多数の反
結合状態から伝導帯が生成される (図 2.2 (b))。伝導帯と価電子帯との間にはバンドギャッ
プEgが存在するが、これは元の結合状態と反結合状態のエネルギー差∆Eに由来する。
このとき価電子帯のバンド幅は結合状態の分裂幅で定まり、伝導帯のバンド幅は反結合状
態の分裂幅で定まる。

...
...

ΔE E
g

(a) (b)

図 2.2: バンドが生成される様子を示す模式図。(a) 2個の原子が近接すると、各原子のエ
ネルギー準位が混成して結合状態と反結合状態のエネルギー準位が新たに生成される。結
合状態のエネルギーは反結合状態のエネルギーよりも∆Eだけ小さい。(b) 更に多数の原
子が近接すると、多数の結合状態により価電子帯が生成され、多数の反結合状態により伝
導帯が生成される。また、元々のエネルギー差∆Eに起因して、価電子帯と伝導帯とはバ
ンドギャップEgだけ離れる。

2.1.2 pd混成
一般に III-V属のVBMはアニオンの p軌道によって主に構成され、CBMはカチオンの

s軌道によって主に構成される [63]。例えばGaNの場合、アニオンである窒素の p軌道が
VBMを構成し、カチオンであるガリウムの s軌道がCBMを構成する。pd混成とは、閃
亜鉛鉱構造等の点群 Tdに属する半導体において、カチオンの d軌道とアニオンの p軌道
とが混成することにより、混成で得られた結合性軌道が p軌道よりもエネルギー的に上に
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シフトすることを言う [15, 16]。これについて図 2.3を参照して説明する。図 2.3 (a)は、

図 2.3: pd混成が生じる様子を示す模式図。文献 [15]より引用。(a) カチオンの d軌道を
無視した場合。(b) カチオンの d軌道を考慮した場合。

点群 Tdに属する結晶において、カチオンの d軌道を無視し、アニオンとカチオンのそれ
ぞれの p軌道のみが混成した場合のエネルギー準位を示す図である。混成によって得られ
た結合性軌道と反結合性軌道はいずれも点群 Tdの既約表現 Γ15に属する。前述のように、
一般に結合性軌道は価電子帯を構成し、反結合性軌道は伝導帯を構成する。「Γ15」では各
軌道を区別できないため、文献 [15]に倣って反結合性軌道を Γ15c(p) で表し、結合性軌道
を Γ15v(p)で表す。また、反結合性軌道のエネルギーを ε (Γ15c(p)) で表し、結合性軌道の
エネルギーを ε (Γ15v(p)) で表す。これらのエネルギーは、次のハミルトニアン Ĥpp の固
有値で与えられる。

Ĥpp =

(
εcp Vpp
V ∗
pp εap

)
(2.8)

但し、εcpはカチオンの p軌道のエネルギーであり、εapはアニオンの p軌道のエネルギーで
ある。また、Vppは、これらの p軌道同士の相互作用を表す摂動項である。このハミルト
ニアン Ĥppの固有値は直ちに求まり以下のようになる。

ε (Γ15v(p)) =
εcp + εap

2
−

[(
εcp − εap

2

)2

+ |Vpp|2
] 1

2

(2.9)

ε (Γ15v(c)) =
εcp + εap

2
+

[(
εcp − εap

2

)2

+ |Vpp|2
] 1

2

(2.10)
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次に、図 2.3 (b)のように カチオンの d軌道を考慮した場合について説明する。d軌道
には、点群Tdの既約表現Γ12に属するものと、既約表現Γ15に属するものがある。点群Td
の指標表を以下に示す。表 2.1に示すように、既約表現Γ15の基底関数としては、p軌道の

E 8C3 3C2 6S4 6σd　 基底関数 (1次形式, 回転) 基底関数 (2次形式)

Γ1 1 1 1 1 1 x2 + y2 + z2

Γ2 1 1 1 -1 -1

Γ12 2 -1 2 0 0 (2z2 − x2 − y2, x2 − y2)
Γ25 3 0 -1 1 -1 (Rx, Ry, Rz)

Γ15 3 0 -1 -1 1 (x, y, z)　 (xy, xz, yz)

表 2.1: 点群 Tdの指標表

x、y、zと d軌道の xy、xz、yzがある。これにより、p軌道 (x, y, z)と d軌道 (xy, xz, yz)

の任意の線形結合も既約表現Γ15に属することになるので、当該線形結合で得られる混成
軌道はハミルトニアンの固有関数となる。つまり、点群 Tdに属する結晶中においては、p
軌道 (x, y, z)と Γ15の d軌道 (xy, xz, yz) との混成が許される。
次に、既約表現 Γ12の d軌道について考える。既約表現 Γ12は、p軌道が属する既約表

現 Γ15とは別の既約表現である。よって、既約表現 Γ12と既約表現 Γ15の各々の基底関数
の線形結合は、点群 Tdの表現に属さないため、ハミルトニアンの固有関数とはなり得な
い。つまり、点群 Tdに属する結晶では、p軌道と既約表現 Γ12の d軌道との線形結合は許
されない。
そこで、混成が可能な p軌道 (x, y, z)とΓ15の d軌道 (xy, xz, yz)について考える。まず、

アニオンの p軌道のエネルギーを εpとし、カチオンのΓ15の d軌道のエネルギーを εdとす
る。また、これらの軌道を混成して得られた軌道のうちの一方のエネルギーを ε (Γ15 (dp))

で表し、他方のエネルギーを ε (Γ15v (pd))で表す。前述の式 (2.8)と同様に、各エネルギー
ε (Γ15 (dp))、ε (Γ15v (pd)) は次のハミルトニアンHpd の固有値で与えられる。

Ĥpd =

(
εp Vpd
V ∗
pd εd

)
(2.11)

但し、Vpdは、p軌道と Γ15の d軌道の相互作用を表す摂動項である。このハミルトニア
ンHpdの固有値も直ちに求まり、以下のようになる。

ε (Γ15v (pd)) =
εp + εd

2
+

[(
εp − εd

2

)2

+ |Vpd|2
] 1

2

(2.12)

ε (Γ15 (dp)) =
εp + εd

2
−

[(
εp − εd

2

)2

+ |Vpd|2
] 1

2

(2.13)
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式 (2.12)に示すように、エネルギー ε (Γ15v (pd))は、摂動がない場合のエネルギー εp よ
りも増加している。すなわち、p軌道のエネルギーは、Γ15の d軌道によって上に押し上
げられている。これを pd混成と呼ぶ [15]。前述のようにVBMは主に p軌道で構成され
ているため、pd混成によってVBMが上に押し上げられることになる。
次に、CVMのエネルギーがd軌道によってどのように変わるのかについて考える。CVM

は s軌道で構成されるため Γ1に属する。しかし、s軌道 (Γ1)と d軌道 (Γ12、Γ15) の任意
の線型結合は点群 Tdの表現に属さないため、CVMと d軌道 (Γ12、Γ15)との混成は許さ
れない。よって、d軌道 (Γ12、Γ15)によってCVMのエネルギーが変わるということはな
い。この結果から、カチオンの d軌道は、CBMの高さを変えずにVBMを上にシフトさ
せることで、バンドギャップを狭くする効果がある。
なお、上記の議論は、点群 Tdに属する結晶についてであったが、GaNの結晶構造の一

つであるウルツ鉱型は点群C6vに属する。点群C6vの指標表を以下に示す。表 2.2に示す

E 2C6(z) 2C3(z) C2(z) 3σv 3σd 基底関数 (1次形式, 回転) 基底関数 (2次形式)

A1 1 1 1 1 1 1 z x2 + y2, z2

A2 1 1 1 1 -1 -1 Rz

B1 1 -1 1 -1 1 -1

B2 1 -1 1 -1 -1 1

E1 2 1 -1 -2 0 0 (x, y) , (Rx, Ry) (xz, yz)

E2 2 -1 -1 2 0 0 (x2 − y2, xy)

表 2.2: 点群C6vの指標表

ように、点群C6vにおいても、p軌道 (x, y)と d軌道 (xz, yz) とが同一の表現E1に属して
いるため、上記と同様にして pd混成が生じると考えられる。

2.1.3 電子遮蔽
多電子原子においては、原子核の正電荷を内核電子が遮蔽するため、外殻電子と原子核

との間のクーロン相互作用が弱まる [64]。これにより、多電子原子のエネルギー準位は、
主量子数 nの増加に伴って増加するというような単純な描像では予見することができな
い。実際、外殻軌道に関しては、主量子数 nが同一であっても、軌道角運動量 lが異なる
軌道間のエネルギー差が大きくなることで、n = 3と n = 4との間でエネルギーが重複
し、3d軌道が埋まる前に 4d軌道が埋まる。なお、遮蔽によって外殻電子が実効的に感じ
る原子核の正電荷量は、有効核電荷 Z∗ = Z − Sで近似することができる [65]。但し、Z
は原子番号であり、Sは遮蔽定数である。
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2.2 バンドギャップの同定法
2.2.1 実験による同定法
GaNのバンドギャップの測定方法としては、分光測色器 (spectrophotometer) を用いる

方法 [66]や光ルミネセンス (PL: Photoluminescence)法を用いる方法 [67]等がある。
分光測色器を用いる方法 [66]では、GaN結晶に対して波長を変えながら光を照射し、

系の光吸収係数を測定する。このとき、光吸収係数が急激に変化する波長がバンドギャッ
プエネルギーに対応する。なお、GaNの場合、光吸収係数は極めて近い 2つの波長で二
段階で変化することが報告されている [66]。短波長側の変化は、光照射によって束縛状態
にない電子とホールとが対生成されたときに現れ、この波長に対応したエネルギーは準粒
子ギャップと呼ばれる。一方、長波長側の変化は、光照射によって束縛状態にある電子と
ホールとが生成されたときに現れ、この波長に対応したエネルギーは光学ギャップと呼ば
れる。
光ルミネセンス (PL: Photoluminescence)法を用いる方法では、GaN結晶に対してエネ

ルギーを変えながら光を照射し、GaN結晶から再放出された光の強度を測定する。これ
により測定された光の強度は、バンドギャップエネルギーに対応した入射光のエネルギー
においてピークを有する。GaNではピークが 2つ現れ [67]、低エネルギー側のピークが
光学ギャップに対応し、高エネルギー側のピークが準粒子ギャップに対応する。

2.2.2 準粒子ギャップと光学ギャップ
前述の準粒子ギャップと光学ギャップは、詳細には次のように定義される。準粒子ギャッ

プ∆QPは、互いに束縛状態に無い電子とホールとを生成するのに要するエネルギーであっ
て、伝導帯のエネルギー最小値 ECBMと価電子帯のエネルギー最大値 EVBMとの差として
次のように表すことができる [68]。

∆QP (kf ,kt) = ECBM (kt)− EVBM (kf )

=
[
EN+1

0 (kt)− EN
0 (kt)

]
−
[
EN

0 (kf )− EN−1
0 (kf )

]
= EN+1

0 (kt) + EN−1
0 (kf )− EN

0 (kt)− EN
0 (kf ) (2.14)

なお、EN
0 は、N 電子系の基底エネルギーである。また、kf は電子の励起元の k点であ

り、ktは電子の励起先のk点である。GaNは直接遷移型の半導体であるためkf = kt = 0

となり、

∆QP = EN+1
0 + EN−1

0 − 2EN
0 (2.15)

となる。但し、∆QP = ∆QP (0,0)、EN+1
0 = EN+1

0 (0)、EN
0 = EN

0 (0)、EN−1
0 = EN−1

0 (0)

とおいた。
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一方、光学ギャップ∆Exは、束縛状態にある電子とホールとを生成するのに要するエネ
ルギーであって、一つの電子が励起したときの系の全エネルギーと、系の基底状態エネル
ギーとの差として以下のように定義される [68]。

∆Ex (kf ,kt) = EN
i (kf ,kt)− EN

0 (2.16)

但し、EN
i (kf ,kt)は、価電子帯において kf にいた電子が ktの伝導帯に励起したときの

N 電子系の全エネルギーである。直接遷移型のGaNでは光学ギャップは以下のように表
される。

∆Ex = EN
i − EN

0 (2.17)

但し、∆Ex = ∆Ex (0,0)、EN
i = EN

i (0,0)とおいた。
準粒子ギャップと光学ギャップのイメージを図 2.4 に示す。図 2.4に示すように、準粒

子ギャップ∆QPは、CBMとVBMの差のエネルギーに等しい。光学ギャップ∆Exは、束
縛状態にある電子とホールとの結合エネルギー（エキシトンシフト）だけ準粒子ギャップ
∆QPよりも小さくなる。

Δ
QP

Δ
EX

CBM

VBM

k( )

図 2.4: 準粒子ギャップと光学ギャップの模式図。

2.2.3 GW法の概略
多体電子系のエネルギー準位を多体効果を勘案して正確に計算する手法がGW法であ

る。そのGW法の概略について以下に説明する。以下では、N 電子系のハミルトニアン
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を Ĥとし、その i番目の固有状態を |ΦN
i 〉 (i = 0, 1, 2, · · · )とする。このN電子系の i番目

のエネルギーをEN
i とすると、

Ĥ |ΦN
i 〉 = EN

i |ΦN
i 〉 (2.18)

が解くべきシュレーディンガー方程式となる。ここで、1粒子のグリーン関数を以下のよ
うに定義する。

G(r, t; r′, t′) := −i i
h̄

〈
ΦN

0

∣∣T̂ [Ψ̂(r, t)Ψ̂†(r′, t′)]
∣∣ΦN

0

〉
(2.19)

ただし、T̂ は時間順序積であり、|ΦN
0 〉はN 電子系の基底状態である。また、Ψ̂(r, t)は時

刻 tにおいて位置 rにある電子を消滅させる消滅演算子であり、Ψ̂†(r′, t′)は時刻 t′に位置
r′に電子を生成する生成演算子である。なお、以下の説明では、光電子分光法との関連で
光子のエネルギー h̄ωが頻繁に現れる。そのため、光子のエネルギーを想起し易くするた
めに、本説では SI単位系を採用する。
ここで、τ = t− t′とし、式 (2.19)の２つの演算子の間に∑i=0 |Φ

N±1
i 〉 〈ΦN±1

i | = 1を代
入すると、

G(r, r′; τ) = − i
h̄

∑
i=1

ΦN+1
i (r)ΦN+1∗

i (r′)e−iεN+1
i τ/h̄θ(τ)

+
i

h̄

∑
i=1

ΦN−1
i (r)ΦN−1∗

i (r′)e−iεN−1
i τ/h̄θ(−τ) (2.20)

を得る。なお、

ΨN−1
i (r) :=

〈
ΦN−1

i

∣∣Ψ̂(r)
∣∣ΦN

0

〉
,

ΨN+1
i (r) :=

〈
ΦN

0

∣∣Ψ̂(r)
∣∣ΦN+1

i

〉
(2.21)

であり、

εN−1
i := EN

0 − EN−1
i ,

εN+1
i := EN+1

i − EN
0 , (2.22)

は準粒子エネルギーである。準粒子エネルギーは、直接光電子分光法と逆光電子分光法に
より測定することができる [69]。
図 2.5に、各光電子分光法の原理を示す。直接光電子分光法では、系に光を入射したと

きに放出される電子の運動エネルギーEkin を測定する。入射光のエネルギーを h̄ωとする
と、Ekin− h̄ωが準粒子エネルギー εN−1

i に等しい。一方、間接光電子分光法では、系に電
子を入射したときに放出される光のエネルギーを測定する。この場合、Ekin − h̄ωは準粒
子エネルギー εN+1

i に等しくなる。
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図 2.5: 直接光電子分光法と逆光電子分光法の原理図。文献 [69]より引用。

また、式 (2.15)と式 (2.22)から準粒子ギャップ∆QPは

∆QP = εN+1
0 − εN−1

0 (2.23)

と表される。これにより、準粒子ギャップ∆QPを求めるには準粒子エネルギー εN+1
0 、εN−1

0

を求めればよいことになる。GW法では、多体摂動論を用いて準粒子エネルギーを以下の
ように求める。式 (2.20)により、グリーン関数には、N +1電子系とN − 1電子系のそれ
ぞれの全ての準粒子エネルギー εN+1

i 、εN−1
i (i = 0, 1, 2, · · · )が含まれていることになる。

式 (2.20)をフーリエ変換すると、ηを無限小の正の値として、次の Lehmann表示を得る:

G(r, r′;ω) =
∑
i

ΨN+1
i (r)ΨN+1∗

i (r)

h̄ω − εN+1
i + iη

+
∑
i

ΨN−1
i (r)ΨN−1∗

i (r)

h̄ω − εN−1
i − iη

(2.24)

式 (2.24)に示されるように、準粒子エネルギー εN+1
i 、εN−1

i は、グリーン関数 (r, r′;ω)の
極として定義される。グリーン関数G(r, r′;ω)は、次のDyson方程式を満たす。

G(r, r′;ω) = G0(r, r
′;ω)

+

∫ ∫
G0(r, r

′′;ω)Σ(r′′, r′′′;ω)G(r′′′, r′;ω)d3r′′d3r′′′ (2.25)

ただし、Σは電子の自己エネルギーである。また、G0(r, r
′;ω)は、次の 1電子のハミルト

ニアン ĥ0の固有値方程式を満たす ψ0
i (r)から得られるグリーン関数である。

ĥ0ψ
0
i (r) = ε0iψ

0
i (r) (2.26)
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ĥ0(r) = −
h̄2

2m
∇2 + U(r) +

e2

4πε0

∫
n(r′)

|r − r′|
d3r′ (2.27)

式 (2.24)を式 (2.25)に代入すると、次の準粒子方程式が得られる。

ĥ0(r)ψ
0
i (r) +

∫
Σ(r, r′; εN±1

i /h̄)ψ0
i (r

′)d3r′ = εN±1
i ψ0

i (r) (2.28)

GW法では自己エネルギーΣを次で近似する。

Σ(r, r′; τ) ≈ ΣGW (r, r′; τ) = ih̄G0(r, r
′; τ)W (r, r′; τ + η) (2.29)

なお、W は遮蔽されたクーロン相互作用である。式 (2.29)をGW近似と呼ぶ。GW法で
は、ψ0

i (r)の initial guessとして密度汎関数法で得られた後述のKohn-Sham軌道を用い、
式 (2.28)を逐次的に解くことで準粒子エネルギー εN±1

i を得る。以上が GW法の概略で
ある。
近年では、方法論の開発だけでなく、実用計算にもGW法が用いられている。例えば、

ABINIT [70]やPySCF [71] 等の様々な計算パッケージにGWが実装されており、これら
の計算パッケージを使用することで様々な実用計算を行うことができる。報告されている
例としては、固体周期系のバンド構造に加えて、準粒子の寿命、２次元層状材料のバンド
ギャップ算定、及び分子結晶のバンドギャップ算定等もある [34]。
GW法は、密度汎関数法のギャップ問題を解決し、ギャップ値の予見値を改善する方法

論であるため、様々な材料のバンドギャップを予見するのに使用されている。表 2.3に、
様々な材料のギャップ値を LDAとGW法で算定した先行研究 [72]の結果を示す。表 2.3

に示すように、LDAは、全ての材料でギャップ値を実験値よりも過小評価している。一
方、GW法では、ほとんど全ての材料において LDAよりも実験値に近い予見値が得られ
ている。
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材料 LDA GW 実験値
Ne 11.42 22.1 21.70

Ar 8.16 14.9 14.20

C 4.11 6.18 5.48

Si 0.47 1.41 1.17

Ge 0.00 0.95 0.74

LiF 8.94 15.9 14.20

MgO 4.70 9.16 7.83

ScN -0.14 1.4 ∼ 0.9

MnO 0.76 3.5 3.9 ± 0.4

NiO 0.42 4.8 4.0, 4.3

SiC 1.35 2.88 2.40

BN 4.39 7.14 ∼ 6.25

GaN 1.63 3.82 3.20

GaAs 0.30 1.85 1.52

AlP 1.46 2.90 2.45

ZnS 1.84 4.15 3.91

CdS 0.86 2.87 2.42

ZnO 0.75 3.8 3.44

表 2.3: GW法によるギャップ予見の例。単位は eV。文献 [72]より引用。
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第3章 電子状態計算法の概略

3.1 多体シュレディンガー方程式による定式化
3.1.1 基礎方程式
第一原理計算では、実験値や経験的なパラメータを用いずにシュレーディンガー方程式

を解くことにより、与えらた系の全エネルギー等の様々な物性値を計算する。その出発点
となるシュレーディンガー方程式は次式で与えられる。

Ĥ (r;R)Ψ (r;R) = E ·Ψ(r;R) (3.1)

Ĥ はハミルトニアンであり、r = (r1, . . . , rN)は N 個の各電子の位置ベクトルであり、
R = (R1, . . . ,RM)はM 個の各原子の位置ベクトルである。ハミルトニアン Ĥは具体的
には以下のように書ける。

Ĥ (r,R) =

[
M∑
j=1

P 2
j

2Mj

+
N∑
i=1

p2
i

2

]

+

[
1

2

N∑
i ̸=j

1

|ri − rj|
+

1

2

M∑
i ̸=j

ZiZj

|Ri −Rj|
− 1

2

N∑
i=1

M∑
j=1

Zj

|ri −Rj|

]
(3.2)

なお、Mjは j番目の原子核の質量である。原子核の質量は電子の質量よりも十分大きい
ため、電子の運動を記述するには原子核が静止しているとみなしてもよい。この近似を断
熱近似やボルン・オッペンハイマー近似と呼ぶ。ボルン・オッペンハイマー近似を採用す
ると、ハミルトニアン Ĥは以下のように書ける。

Ĥ = T̂ + Û + V̂ (3.3)

T̂ :=
N∑
i=1

(
−1

2
∇2

i

)
(3.4)

Û :=
1

2

N∑
i ̸=j

1

|ri − rj|
(3.5)

V̂ :=
1

2

M∑
i ̸=j

ZiZj

|Ri −Rj|
−

N∑
i=1

M∑
j=1

Zj

|ri −Rj|
=:

N∑
i=1

v̂(ri) (3.6)
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なお、v̂(ri)は、全原子核から i番目の電子に作用する外場である。このハミルトニアン
Ĥの基底状態の多体波動関数をΨ(r1, . . . , rN)、基底エネルギーをEとすると、シュレー
ディンガー方程式は次のようになる。

ĤΨ(r1, . . . , rN) = E ·Ψ(r1, . . . , rN) (3.7)

第一原理計算で解くべき基礎方程式は式 (3.7)であり、求める解は元来は全エネルギー
Eである。但し、励起状態と基底状態のそれぞれの全エネルギーからバンドギャップを求
めたり、原子位置を微小にずらして全エネルギーE の空間微分を求めることでフォース
を算出することもできる。
なお、多体波動関数をΨ(r1, ..., rN)を用いると、位置 rにおける電子密度 n(r)は、

n(r) =

∫ N∑
i=1

δ (r − ri) |Ψ(r1, . . . , rN) |2dr1 . . . drN

=

∫
|Ψ(r, . . . , rN) |2dr2 . . . drN + · · ·

∫
|Ψ(r1, . . . , r) |2dr1 . . . dr (3.8)

と書ける。

3.1.2 各手法における基礎方程式の取り扱いの違い
第一原理計算には様々な手法があるが、基礎方程式 (3.7)の取り扱いは手法ごとに異な

る。その概略を述べると、全エネルギーEの電子密度 n(r)についての変分を取るのが物
理学で発展してきた密度汎関数法である。

δE [n (r)]

δn
= 0 (3.9)

一方、全エネルギーEの波動関数についての変分を取るのが非経験的分子軌道法と第一
原理量子モンテカルロ法であって、主に量子化学において発展してきた。非経験的分子軌
道法の一種であるハートリー・フォック法では、一電子軌道ψi(rj)を要素とするスレータ
行列式で多体波動関数Ψ(r1, · · · , rN)を近似し、

Ψ(r1, · · · , rN) =
1√
N !

∣∣∣∣∣∣∣
ψ1(r1) · · · ψ1(rN)

...
. . .

...

ψN(r1) · · · ψN(rN)

∣∣∣∣∣∣∣ (3.10)
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全エネルギーEをN 個の一電子軌道 ψi(i = 1, 2, · · · , N) の各々について変分を取ること
でN個のハートリー・フォック方程式を得る。

−1

2
∇2ψi(r) + vext(r)ψi(r) +

[
N∑
j=1

∫
|ψj(r

′)|2

|r − r′|
dr′

]
ψi(r)

−

 N∑
j=1(//)

∫
ψ∗
j (r

′)ψi(r
′)

|r − r′|
dr′

ψj(r) = εi · ψi(r)

(3.11)

但し、

vext(r) :=
M∑
j=1

Zj

|r −Rj|
(3.12)

であり、式 (3.11)の左辺第 4項の「//」は、i番目の電子と同じスピンの項のみが積分
の結果として残ることを示す。基礎方程式 (3.7)は 3N 次元上で定義された多体波動関数
Ψ(r1, · · · , rN)についての1個の偏微分方程式であるが、ハートリー・フォック方程式 (3.11)

ではそれが 3次元上で定義された一電子軌道ψ1(ri)のN個の偏微分方程式に分離される。
一方、変分原理によれば、全エネルギーEは正しい基底波動関数において最小となる。

第一原理量子モンテカルロ法では、全エネルギーE がなるべく小さくなるような試行関
数ΨT (R)を求め、その試行関数ΨT (R) に関する全エネルギーEの期待値

〈E〉 =

∫
Ψ∗

T (R) ĤΨT (R) dR∫
Ψ∗

T (R)ΨT (R) dR

=

∫
|ΨT (R) |2

[
|Ψ−1

T (R) ĤΨT (R)
]
dR∫

|ΨT (R) |2

=
〈
Ψ−1

T (R) ĤΨT (R)
〉

(3.13)

をモンテカルロサンプリングで求める。各手法における基礎方程式の取り扱いの違いのイ
メージを図 3.1に示す。

3.2 密度汎関数法の概略
3.2.1 計算原理
式 (3.7)の解は 3N 次元の複素関数であり、一般にこれを解くのは困難を極める。その

ため、HohenbergとKohnによって以下に述べる密度汎関数法 [7, 8]が考案された。密度
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N

図 3.1: 各手法における基礎方程式の取り扱いの違い。

汎関数法では密度演算子 n̂(r)を次式で定義する。

n̂(r) =
N∑
i=1

δ3(r − ri) (3.14)

電子密度 n(r)は、次式のように密度演算子 n̂(r)の基底状態での期待値である。

n(r) = 〈Ψ|n̂|Ψ〉

=

∫
Ψ∗(r1, · · · , rN)n̂(r)Ψ(r1, · · · , rN)dr1 · · · drN (3.15)

電子密度 n(r)について、HohenbergとKohnは次の２つの定理を証明した。
(定理 1) 基底状態が縮退していないとき、外場 V (r)と基底状態の波動関数は電子密度

n(r)を与えると一意的に決まる。

(定理 2) 基底エネルギーEは、正しい電子密度 n(r)に対して最小になる。
定理 1より電子密度 n(r)から外場 V が一意に定まり、逆に外場 V が定まればシュレー
ディンガー方程式 (3.7)から基底エネルギ Eが定まるため、結局、基底エネルギー Eは
次のように電子密度 n(r)の汎関数となる。

E = E [n] (3.16)
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また、

〈Ψ|V̂ |Ψ〉 =

∫
Ψ∗V̂ (r1 · · · rN)Ψdr1 · · · drN

=

∫
Ψ∗

(
N∑
i=1

v̂(ri)

)
Ψdr1 · · · drN

=

∫
Ψ∗

(∫ N∑
i=1

v(r)δ3(r − ri)dr

)
Ψdr1 · · · drN

=

∫
v(r)n(r)dr (3.17)

であり、

F [n] = 〈Ψ|(T̂ + Û)|Ψ〉 (3.18)

とすると、

E [n] = 〈Ψ|(T̂ + Û + V̂ )|Ψ〉

= F [n] +

∫
v(r)n(r)dr (3.19)

となる。
式 (3.19)は、基底エネルギーEを求めるには 3次元中の実関数である電子密度 n(r)を

求めればよく、3N 次元の複素関数である多体波動関数を求める必要がないことを示して
いる。3N 個の自由度を持った問題が 3個の自由度に落とせたことで、基底エネルギーE

を求めるための計算コストを大幅に削減できることになる。
式 (3.18)のF [n]は、外場 V に依存しないため、任意の系について同じ関数形をとる普

遍的な関数である。すなわち、系が分子であっても結晶であってもF [n]は同じ形となる。
このF [n]が分かれば前述の定理 2により変分原理で基底エネルギーEを求めることがで
きる。F [n]は、一般に次のように書ける [73]。

F [n] = T [n] +
1

2

∫
n(r)n(r′)

|r − r′|
drdr′ + EXC [n] (3.20)

右辺第 1項の T [n]は相互作用のないN 個の電子の運動エネルギーであり、右辺第 2項は
電子間のクーロン相互作用によるハートリーエネルギーである。そして、右辺第 3項の
EXC [n]は、多体効果を表す交換相関エネルギーである。
交換相関エネルギーEXC [n]は、一般のnについては未知である。そこで、次のLDA(局

所密度近似)でEXC [n]を近似する。

EXC [n] ≈
∫
εXC(n(r))n(r)dr (3.21)
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なお、εXC(n(r))は、位置 rにある一電子当たりのエネルギーである。次に、定理 2によ
り基底エネルギーEを求めるために、電子密度 n(r)について基底エネルギーEの変分を
とる。電子数が一定という条件

N =

∫
n(r)dr (3.22)

の下で、式 (3.19)の両辺の変分を n(r)についてとると、
δ

δn(r)
[n] =

δ

δn(r)

[
F [n] +

∫
v(r′)n(r′)dr′ − µ

(∫
n(r′)dr′ −N

)]
=

δF [n]

δn(r)
+

∫
v(r′)

δn(r′)

δn(r)
dr′ − µ

∫
δn(r′)

δn(r)
dr′

=
δF [n]

δn(r)
+

∫
v(r′)δ(r − r′)dr′ − µ

∫
δ(r − r′)dr′

=
δF [n]

δn(r)
+ v(r)− µ

=
δ

δn(r)

[
T [n] +

1

2

∫
n(r′)n(r′′)

|r′ − r′′|
dr′dr′′ + EXC [n]

]
+ v(r)− µ

=
δT [n]

δn(r)
+ v(r) +

∫
n(r′)

|r − r′|
dr′ +

δEXC [n]

δn(r)
− µ

= 0 (3.23)

となる。なお、µは、ラグランジュの未定乗数である。式 (3.23)の δT [n]/δn(r)を求めた
いのであるが、前述のようにT [n]は相互作用のないN個の電子の運動エネルギーである。
このように相互作用がない電子系はKohn-Shamの補助系と呼ばれる。この補助系におけ
る電子を記述する次の一電子方程式を考える。[

−1

2
∇2 + veff(r)

]
ψi(r) = εi · ψi(r), (i = 1, 2, · · · , N) (3.24)

n(r) =
N∑
i=1

|ψi(r)|2 (3.25)

ただし、veff(r)は相互作用をしていない電子が感じる有効ポテンシャルであり、ψi(r)は
一電子の軌道関数である。式 (3.24)はKohn-Sham方程式と呼ばれ、ψi(r)はKohn-Sham

軌道、εiはKohn-Shamエネルギーと呼ばれる。
式 (3.24)より、

T [n] =
N∑
i=1

∫
ψ∗
i (r)

(
−1

2
∇2

)
ψi(r)dr

=
N∑
i=1

εi −
∫
veff(r)n(r)dr (3.26)
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となる。よって、
δT [n]

δn(r)
= −veff(r) (3.27)

これと式 (3.23)とを合わせると、

veff(r) = v(r) +

∫
n(r′)

|r − r′|
dr′ +

δEXC [n]

δn(r)
− µ

= v(r) +

∫
n(r′)

|r − r′|
dr′ + µXC(r)− µ (3.28)

ただし、

µXC(r) =
δEXC [n]

δn(r)
(3.29)

と置いた。式 (3.28)を用いると、式 (3.24)は、[
−1

2
∇2 + v(r) +

∫
n(r′)

|r − r′|
dr′ + µXC(r)− µ

]
ψi(r) = εi · ψi(r),

(i = 1, 2, · · · , N) (3.30)

となる。
N 電子系の基底状態のエネルギーは、式 (3.30)の固有値問題の解ψi(r)、εiを式 (3.19)

に代入することにより、次のようになる。

E [n] =
N∑
i=1

εi −
1

2

∫
n(r)n(r′)

|r − r′|
drdr′

+

∫
[εXC(n(r))− µXC(n(r))]n(r)dr + µN (3.31)

このように N 電子系の基底エネルギー E は式 (3.30) の解 ψi(r)、εi から得られるが、
式 (3.30)の左辺第 3項にも求めるべき解から得られる電子密度 n(r)が含まれている。
よって、実際には、最初に適当な電子密度 n(r)を与えて式 (3.30)の解を求め、その解か
ら電子密度 n(r)を計算して再び式 (3.30)の解を求めるという自己無頓着計算を行うこと
により基底エネルギーEを求めることになる。
なお、基底エネルギーEを求める過程で副次的にKohn-Shamエネルギー εiが出てくる

が、Kohn-Shamエネルギー εi自体には物理的な意味はない。但し、大まかな傾向はキャ
プチャできるため、実用的にはKohn-Shamエネルギー εiからバンド分散図やバンドギャッ
プを求めたりしている。
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3.2.2 密度汎関数法の記述性に与える非局所効果の影響
LDAは、簡便な近似方法であるものの、結合長や交換エネルギー等を高い精度で予見

できる [74]。そのため、交換相関汎関数の開発は LDAベースで発展してきた。LDAが大
きな成功を収めたのは、大多数の価電子が存在する原子核近傍の領域では、もともとトー
マス-フェルミ近似 [75, 76] でも良い結果が得られたのだから、LDAなら尚更良い結果が
得られるためである [74]。
しかし、LDAは、分子間相互作用を生じさせる分散力を記述できないことが知られて

いる。分散力は、空間的に隔てられた２つの電子分布がそれぞれの平衡分布の周りで振動
することで生じる相互作用であり、1体の平均場近似では取り込まれない純粋な 2体間の
電子相関相互作用であって、これについて LDAは全く考慮していないためである [77]。
そのため、LDAでは中性分子間に作用するファンデルワールス力がR−6に依存した形と
はならず [78]、中性分子の結合がスープリアスとなる。
更に、LDAには自己相互作用誤差の問題もある [77]。式 (3.31)の右辺第 2項はハート

リー項であるが、この表式では r = r′の場合が除外されていないため、電子の自己相互
作用項が含まれている。自己相互作用項は式 (3.31)の右辺で相殺されるべきであるが、相
殺の相手方となるフォック項がLDAで近似されてしまっているため、自己相互作用が残っ
てしまう。これが自己相互作用誤差である。
自己相互作用誤差を低減する方策の一つにDFT+U がある [79]。DFT+U では、諸悪

の根源である自己相互作用自体にペナルティを与えるという方策を用いる。前述のように
密度汎関数法では自己相互作用が相殺されないため、本来は生じないはずの同じスピン
と位置を持つ電子の存在を許容してしまう。そこで、同じ位置にある電子のスピン依存性
に U からなるエネルギー差を与え、これによるペナルティーを与えることで自己相互作
用が生じ難くするのがDFT+U の着想である。

3.3 第一原理量子モンテカルロ法の概略
3.3.1 計算原理
電子状態計算の原義に戻って、N電子系の基底エネルギーE0を評価するというミッショ

ンに戻る。もし、真の多体波動関数Ψ(R)が既知であれば、R = (r1, · · · , rN)として、基
底エネルギーE0は次のように書ける。

E0 =

∫
Ψ∗ (R) ĤΨ(R) dR∫
Ψ(R)Ψ (R) dR

(3.32)

しかし、真の多体波動関数Ψ(R)は分からない。そこで、パラメータセットα = (α1, α2, · · · , αk)

を含む何等かの試行関数ΨT (R;α)を用意して式 (3.32)の左辺を評価すると、変分原理
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により

EV :=

∫
Ψ∗

T (R;α) ĤΨT (R;α) dR∫
ΨT (R)ΨT (R;α) dR

≥　E0 (3.33)

となる。パラメータαを様々に変化させていき、その中でEV が最小となるものを見つけ
ると、そのEV が基底エネルギーE0の近似値となる。これが変分量子モンテカルロ (VMC:

Variational Monte Carlo)法の計算原理である。
変分量子モンテカルロ法は、通常は EV を最小にするパラメータαを見つけるために

行われる。本研究では試行関数ΨT (R) として以下のスレータ行列式

DS (R) =
1√
N !

∣∣∣∣∣∣∣
ϕ1(r1) · · · ϕ1(rN)

...
. . .

...

ϕN(r1) · · · ϕN(rN)

∣∣∣∣∣∣∣ (3.34)

にジャストロ因子 J (R) を乗じたスレータ・ジャストロ型試行関数 [56]

ΨT (R) = exp {J (R)} ·DS (R) (3.35)

を用いる。なお、スレータ行列式DS (R) の各成分 ϕi(rj)、(i, j = 1, 2, · · · , N)はKohn-

Sham軌道である。スレータ行列式は任意の二つの行や列の入れ替えに関して反対称であ
るため、フェルミオンの波動関数を表すことができる。ここではジャストロ因子 J (R)に
含まれるパラメータを最適化するために変分量子モンテカルロ法を行う。試行関数ΨT (R)

を単なるスレータ行列式DS (R)で与えた場合、2つの電子が接近した場合のポテンシャ
ル発散に伴う波動関数のカスプ形状を再現することができない。このカスプ形状を再現す
るために波動関数が満たすべき条件のことを加藤のカスプ条件 [80] といい、これを数学
的に与えるのがジャストロ因子 J (R) である。
ジャストロ因子を構成する各項は、次に示すようなべき級数で表される:

u (rij ) = (rij − Lu)
C ·

Nu∑
m=0

αm · rlij, (3.36)

χ (riI) = (rij − Lχ)
C ·

Nχ∑
m=0

βmI · rmiI , (3.37)

f (riI , rjI , rij ) = (riI − Lf )
C (rjI − Lf )

C ·
Ne−N

f∑
l=0

Ne−N
f∑

m=0

Ne−e
fI∑

n=0

γlmnI · rliI · rmjI · rnij, (3.38)

p (rij ) =
∑
A

aA
∑
G+

A

cos (GA · rij) . (3.39)

このうち、加藤のカスプ条件に主に関係するのは電子-電子相関項 (u項)である。電子-

原子核項 (χ項)は、電荷密度の高い領域で u項の作用により電荷密度が不当に小さくなる
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ことの補正項として与えられている。f 項は、riI、rjI、rijについての一般的な展開項で
ある。平面展開項 (p項)は、運動エネルギーに対して有限サイズ誤差補正をするときに
重要となる項である。なお、平面波展開項におけるGAは、対象操作によって移り変わる
逆格子空間における波数ベクトルであり、G+

Aは、GAを総和に入れた場合には−GAを
総和に入れないことを示す。Lu、Lχ、及びLf、L をカットオフ半径といい、電子-原子核
間、又は電子-電子間の距離がカットオフ半径よりも大きいときにはその項の値を 0とす
る。カットオフ半径、及びべき級数の展開係数 αm、βmI、γlmnI、及び aA といったパラ
メータが変分量子モンテカルロ法による最適化の対象となる。
変分量子モンテカルロ法終了した後には拡散量子モンテカルロ (DMC: Diffusion Monte

Carlo)法が行われる。拡散量子モンテカルロ法の出発点となる基礎方程式は、多体シュ
レーディンガー方程式において it → tと変数変換した虚時間のシュレーディンガー方程
式である。

− ∂

∂t
Ψ(R, t) =

(
Ĥ − ET

)
Ψ(R, t) (3.40)

なお、ET はエネルギーオフセットである。式 (3.40)を積分形に書き直すと、

Ψ(R, t+ τ) =

∫
G (R← R′, τ)Ψ (R′, t) dR′ (3.41)

となる。但し、G (R← R′, τ) は以下の式で定義されるグリーン関数である。

G (R← R′, τ) =
〈
R
∣∣∣ exp [−τ (Ĥ − ET

)] ∣∣∣R′
〉

(3.42)

グリーン関数Gの中に現れる作用素 exp
[
−τ
(
Ĥ − ET

)]
は、τ → ∞の極限で、適当に

選んだ t = 0における初期状態Ψinitから基底状態Ψ0のみを取り出すように作用する。

lim
τ→∞

〈
R
∣∣∣ exp [−τ (Ĥ − ET

)] ∣∣∣Ψinit

〉
= lim

τ→∞

∫
G (R← R′, τ)Ψinit (R

′) dR′

= lim
τ→∞

∑
i

Ψi (R) exp [−τ (Ei − ET )] 〈Ψi |Ψinit〉

= lim
τ→∞

Ψ0 (R) exp [−τ (E0 − ET )] 〈Ψ0 |Ψinit〉 (3.43)

エネルギーオフセットET が真の基底エネルギーE0に等しくなるように調節することで、
式 (3.43)において i > 0の項を 0に漸近させつつ、i = 0の項のみを残すことができる。
計算機で計算できるようにするために式 (3.42)を座標Rで具体的に書き下ろしたいの

であるが、一般にはハミルトニアン Ĥ = T̂ + V̂ の運動エネルギー部分 T̂ とポテンシャル
部分 V̂ とは可換でない。そこで、以下のTrotter-Suzuki公式を利用する。

e−τ(Â+B̂) = e−τB̂/2e−τÂe−τB̂/2 +O
[
τ 3
]

(3.44)
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これを利用すると、式 (3.42)は次のようになる。

G (R← R′, τ) = 〈R| e−τ(T̂+V̂−ET ) |R′〉
≈ e−τ [V (R)−ET ]/2 〈R| e−τT̂ |R′〉 e−τ [V (R′)−ET ]/2 (3.45)

ここで、運動エネルギー部分 〈R| e−τT̂ |R′〉は次のように表されることが知られている [12]。

〈R| e−τT̂ |R′〉 = (2πτ)−3N/2 exp

[
−|R−R′|2

2τ

]
(3.46)

これは、3N 次元の拡散方程式

− ∂

∂t
Ψ(R, t) =

1

2

N∑
i=1

∇2
iΨ(R, t) (3.47)

に対応しており、その解Ψ(R, t)はブラウン粒子の分布を表す。式 (3.46)を使うと、式 (3.45)

は次のように書ける。

G (R← R′, τ)

≈ (2πτ)−3N/2 exp

[
−|R−R′|2

2τ

]
exp

[
−τ V (R) + V (R′)− 2ET

2

]
(3.48)

このようにあらわに与えられたグリーン関数を式 (3.41)で使用することで、与えられた分
布Ψ(R′, t) からタイムステップ τ だけ経過した後の新たな分布Ψ(R, t+ τ) を求めるこ
とができる。なお、式 (3.48)の近似誤差は、式 (3.44)の Trotter-Suzuki公式に起因して
おり、そのオーダーはO [τ 3] である。この誤差を刻み時間誤差 (time step error)という。
拡散量子モンテカルロ法では、分布Ψ(R, t) をウォーカーの分布で表す。

Ψ(R, t) 7→
∑
k

δ (R−Rk) (3.49)

インデックス kは、各々のウォーカーを表す添字である。各ウォーカーの位置は式 (3.41)

に従って更新されるのであるが、位置更新に際して式 (3.48)の 2つの指数関数の項の作
用を受ける。最初の項GDはウォーカーの拡散を表す項である。

GD = (2πτ)−3N/2 exp

[
−|R−R′|2

2τ

]
(3.50)

一方、2つ目の項GBは、ウォーカーの生死を決めるブランチング項である。

GB = exp

[
−τ V (R) + V (R′)− 2ET

2

]
(3.51)

ブランチング項GB は、V (R)や V (R′)が大きいほど小さくなるため、ポテンシャルが
大きい位置にウォーカーが遷移するのを抑制するように作用する。
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但し、実際には、ブランチング項GBはウォーカーの遷移の度に大きく変動し、解が収
束し難くなる。これを回避するため、拡散量子モンテカルロ法の実際の実装では、イン
ポータンスサンプリングと呼ばれる方策をとる [12]。インポータンスサンプリングでは、
式 (3.40)の両辺に試行関数ΨT (R)を乗じ、新しい関数 f (R, t) = Ψ (R, t)ΨT (R) を導
入することで次式を得る。

− ∂

∂t
f (R, t) = −1

2
∇2f (R, t) +∇ · [vD (R) f (R, t)] + [EL (R)− ET ] f (R, t) (3.52)

ここで、∇ = (∇1,∇2, . . . ,　∇N , ) は 3N 次元の勾配演算子であり、vD (R) は次式で定
義されるドリフト速度である。

vD (R) = ∇ ln |ΨT (R) | = ΨT (R)−1∇ΨT (R) (3.53)

また、

EL (R) = ΨT (R)−1 ĤΨT (R) (3.54)

は局所エネルギーである。式 (3.52)は、積分形式で以下のように書ける。

f (R, t+ τ) =

∫
G̃ (R← R′, τ) f (R′, t) dR′ (3.55)

但し、G̃ (R← R′, τ)は関数 f についてのグリーン関数であって、定義から

G̃ (R← R′, τ) = ΨT (R)G (R← R′, τ)ΨT (R′)
−1

(3.56)

となり、式 (3.48)と同様に

G̃ (R← R′, τ) ≈ Gd (R← R′, τ)Gb (R← R′, τ) (3.57)

となる。但し、

Gd (R← R′, τ) = (2πτ)−3N/2 exp

[
−{R−R′ − τvD (R′)}2

2τ

]
(3.58)

はウォーカーの拡散を記述する項であり、

Gb = exp

[
−τ EL (R) + EL (R

′)− 2ET

2

]
(3.59)

はウォーカーのブランチングを記述する項である。
インポータンスサンプリングでは、式 (3.53)から分かるように |ΨT |が大きくなる方向

にウォーカーを遷移させるようにドリフト項 vD (R) が作用するため、試行関数ΨT の振
幅が大きいところでウォーカーの密度が高くなる。また、Gbには、式 (3.51)のポテンシャ
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ル V の代わりに局所エネルギー ELが含まれる。実際の基底状態に近い試行関数 ΨT で
は局所エネルギーELが実際の基底エネルギーに近づいて空間的にほぼ一定となるため、
ウォーカー数が変動するのを抑制することができる。
インポータンスサンプリングは節固定近似 [12]との相性が良い。節固定近似は、ウォー

カーの更新の際に波動関数の節の位置を更新せずに固定したままとする近似法であって、
本研究でも採用した方法である。ウォーカーが試行関数ΨT の節面に近づこうとすると、
ドリフト速度が増加して節面から離れる方向にウォーカーが追い払われる。そのため、節
面の近傍にはウォーカーが存在しなくなり、節固定近似が自動的に満たされるようにな
る。但し、これは近似なしのグリーン関数 G̃を使用した場合のことであり、式 (3.57) で
近似した場合にはウォーカーが節面を跨ぐことがある。これを防ぐにはタイムステップ τ

をなるべく小さくし、拡散項Gdによってウォーカーが広がらないようにすればよい。こ
れを考慮して、実計算ではタイムステップ τ を 1 a.u.−1よりかなり小さくすることが多
い [12]。なお、節固定の制約を満たすには、このようにタイムステップ τ を小さくする方
策の他に、節面を跨ごうとするウォーカーの位置を更新しない方策もある [12]。
式 (3.57)による近似は、試行関数ΨT が滑らかで非ゼロの場合には上手くいく。しかし、

試行関数ΨT の節面やポテンシャルの特異点の近傍では、ドリフト速度や局所エネルギー
が発散してしまい、計算結果に大きなタイムステップバイアスが含まれてしまう [81]。こ
れを防ぐために、RからR′へのウォーカーの位置更新を確率 paccept (R← R′) で棄却、
採択する方策がある [82]。

paccept (R← R′) = min

[
1,
Gd (R

′ ← R, τ)Gb (R
′ ← R, τ)ΨT (R)2

Gd (R← R′, τ)Gb (R← R′, τ)ΨT (R′)2

]

= min

[
1,
Gd (R

′ ← R, τ)ΨT (R)2

Gd (R← R′, τ)ΨT (R′)2

]
(3.60)

この方策を採用することで、タイムステップバイアスを大幅に低減することができる [83]。
最終的な基底エネルギーを表す混合推定量EDは、試行関数ΨT と真の基底状態Ψ0と

を用いて以下のように書ける。

ED =
〈Ψ0|Ĥ|ΨT 〉
〈Ψ0|ΨT 〉

= lim
τ→∞

∫
f (R, τ)EL (R) dR∫

f (R, τ) dR

≈ 1

M

∑
m

EL (Rm) (3.61)

但し、{Rm}は、DMC計算によって最終的に得られた f (R,∞) のM 個のサンプル点で
ある。
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以上が拡散量子モンテカルロ法の概略である。以降、本論文において第一原理量子モン
テカルロ法といった場合、拡散量子モンテカルロ法を指すものとする。

3.3.2 密度汎関数法と比較したときの利点
密度汎関数法においては、交換相関エネルギーEXC[n]を種々の汎関数で近似すること

で基底エネルギーEを求めるのに対し、第一原理量子モンテカルロ法では多体波動関数
Ψ(r1, · · · , rN) をそのまま解くため、汎関数に依存しない信頼性の高い予見結果を与える
ことができる。特に、バンドギャップ算定においては、自己相互作用誤差が原理的に生じ
得ず、密度汎関数法よりもバンドギャップを正確に算定することができる。計算コストに
関しては、第一原理量子モンテカルロ法ではO (N3)であり、密度汎関数法と同程度の計
算コストを要する [12]。しかし、第一原理量子モンテカルロ法は、各ウォーカーの独立な
遷移として実装されることから、並列計算に非常に適した手法となっている。

3.3.3 第一原理量子モンテカルロ法によるギャップ算定
第一原理量子モンテカルロ法は、基本的には多体電子系の基底エネルギーを算定する計

算手法であり、直接的にはバンドギャップを算定することができない。
2.2.2節で述べたように、バンドギャップには準粒子ギャップ∆QPと光学ギャップ∆Exと

がある。準粒子ギャップ∆QPは、式 (2.15) に示すように、EN+1
0 、EN−1

0 、−2EN
0 の 3項

の和からなる。そのため、第一原理量子モンテカルロ法で準粒子ギャップ∆QPを算定す
るには、これらの 3項の各々を第一原理量子モンテカルロ法で計算し、それらの結果を加
算することになる。このとき、モンテカルロサンプリングに伴うエラーバーが 3項のそれ
ぞれで生じるが、加算結果には各エラーバーの二乗平均平方根に相当するエラーバーが生
じ、統計誤差が大きくなる。
これに対し、光学ギャップ∆Exは、式 (2.17)に示すようにEN

i 、−EN
0 の 2項のみから

なるため、準粒子ギャップ∆QPよりもエラーバーを低減できる。そのため、第一原理量
子モンテカルロ法を用いた初期の研究 [84] でも、準粒子ギャップではなく光学ギャップを
算定している。なお、光学ギャップと準粒子ギャップとの差 (エキシトンシフト)は、エキ
シトンを構成する電子とホールとの束縛エネルギーに相当する。その束縛エネルギーは
0.1 eV程度であることが知られており [84]、エラーバーに含まれる程度に小さい量であ
る。そのため、このように光学ギャップを算定しても問題はないと考えられる。近年の先
行研究 [55]でも、c−TiO2のバンドギャップとして光学ギャップを算定している。この先
行研究では、エキシトンの束縛エネルギーをMott-Wannier公式 Eb ∝ 1/εr [85]で評価
し、比誘電率 εrが c−TiO2では十分に大きいため、束縛エネルギーは無視し得ると結論
づけている。このようにエキシトンの束縛エネルギーを無視したときの c−TiO2のバンド
ギャップ算定値を表 3.1に示す。 これらに鑑み、本研究でもGaNのバンドギャップとし
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遷移 DMC LDA GW

X2′ν → Γ12c 2.90 1.05 2.369

X5ν → Γ12c 5.21 3.29 4.932

Γ15ν → X2c 4.76 2.76 3.994

Γ25′ν → X2c 10.76 8.27 9.921

Γ15ν → Γ12c 4.10 1.98 3.602

Γ25′ν → Γ15ν 6.01 5.49 5.927

X5ν → X2′ν 2.31 2.23 2.563

表 3.1: c−TiO2のバンドギャップ算定値。文献 [55]より引用。単位は eV。DMCが、束縛
エネルギーを無視して得られた第一原理量子モンテカルロ法による算定値。比較のために
LDAとGW法での算定値も併記する。

て光学ギャップを算定した。
なお、光学ギャップを算定するには励起エネルギーEN

i を計算する必要があるが、励起
状態に対する変分原理には微妙な問題が含まれている。変分原理が成り立つ前提条件とし
て、ターゲットとする状態がハミルトニアンの 1次元既約表現に属するという条件が必要
である [86]。物理の言葉で言えば、非縮退の状態あるいは、あっても偶然縮退の状態での
み成り立つ。この条件を満たさない状態に対しては、状態としては多次元既約表現になっ
ているが、そのサブグループの 1次元既約表現に従うような試行関数を採用する方策を採
らざるを得ない。しかし、実用計算では、これを無視しても結果的には上手くいくことが
多い [12]。

3.3.4 第一原理量子モンテカルロ法の並列計算実装
第一原理量子モンテカルロ法では、複数のMPIプロセスに均等にウォーカーが割り当

てられ、各々の計算コアの上で各MPIプロセスが実行される。この様子を図 3.2に示す。
この例では、各計算コアに 20個ずつウォーカーが割り当てられている。各計算コアは、
blockと呼ばれる単位でウォーカーの位置更新を並列実行する。例えば、blockの長さが
100の場合は、ウォーカーの位置更新を 100回行うことになる。ウォーカーの個数は、位
置更新の採択や棄却によってタイプステップごとに常に変動する。そのため、blockの最
初で全ての計算コアに均等に 20個のウォーカーが割り当てられていても、当該 blockの最
後にはウォーカーの個数が計算コアごとに異なる。そこで、一つの blockが終了すると、
各計算コアは相互にMPI通信を行い、ウォーカーの個数が均等になるようにウォーカー
を再分配する。各ウォーカーは相互に独立しているため、このように各計算コアがウォー
カーの位置更新を並列実行することができ、第一原理量子モンテカルロ法は並列計算との
相性が極めてよい計算手法である。
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PU1 PU2 PU32

Block1 MPI comm.: Gather statistics → Re-distribute the walkers.

diffuse on each PU.

…

PU1 PU2 PU32

Block2 MPI comm.: Gather statistics → Re-distribute the walkers.

diffuse on each PU.

…

20-Walkers 20-Walkers 20-Walkers

more iterations ...

図 3.2: QMCにおける並列計算の原理図。

前述のようにブロック毎に各計算コアにウォーカーを再分配するこことをロード・バラ
ンシングと呼ぶ。ロード・バランシングを行うと計算コア間にMPI通信が発生し、従来
はその通信コストによって第一原理量子モンテカルロ法のスケーリングが低下することが
問題となっていた [87]。しかし、近年では、計算コア間の非同期通信を利用することでス
ケーリングが向上するようになった。図 3.3は、CASINOの旧バージョーンと新バージョ
ンのスケーリングを示す図である。図 3.3に示すように、旧バージョンであるCASINO 2.6

では、ある程度コア数が増えるとCPU時間の低下が抑制されてしまい、計算効率が向上
し難くなる。一方、前述の非同期通信を採用した新バージョンのCASINO 2.8では、コア
数の増加に伴ってCPU時間が線型に低下し、理想的なスケーリングが実現できている。
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図 3.3: QMC計算のスケーリング。文献 [87]より引用。

3.4 有限サイズ誤差
3.4.1 誤差の要因の分類
現実の固体にはアボガドロ数程度の電子が含まれるが、このような系の電子状態を第一

原理計算で計算するのは現実的ではない。そこで、通常は、周期的境界条件を課した有限
サイズのセル内で電子状態を計算することになるが、計算の対象を有限サイズに留めたこ
とで誤差が生じる。これが有限サイズ誤差である。
有限サイズ誤差を考える際には、全エネルギーのそれぞれの項にどのように誤差が入る

かという点で誤差の要因を切り分けていく。
まず、全エネルギーを図 3.4に従って

(1) 運動エネルギー
(2) 電子間相関相互作用
(3) 電子・イオン相互作用

のそれぞれの項に分ける。
(2)の電子間相互作用は、更に

(2a) 交換相関エネルギー
(2b) ハートリーエネルギー
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(1)

(2)

(3)

(2b)

(2a)

(1a)

(1b)

k

図 3.4: 有限サイズ誤差の要因

に分ける。周期系では、(2b)のハートリーエネルギーは周期的な電荷密度によるクーロ
ンエネルギーで、(2a)の交換相関エネルギーはそれ以外のエネルギーである。
(3)の電子・イオン相互作用と、(2b)のハートリーエネルギーは、ユニットセルの周期

性を持つ電荷密度にのみ依存し、これらのサイズ依存性は速く収束するため、有限サイズ
誤差としては無視できる程度となる [88]。一方、(1)の運動エネルギーと (2a)の交換相関
エネルギーはサイズ依存性が大きく、これらが考察の主な対象となる。
(1)の運動エネルギーについては、二つ要因があり、一つは k点メッシュがフェルミ面

形状にフィットしないことに伴う誤差であり、これを (1a)一粒子有限サイズ誤差と呼ぶ。
もう１点は、多体効果を取り入れるためのジャストロ因子から来る。ジャストロ因子が波
動関数に含まれると、この部分も曲率、すなわち運動エネルギーに寄与する。ジャストロ
因子というのは本来長距離相関を記述するが、有限シミュレーションセルでは長距離相関
がセル内にトランケートされる。それが有限サイズ誤差を与えることになる。これを (1b)

と分類できる。

3.4.2 有限サイズ誤差の例
本説では有限サイズ誤差の具定例について説明する。表 3.2は、第一原理量子モンテカ

ルロ法でシリコンのバンドギャップを計算した先行研究 [68] のシミュレーションサイズ依
存性を示す表である。なお、∆QP は準粒子ギャップであり、∆EXは光学ギャップである。
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この先行研究では、各遷移に対応したギャップを 2× 2× 2、3× 3× 3、及び 4× 4× 4の
シミュレーションセルで計算している。表 3.2に示すように、いずれの遷移でもセルサイ
ズが大きくなるほどギャップ値が大きくなることが見て取れる。これは、ギャップ算定に
用いた基底エネルギーと第一励起エネルギーの各々に前節の (1a)、(1b)、及び (2a) の各
有限サイズが含まれているためである。

遷移 2× 2× 2 3× 3× 3 4× 4× 4

∆QP(Γν → Γc) 3.56(6) 3.9(2) 4.0(2)

∆EX(Γν → Γc) 3.57(4) 3.82(9) 3.9(1)

∆EX(Γν → Xc) 1.24(4) - 1.8(1)

∆EX(Γν → Lc) 2.39(4) - 2.8(1)

∆EX(Xν → Xc) 4.55(4) 5.01(8) 5.5(1)

∆EX(Lν → Lc) 3.77(4) 4.00(8) 4.2(1)

表 3.2: シリコンのバンドギャップ算定値。文献 [68]より引用。単位は eV。

3.4.3 有限サイズ誤差の補正スキーム
密度汎関数法では第一原理量子モンテカルロ法よりも有限サイズ誤差を簡単に回避で

きる。例えば、(1a)の一粒子有限サイズ誤差については、k点メッシュがフェルミ面形状
にフィットするように k点の個数を増やすことで有限サイズ誤差を回避できる。密度汎関
数法では計算コストが k点の個数に対して線型に増加するため、計算コストが大きく増大
せずに有限サイズ誤差を低減できる [89] また、(2a)の交換相関エネルギーに起因した有
限サイズ誤差については、密度汎関数では、無限サイズに外挿したときの交換相関汎関数
を使用するため、実質的には取り除かれていると考えてよい [89]。一方、第一原理量子モ
ンテカルロ法で k点の個数を増やそうとするとセルの体積を増やす必要があるが、第一原
理量子モンテカルロ法ではセルの体積の 3乗に比例してコストが増加するため、密度汎関
数法のように k点の個数を増やして有限サイズ誤差を低減するのが困難である。
第一原理量子モンテカルロ法において有限サイズ誤差を低減するスキームとして種々の

方法がある。比較的簡単なスキームは以下の外挿公式を使う方法である [90]。

EQMC
∞ = EQMC

N + a
(
ELDA

∞ − ELDA
N

)
(3.62)

なお、EQMC
N はN × N × Nのスーパーセルで第一原理量子モンテカルロ法で計算したエ

ネルギーであり、ELDA
N はN × N × Nのスーパーセルに対応した kメッシュを採用した密

度汎関数で計算したエネルギーである。また、ELDA
∞ は、十分に密な kメッシュを採用し

た密度汎関数で計算したエネルギーであり、aは適当なフィッティングパラメータである。
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また、以下の外挿公式を用いるスキームもある [90]。

E (N) = E∞ +
b

N
(3.63)

なお、E (N)は、N個の電子を含むスーパーセルを採用したときに第一原理量子モンテカ
ルロ法で計算した適当な単位あたりのエネルギーである。また、E∞は、適当な単位あた
りの真のエネルギーであり、bは系に依存したパラメータである。
更に、以下のようなKwee, Zhang and Krakauer (KZK)補正スキームもある [18]。

E∞ = EQMC
N + ELDA

∞ − EKZK
N (3.64)

ここで、EKZK
N は、(1a)の一粒子有限サイズ誤差と (2a)の交換相関エネルギーに起因した

有限サイズ誤差とを模擬した項であり、密度汎関数法で計算される。

3.4.4 Ewald相互作用とMPC相互作用
周期的境界条件を課した場合、クーロン相互作用の総和は特定の条件下でしか収束せず、

更に収束速度も遅いため [91]、通常はクーロン相互作用を次式のEwald相互作用vEwald [92]

に置き換えて計算する。

vEwald (r) =
1

r
+

2π

3Ω
rT ·D · r +O

(
r4

Ω5/3

)
(3.65)

式 (3.65)の右辺第 1項がクーロン相互作用であり、第 2項がシミュレーションセルの形と
大きさに依存した補正項である。なお、Dは、シミュレーションセルの形に依存したテ
ンソルである。
ハートリー相互作用は 1/r依存性を有する古典的な長距離であり、式 (3.65)の第 1項

とそれに対する補正である第 2項で適切に表現できる。一方、電子が作り出すXCホール
はその電子の近傍に存在するため、電子とXCホールとの相互作用を式 (3.65) で表すと、
その右辺第 2項の補正がアーティファクトとなる。これが原因で (2a)の交換相関エネル
ギーに起因した有限サイズ誤差が生じる。そのため、第一原理量子モンテカルロ法では、
クーロン相互作用をModel Periodic Coulomb (MPC) [93]に置き換えて計算することで、
(2a)の有限サイズ誤差を低減する方策が採られる。MPC相互作用 VMPCは次式で与えら
れる。

VMPC =
1

2

∑
i ̸=j

f (ri − rj) +
∑
i

∫
Ω

ρ (r) [vEwald (ri − r)− f (ri − r)] dr

−1

2

∫
Ω

ρ (r) ρ (r′) [vEwald (r − r′)− f (r − r′)] drdr′ (3.66)
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なお、f (r)は、ウィグナーザイツセル内では 1/r依存性を有し、ウィグナーザイツセル
の外側では 0となる関数である。また、MPC相互作用のエネルギー値は

〈VMPC〉 =
1

2

∫
Ω

∫
Ω

ρXC (r, r′) ρ (r′) f (r − r′) drdr′

+
1

2

∫
Ω

∫
Ω

ρ (r) ρ (r′) vEwald (r − r′) drdr′ (3.67)

となる [88]。但し、ρ (r)は電子密度であり、ρXC (r, r′) は

ρ2 (r, r
′) =

〈∑
i ̸=j

δ (r − ri) δ (r
′ − rj)

〉
(3.68)

を電子の対密度としたとき、

ρXC (r, r′) ρ (r) = ρ2 (r, r
′)− ρ (r) ρ (r′) (3.69)

で与えられる XCホールである。式 (3.67)の右辺第 1項は、電子とそれが作り出す XC

ホールとの相互作用を表すが、関数 fによってウィグナーザイツセルの内側の相互作用の
みが積分されるため、式 (3.65)の第 2項のようなアーティファクトが入らず、(2a)の有限
サイズ誤差を低減することができる。また、式 (3.67)の右辺第 2項はハートリーエネル
ギーであるが、これについては Ewald相互作用 vEwaldで正しく記述できる。
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第4章 擬ポテンシャル法と芯電子/価電
子分割の問題

4.1 擬ポテンシャル法の概略
4.1.1 擬ポテンシャル法の考え方
芯電子は化学結合にほとんど寄与しないため、価電子の波動関数と芯電子の波動関数と

の直交性を厳密に考えなくても、固体中における価電子の状態は上手く記述できると考え
られる。よって、ある原子を中心にしたときに芯電子が存在している距離を rcとすると、
rc < rとなる距離 rでは真の波動関数と一致し、rc > rとなる距離 rでは空間的になめら
かに変動する実効的な波動関数で価電子の波動関数を近似しても、固体の性質はこの波動
関数でうまく記述できる。このような実効的な波動関数を与えるような実効的なポテン
シャルを構成すると、より少ない平面波基底で波動関数を展開でき、計算効率が上がる。
これが擬ポテンシャル法の基本的な考え方である。

4.1.2 ノルム保存型擬ポテンシャル
ノルム保存型擬ポテンシャル [94]は、rc < rとなる距離 rにおいて、真の波動関数と擬

波動関数のそれぞれのノルムが一致するように作られる擬ポテンシャルである。この条件
は、直感的には、r > rcから同じに見えるように、領域 r < rcに含まれる電荷数が同じ
になるように擬ポテンシャルを構成するというものである。擬ポテンシャルを具体的に構
成するには、シュレーディンガー方程式を数値的に逆に解くことで、上記のような擬波動
関数を解として与えるような擬ポテンシャルを見つければよい。なお、具体的な構成方法
は付録で説明する。付録にあるように、ノルム保存型擬ポテンシャルは以下のような形と
なる。

v̂NC (r) =
∞∑
ℓ=0

vℓ (r) |ℓ〉 〈ℓ| (4.1)

ポテンシャルの感じ方は価電子の軌道角運動量 ℓごとに異なるため、擬ポテンシャル v̂NC (r)

には、は軌道角運動量 ℓごとにポテンシャル成分を射影するための射影演算子 |ℓ〉 〈ℓ|が含
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まれる。ℓ = ℓ′の項を和記号の外に出すと

v̂NC (r) = v̂ℓ′ (r) +
∞∑
ℓ=0

(vℓ (r)− vℓ′ (r)) |ℓ〉 〈ℓ|

= v̂ionloc (r) + v̂nl (r) (4.2)

となるが、

v̂ionloc (r) := v̂ℓ′ (r) (4.3)

を局所部分と言い、

v̂nl (r) :=
∞∑
ℓ=0

(vℓ (r)− vℓ′ (r)) |ℓ〉 〈ℓ| (4.4)

を非局所部分と言う。擬ポテンシャルのどの角運動量成分を局所部分とするかは人為的に
行われるが、この操作を局所・非局所部分分割の選択という。 このように局所部分 v̂ionloc

と非局所部分 v̂nlとを有する擬ポテンシャルはセミローカル擬ポテンシャルと呼ばれる。
擬ポテンシャルは、なるべく多くの系に適用できるのが望ましいが、多くの系に適用

できる擬ポテンシャルはトランスファラビティ（転用可能性）が良いと言い、逆に適用で
きる系が少ない擬ポテンシャルはトランスファラビティが悪いと言う。ノルム保存型擬ポ
テンシャルは、トランスファラビティが良い擬ポテンシャルである。また、トランスファ
ラビティの他に、擬ポテンシャルの性能を硬さで表すこともある。硬い擬ポテンシャルと
は、擬波動関数を平面波で展開するときに、大きなカットオフエネルギーが必要な擬ポテ
ンシャルである。逆に、柔らかい擬ポテンシャルとは、小さなカットオフエネルギーで擬
波動関数を平面波展開できる擬ポテンシャルである。ノルム保存型擬ポテンシャルは、比
較的硬い擬ポテンシャルである。

4.1.3 ウルトラソフト擬ポテンシャル
ウルトラソフト擬ポテンシャル [95]は、擬ポテンシャルの局所部分を任意に浅くする

ことで平面波で擬波動関数を展開するときのカットオフエネルギーを低くできる柔らか
い擬ポテンシャルである。そのため、密度汎関数法でウルトラソフト擬ポテンシャルを使
用すると、ノルム保存型擬ポテンシャルを使用する場合と比較して計算コストを大きく減
らすことができる。但し、擬ポテンシャルの局所部分を本来よりも浅くするため、コア領
域 r < rcにおける電荷量が実際よりも不足する。密度汎関数法では不足分の電荷量を補っ
て計算をすることができるが、第一原理量子モンテカルロ法ではそれができない。そのた
め、ウルトラソフト擬ポテンシャルは、密度汎関数法では使用できるものの、第一原理量
子モンテカルロ法では使用することができない。
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詳細については付録で述べるが、ノルム保存型擬ポテンシャルと同様にウルトラソフト
擬ポテンシャルも以下のように局所部分と非局所部分の和となる。

v̂US (r) = v̂ionloc (r) +
∑
ij

D0
ij |βi〉 〈βj| (4.5)

4.1.4 生成法と参照状態
擬ポテンシャルは、シュレーディンガー方程式を数値的に逆に解くことで生成される

が、その方法としては密度汎関数法、ハートリー・フォック法、結合クラスター法、及び
ディラック・フォック法等がある。また、擬ポテンシャルを選定する場合には、どの擬ポ
テンシャルを生成したときの参照状態にも留意する必要がある。擬ポテンシャルは対象と
する原子のエネルギー準位が再現されるように生成されるが、原子の価数状態によってエ
ネルギー準位も異なる。このように擬ポテンシャルを生成するときに参照する価数状態や
エネルギー準位を参照状態と言う。

4.1.5 相対論効果
原子番号が大きな原子では、最内核の 1s電子が電荷数が大きい原子核に強く引きつけ

られる。その結果、1s電子の速度の期待値は光速に近くなり、その質量も増大する。そ
のため、原子番号が大きな原子の擬ポテンシャルは、このような相対論的効果を取り込ま
なければならない。具体的には、シュレーディンガー方程式の代わりにディラック方程式

(cα · p̂+ βmc2 + V )ϕ = E · ϕ

αw =

(
0 σw

σw 0

)
w = (x, y, z) (4.6)

σx =

(
0 1

1 0

)
,σy =

(
0 −i
i 0

)
,σz =

(
1 0

0 −1

)
(4.7)

β =

(
I 0

0 −I

)
, I =

(
1 0

0 1

)
(4.8)

(4.9)

を数値的に逆に解くことで相対論的効果を取り込んだ擬ポテンシャルを得ることができる。

4.1.6 Projector Augmented Wave法
擬ポテンシャル法では、計算対象を価電子に限定することにより計算コストを減らす

ことができる一方で、芯電子の情報が失われてしまう。これにより、微細構造定数の算定
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が困難になったり、そもそも擬ポテンシャルで得られた結果の信頼性が事前に分からな
いという問題がある [96]。このような擬ポテンシャル法の欠点を解決するのが projector

augmented wave (PAW)法である [97]。詳細については付録で述べるが、PAW法は、真
の波動関数を擬波動関数に写す線形変換を構築することで、擬波動関数を求める方策で
ある。

4.1.7 全電子計算
擬ポテンシャルを用いずに第一原理計算を行う手法として全電子計算がある。Augmented

Plane Wave (APW)法 [98]やLinearized Augmented Plane Wave (LAPW)法 [99] 等があ
り、WIEN2k [100]等の計算パッケージに実装されている。
第一原理量子モンテカルロ法でも原理的には全電子計算をすることは可能である [101]。

第一原理量子モンテカルロ法における全電子計算の統計誤差は原子番号Zに対してO(Z5)−
O(Z6.5)程度である [102, 103, 101]。したがって、水素やヘリウムに対して全電子計算を
行うことは現実的には可能であるものの、これらよりも重い原子を含む系に対して全電子
計算を行っても、現実的な時間で統計誤差を収束させるのは困難である。更に、リチウム
以降の原子に対して全電子計算を行う場合には電子軌道をガウス型軌道やスレーター型
軌道で展開する必要がある [104]。そのため、第一原理量子モンテカルロ法では擬ポテン
シャルの利用は不可避である。

4.2 各手法での取り扱い概略
本説では、密度汎関数法と第一原理量子モンテカルロ法をそれぞれ定式化した際、擬ポ

テンシャルがどの項に現れるのかを考える。

4.2.1 密度汎関数法での取り扱い
密度汎関数法で解くべき方程式は、一電子方程式である式 (3.24)のKohn-Sham方程式

である。再掲すると、N 電子系については[
− h̄2

2m
∇2 + veff(r)

]
ψi(r) = εi · ψi(r), (i = 1, 2, · · · , N) (4.10)

であるが、この中の有効ポテンシャル veff(r)は式 (3.28)に示したように以下の形をとる。

veff(r) = v(r) +

∫
n(r′)

|r − r′|
dr′ + µXC(r)− µ (4.11)
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ここで、v(r)を定義する式 (3.6) において 1
2

∑M
i ̸=j

ZiZj

|Ri−Rj | は定数であるから、これがゼロ
となるようにエネルギーの原点をとって式 (3.6) を整理すると、

v(r) = −
M∑
j=1

Zj

|r −Rj|
(4.12)

となる。なお、添字の jは個々の原子に付けられたラベルであり、ここでは原子の総数が
M 個であるとしている。ハートリー項については、∫

n(r′)

|r − r′|
dr′ =

∫
1

|r − r′|

N∑
i=1

δ3 (r′ − ri) dr
′ =

N∑
i=1

1

|r − ri|
(4.13)

となるが、i番目の電子が属する原子を明示し、更にそれが価電子と芯電子のどちらかを
明示すると、

N∑
i=1

1

|r − ri|
=

M∑
j=1

∑
e∈Cj

1

|r − re|
+
∑
e∈Vj

1

|r − re|

 (4.14)

となる。但し、Cj は j番目の原子の芯電子からなる集合であり、Vj は j番目の原子の価
電子からなる集合である。これにより、有効ポテンシャル veff(r)は

veff(r) =
M∑
j=1

− Zj

|r −Rj|
+
∑
e∈Cj

1

|r − re|
+
∑
e∈Vj

1

|r − re|

+ µXC(r)− µ (4.15)

となる。Rj = 0を原点にとり直すと、式 (4.15)における原子核と芯電子のそれぞれのか
らの寄与分

WDFT (r) = −Zj

r
+
∑
e∈Cj

1

|r − re|
(4.16)

が、式 (4.2)のノルム保存型擬ポテンシャル v̂NC や式 (4.5)のウルトラソフト擬ポテンシャ
ル v̂US に置換されることになる。

4.2.2 第一原理量子モンテカルロ法での取り扱い
第一原理量子モンテカルロ法が解くべき方程式は、一電子方程式ではなく、式 (3.7)の

多体シュレーディンガー方程式である。再掲すると、

ĤΨ(r1, · · · , rN) = E ·Ψ(r1, · · · , rN) (4.17)
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であるが、式 (3.4) - (3.6) によりハミルトニアン Ĥの中身は次のようになる。

Ĥ =
N∑
i=1

(
−1

2
∇2

i

)
+

1

2

N∑
i ̸=j

1

|ri − rj|
+

1

2

M∑
i ̸=j

ZiZj

|Ri −Rj|
−

N∑
i=1

M∑
j=1

Zj

|ri −Rj|
(4.18)

式 (4.12)を導いたときと同様に右辺第 3項がゼロとなるようにエネルギーの原点をとり、
更に式 (4.14) 及び式 (4.15)と同様の手順をとると、

Ĥ =
N∑
i=1

(
−1

2
∇2

i

)
+

M∑
j=1

− Zj

|r −Rj|
+
∑
e∈Cj

1

|r − re|
+
∑
e∈Vj

1

|r − re|

 (4.19)

となる。Rj = 0を原点にとり直すと、密度汎関数法の場合と同様に原子核と芯電子のそ
れぞれからの寄与

WQMC (r) = −Zj

r
+
∑
e∈Cj

1

|r − re|
(4.20)

が擬ポテンシャルに置換される部分となる。

4.2.3 擬ポテンシャル導入に伴う局所誤差
第一原理量子モンテカルロ法の算定対象は系の基底エネルギーであるが、擬ポテンシャ

ルを用いたことに伴うバイアスがエネルギー算定値に以下のように含まれる。インポータ
ンスサンプリングにより関数 f (R, t) = Ψ (R, t)ΨT (R) の時間発展は式 (3.52)で記述さ
れることになるが、ハミルトニアン Ĥの中で式 (4.2)のセミローカル形式の擬ポテンシャ
ル v̂NC = v̂ionloc + v̂nl を使用すると、式 (3.52)は

∂

∂t
f =

1

2
∇2f −∇ · (vDf)−

(
Ĥ − ET

)
ΨT

ΨT

· f +

{
v̂nl ·ΨT

ΨT

− v̂nl · Φ
Φ

}
f (4.21)

となる [12]。但し、

Φ (R, t) = exp
(
−Ĥt

)
ΨT (R) (4.22)

と置いた。式 (4.21)に擬ポテンシャルの非局所部分 v̂nlが現れたことにより、任意のRや
tに対して関数 f の値は必ずしも正とはならず [12]、関数 f を確率として解釈することが
できなくなる。この問題を避けるための方策として局所化近似がある [105]。局所化近似
では、式 (4.21)において非局所部分 v̂nlが現れる最終項をゼロとする。

v̂nl ·ΨT

ΨT

− v̂nl · Φ
Φ

= 0 (4.23)
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試行関数ΨT が真の基底状態の波動関数Ψ0 に十分近い場合、局所化近似に伴う誤差は十
分に小さく、(ΨT −Ψ0)

2 に比例することが知られている [105]。しかし、全ての系で局所
化近似は全ての系で上手くいくとは限らない。例えば、3d元素では凝集エネルギーの誤
差が 0.2 eV - 0.3 eV程度と大きくなり [106, 107]、4d元素では更にその誤差が大きくな
る [108]。このように局所化近似に伴って発生する誤差をバイアスを局所誤差と呼ぶ。

4.2.4 擬ポテンシャルの生成法

4.3 芯電子/価電子分割の問題
4.3.1 分割の恣意性
擬ポテンシャルは、固体の性質の大部分は芯電子よりも価電子に強く依存するという事

実に基づき、芯電子と原子核のそれぞれのポテンシャルを、実際の原子核よりも弱いポテ
ンシャルに置換するという発想に基づいている [109]。そのため、擬ポテンシャルを構築
する場合には、ある軌道にある電子が原子の性質に与える影響を予め見定め、その影響が
軽微ならばその電子を芯電子に分類し、影響が大きいなら価電子に分類する [110]。但し、
これでは芯電子/価電子分割に恣意性が入り、算定結果が分割の仕方によって変わってし
まうことがある。実際、II-IV族半導体では、d電子のエネルギーが価電子帯に存在するた
め、d電子を芯電子として取り扱うとバンド構造が実験と大きく異なってしまう [111]。こ
の先行研究 [111]は、CdSのバンド構造を密度汎関数法で算定しており、以下の表 4.1の
ようにCdに対して 2種類の芯電子/価電子分割を行っている。なお、「/」は、芯電子/価

芯電子/価電子分割 芯電子 価電子
[Kr] 4d10/5s2 [Kr] 4d10 5s2

[Kr] /4d105s2 [Kr] 4d105s2

表 4.1: 先行研究 [111]におけるCdの芯電子/価電子分割。

電子分割の境界線である。[Kr]4d10/5s2はCdの 4d電子を芯電子として扱う芯電子/価電
子分割であり、[Kr]/4d105s2はCdの 4d電子を価電子として扱う芯電子/価電子分割であ
る。計算の結果、Cdの 4d電子を芯電子として扱うと価電子帯のバンド幅が 11.7 eVであ
るのに対し、Cdの 4d電子を価電子として扱うと価電子帯のバンド幅が 12.3 eVになり、
実験値 (12.5 eV)に近いバンド幅が得られると考察している。
III-V族半導体でも状況は似ており、d電子のエネルギーが比較的高く価電子帯のバ

ンド構造に d電子が大きく影響を与えるため、d電子を芯電子に含めるとバンド構造が
実験と大きく異なってしまう [112]。この先行研究では、GaNのバンド構造を GW法で
算定しており、以下の表 4.2のようにGaに対して 2種類の芯電子/価電子分割を行って
いる。[Ar]3d10/4s24p1 は Gaの 3d電子を芯電子として扱う芯電子/価電子分割であり、
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芯電子/価電子分割 芯電子 価電子
[Ar] 3d10/4s24p1 [Ar] 3d10 4s24p1

[Ar] /3d104s24p1 [Ar] 3d104s24p1

表 4.2: 先行研究 [112]におけるGaの芯電子/価電子分割。

[Ar]/3d104s24p1はGaの 3d電子を価電子として扱う芯電子/価電子分割である。算定結果
を図 4.1に示す。図 4.1に示すように、Gaの 3d電子を価電子として扱う場合 (実線)では、
Gaの 3d電子を芯電子として扱う場合 (点線)よりもバンドギャップが狭くなっている。

図 4.1: 芯電子/価電子分割によってGaNのバンド構造が変わることを示す図。文献 [112]

より引用。実線は、Gaの 3d電子を価電子として扱ったときのバンド分散曲線である。点
線は、Gaの 3d電子を芯電子として扱ったときのバンド分散曲線である。
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4.3.2 コア偏極
芯電子/価電子分割は、コア偏極とも関連する [110]。ナトリウムのようにコアが偏極し

易い原子では、偏極によって芯電子と価電子のそれぞれの軌道の重なりが大きくなるた
め、芯電子と価電子との相関が価電子に与える影響も大きくなる [113]。この影響を模擬
したのが core-polarization-potential (CCP)であり [114]、CCPを使うと価電子軌道が芯
電子軌道に近づくことが知られている [113]。また、第一原理量子モンテカルロ法でCCP

を使用してナトリウムのバンド幅を算定した先行研究 [115]では、コア偏極によって占有
状態のバンド幅が 0.01-0.05 eV程度だけ僅かに減少すると報告されている。

4.4 III-V族半導体のバンドギャップ
4.4.1 実験値
III-V族半導体の多くは直接遷移型の半導体である。そのため、GaNに限らず、元素置換

によって等の様々な直接遷移型の系を作ることができ、これらの系でセミコアの影響を調
べることができる。また、III-V族半導体は、LEDや太陽電池等への応用が期待される重
要な化合物であり [1, 2, 3, 4, 5]、バンドギャップ等の様々な実験値が豊富にある。例えば、
AlNとGaNのバンドギャップの実験値はそれぞれ 6.28 eV [116, 117]、3.4 eV [118, 119, 40]

であることが 1970年代に既に報告されている。但し、InNは、熱的に不安定であるここと
や、InとNのそれぞれの原子半径が大きくことなることにより結晶成長が難しいことが
知られている。 [120, 121, 122] そのため、InNのバンドギャップを実験的に難しく、当初
は 1.89 eV [123]であると報告されていたものの、その後は 0.7 eV. [124, 125, 126, 127, 41]

程度であると報告されている。これらの実験値を表 4.3に示す。

半導体 バンドギャップの実験値
GaN 3.4 eV [118, 119, 40]

AlN 6.28 eV [116, 117]

InN 1.89 eV [123]

0.7 eV. [124, 125, 126, 127, 41]

表 4.3: 各半導体のバンドギャップの実験値。

4.4.2 第一原理計算
第一原理計算で III-V族半導体のバンドギャップを算定した先行研究も多数ある。密度

汎関数法ではギャップ問題が生ずるため、これを解消するために自己相互作用補正 (Self-

Interaction Correction: SIC) [128]で III-V族半導体のバンドギャップを評価した例があ
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る [5]。また、LDA+UでGaNのバンドギャップを評価した例もある [129, 130, 131, 132]。
InNに関しては、Inの 4d 電子を価電子として扱う LDAによる初期の研究では InNを
ギャップレス (金属)と予見していた [133]。その後の研究では、SICで InNを絶縁体とし
て予見した [38, 39] 。また、GW 法を InNに適用した研究 [134] では、最近の実験値であ
る 0.7 eV[41]に近い 0.69 eV程度のギャップ値が得られている。これらの算定値を表 4.4

に示す。

半導体 方法 バンドギャップの算定値
GaN SIC 4.0 eV [5]

LDA+U 2.17 eV [129]

LDA+U 2.4 eV [130]

LDA+U 3.52 eV [131]

LDA+U 2.489 eV [132]

InN LDA -0.40 eV [133]

SIC -0.19 eV [38]

SIC -0.21 eV [39]

GW 0.69 eV [39]

表 4.4: 第一原理計算による各半導体のバンドギャップの算定値。
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第5章 研究の方法

5.1 計算手順
第一原理量子モンテカルロ法で計算を行うには、擬ポテンシャルの準備と試行関数の生

成が必要である。本説ではこれらの事項について説明する。

5.1.1 擬ポテンシャルの準備
1.5.2節で述べたように、本研究では、我々の社会に必要な極めて重要な材料であり、バ

ンドギャップ等の実験値が豊富なGaNを対象系に据える。GaNには閃亜鉛鉱型とウルツ
型の結晶多形が存在するが、本研究ではウルツ型のGaNを第一原理量子モンテカルロ法
による計算対象とする。計算に際してはGaとNのそれぞれの擬ポテンシャルが必要とな
る。 Gaについては、d電子がGaNのバンドギャップに与える影響を調べるため、ラージ
コアとスモールコアの 2種類の擬ポテンシャルを用意した。芯電子と価電子の分割を “/”

で表すと、ラージコアの芯電子/価電子分割は [Ar]3d10 / 4s2 4p1であり、4s電子と 4p電
子を価電子として扱った。また、ラージコアの擬ポテンシャルとして、ノルム保存擬ポテ
ンシャルのTrail-Needs擬ポテンシャル [135]を使用した。
一方、スモールコアの芯電子/価電子分割は [Ar] / 3d10 4s2 4p1であり、3d電子、4s電

子、及び 4p電子を価電子として扱った。スモールコアの擬ポテンシャルとして、ノルム
保存擬ポテンシャルをOpium [136]で生成した。なお、窒素については、2s電子と 2p電
子とを価電子として扱うTrail-Needs擬ポテンシャルを使用した。
4.1.2節で説明したように、擬ポテンシャルを計算機で使用するには、どの角運動量成

分を局所部分とするかを選択する必要がある。本研究では、スモールコアの擬ポテンシャ
ルについては s軌道を局所成分として選択した。d軌道よりも大きな角運動量成分をトラ
ンケートして

|s〉 〈s|+ |p〉 〈p|+ |d〉 〈d| ≈ 1 (5.1)

と近似すると、式 (4.2)によりスモールコアのGaの擬ポテンシャルは
v̂s + (v̂p − v̂s) |p〉 〈p|+ (v̂d − v̂s) |d〉 〈d| (5.2)

となり、v̂sが局所成分となる。このように s軌道を局所成分として選択したのは、ゴー
スト準位の発生を抑制するためである。すなわち、p軌道のポテンシャル v̂pや d軌道の
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ポテンシャル v̂dは s軌道のポテンシャル v̂sよりも深いため、v̂dを局所部分に据えると、
式 (5.1)の近似が不十分であることに起因して p電子や s電子が d軌道のポテンシャル v̂d
に捕まるというアーティファクトが生じ、これにより本来は存在しないはずのゴースト準
位が発生する可能性があるためである。同様に、v̂pを局所部分に据えると、s電子が p軌
道のポテンシャル v̂p に捕まってゴースト準位が発生する可能性がある。v̂sを局所部分に
据えればこのような問題の発生が抑制されるため、本研究では s軌道を局所成分として選
択した。
一方、ラージコアの擬ポテンシャルについては、d軌道を局所成分として選択した。こ

れにより、ラージコアのGaの擬ポテンシャルは

v̂d + (v̂s − v̂d) |s〉 〈s|+ (v̂p − v̂d) |p〉 〈p| (5.3)

となる。なお、d軌道が存在しないラージコアの擬ポテンシャルで s軌道を局所成分とし
て選択すると、非局所部分が p軌道のみとなり s軌道が含まれなくなってしまい、s電子
の記述性が悪くなるため、このように d軌道を局所成分として選択した。同じ理由で窒素
についても d軌道を局所成分として選択し、

v̂d + (v̂p − v̂d) |p〉 〈p|+ (v̂d − v̂d) |d〉 〈d| (5.4)

を窒素の擬ポテンシャルとした。

5.1.2 試行関数の生成
試行関数の生成に際しては、ウルツ鉱型のGaNを密度汎関数法で構造緩和した構造を

使用した。構造緩和によって c軸方向の格子定数が若干増大したものの、増大の程度は
実験値 [134]の 0.3%程度に過ぎない。第一原理量子モンテカルロ法の試行関数として、
式 (3.35)のスレーター・ジャストロ型試行関数を生成した。スレーター・ジャストロ型試
行関数のスレータ行列式

DS (R) =
1√
N !

∣∣∣∣∣∣∣
ϕ1(r1) · · · ϕ1(rN)

...
. . .

...

ϕN(r1) · · · ϕN(rN)

∣∣∣∣∣∣∣ (5.5)

の各成分を構成する Kohn-Sham 軌道 ϕi(r)、(i = 1, 2, · · · , N) は、一般化汎関数近似
(GGA)を採用した密度汎関数法で生成した。その密度汎関数法における k-メッシュのサ
イズは 4×4×2とし、平面波のカットオフエネルギーEcutは 100 Ryとした. これらの条件
により、電子の全エネルギーは、k-メッシュのサイズを 8×8×4としたときのエネルギー
値に対して 0.0046 Ry/cell以下の範囲で収束した。なお、密度汎関数法の計算パッケージ
としてQuantum Espresso [14]を使用した。
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本研究では、GaNのバンドギャップとして光学ギャップを算定する。そのため、上記の条
件で基底状態の試行関数を生成すると共に、第一励起状態の試行関数も生成した。具体的
には、スレーター・ジャストロ型試行関数 (式 (3.35))のスレータ行列式DSを構成する複
数の軌道のうち、一つを最低非占有状態 (CBM)に対応した軌道とし、残りを占有状態に対
応した軌道とすることで、第一励起状態の多体波動関数を生成する方策 [137, 115, 55, 68]

を採用した。
なお、Quantum Espresso等の密度汎関数法の計算パッケージが出力する Kohn-Sham

軌道 ϕi(r) は平面波で展開された状態となっている。

ϕi (r) =
kmax∑
k

ck · eik·r (5.6)

平面波展開は、総和の上限 kmaxを大きくすることでKohn-Sham軌道 ϕi (r)の記述精度を
向上させることができるという利点がある。しかし、空間内のある一点 rにおけるKohn-

Sham軌道ϕi (r)の値を求めるには、平面波の個数だけ展開係数 ckを足し合わせる必要があ
り、上限 kmax が大きいほど計算時間が長くなる。これを避けるための方策としてB-spline

基底 (blip基底)で一電子軌道を展開する方策があり [138]、本研究でもこの方策を採用す
る。blip基底Θs (r)は、グリッド点Rs = (Xs, Ys, Zs)の近傍に局在した関数である。隣接
するグリッド点同士の間隔をaとすると、blip基底Θs (r)は、グリッド点Rs = (Xs, Ys, Zs)

からX方向、Y 方向、Z方向の各々に 2aだけ離れた領域の内側においてのみ非ゼロとな
り、その領域の外側ではゼロとなるように次のように構成される。

Θs (r) = B ((x−Xs) /a) ·B ((x− Ys) /b) ·B ((z − Zs) /c) (5.7)

ここで、B (ξ)は次式で定義される。

B (ξ) =


1− 3

2
ξ2 + 3

4
|ξ|3 0 ≤ |ξ| ≤ 1

1
4
(2− |ξ|)3 1 ≤ |ξ| ≤ 2

0 2 ≤ |ξ|
(5.8)

blip基底Θ(r)を用いると、Kohn-Sham軌道 ϕi (r) は次のように展開される。
ϕi (r) =

∑
s

asΘs (r) (5.9)

グリッド点Rs = (Xs, Ys, Zs)から各方向に 2aだけ離れた領域の内側においてのみ非ゼ
ロとなるという blip基底Θ(r)の性質から、任意の一点 rで非ゼロとなる基底の個数は 64

個しかない。よって、計算対象の系の規模や性質に関わらず、ある点 rでのKohn-Sham

軌道 ϕi (r) の値を算出するには高々64個の blip基底Θ(r) の展開係数 asだけを足し合わ
せればよく、平面波基底と比較して一電子軌道を評価するのに要する計算時間が大幅に短
縮される。但し、blip基底で展開すると、平面波基底で展開する場合と比較して波動関数
のデータ量が多くなるため、メモリに波動関数のデータが乗るかどうかを注意する必要が
ある。
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5.2 量子モンテカルロ計算
5.2.1 ジャストロ因子のパラメータ最適化
第一原理量子モンテカルロ法における統計誤差は、試行関数が真の基底波動関数に近

いほど小さくなり、その結果、統計誤差の収束に要する計算機コストも小さくできる。真
の基底波動関数に近い試行関数は「質が良い」と言う。質が良い試行関数を得るには、試
行関数から得られるエネルギーをなるべく小さくする必要がある。そこで、拡散量子モン
テカルロ法に先立ち、変分量子モンテカルロ法で試行関数の最適化を行う。通常は、試行
関数のジャストロ因子が最適化の対象となる。最適化手法としては、全エネルギーを最小
化するエネルギー最適化法 [102]と、エネルギーの分散値を最小化する分散値法 [12]とが
あり、本研究ではこれらを併用した。また、本研究では、第一原理量子モンテカルロ法の
計算パッケージとしてCASINO [13]を用いた。CASINOにはジャストロ因子の変分パラ
メータとして式 (3.36)の u項、式 (3.37)の χ項、式 (3.38)の f 項、及び式 (3.39)の p項
があり、これらに含まれる各パラメータを以下のように最適化した。
まず、スモールコアの基底状態の試行関数に対しては、表 5.1に従い、エネルギー最適

化法のみを利用して u項とχ項とを最適化した。最適化は 6回行い、最適化の前後におい
てエネルギーは-138.389(3) a.u./prim.cell → -141.860(1) a.u./prim.cell となった。

最適化回数 C
u項 χ項 p項 エネルギー変化 (a.u./prim.cell)

Nu Lu αm Nχ Lχ βmI aA

1回目 3 3 3 ○ - - - - -138.389(3) → -141.346(1)

2回目 3 8 3 ○ 3 3 ○ - -141.434(1) → -141.8003(8)

3回目 3 8 3 ○ 8 3 ○ - -141.8091(8) → -141.859(1)

4回目 3 8 3 ○ 8 3 ○ - -141.8574(9) → -141.858(1)

5回目 3 8 3 ○ 8 3 ○ - -141.8600(9) → -141.856(1)

6回目 3 8 3 ○ 8 3 ○ - -141.8600(9) → -141.860(1)

表 5.1: スモールコア、基底状態のジャストロ因子の最適化。数値の部分はその値に固定
されていることを示す。「○」は最適化の対象のパラメータである。「-」は最適化の対象
外のパラメータである。

スモールコアの第一励起状態の試行関数に対しては、表 5.2に従って u項、χ項、及び
p項を最適化した。1～4回目はエネルギー最適化で行い、5回目は分散値法で行った。最
適化の前後においてエネルギーは-138.388(4) a.u./prim.cell → -141.847(2) a.u./prim.cell

となった。
ラージコアの基底状態の試行関数に対しては、表 5.3に従い、u 項、χ項、及び f 項

の各々を分散値法で 1回のみ最適化した。最適化の前後においてエネルギーの分散値は
168(3) a.u. → 63.7(8) a.u. となった。
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最適化回数 C
u項 χ項 p項 エネルギー変化 (a.u./prim.cell)

Nu Lu αm Nχ Lχ βmI aA

1回目 3 3 3 ○ - - - - -138.388(4) → -141.356(2)

2回目 3 8 3 ○ 3 3 ○ - -141.433(2) → -141.803(1)

3回目 3 8 3 ○ 8 3 ○ - -141.807(1) → -141.857(1)

4回目 3 8 ○ ○ 8 ○ ○ - -141.853(1) → -141.854(1)

5回目 3 8 ○ ○ 8 ○ ○ ○ -141.843(2) → -141.847(2)

表 5.2: スモールコア、第一励起状態のジャストロ因子の最適化。各記号の意味は表 5.1

におけるのと同じである。

C
u項 χ項 f 項 分散値変化 (a.u.)

Nu Lu αm Nχ Lχ βmI N e−N
f N e−e

fI Lu γlmnI

3 8 ○ ○ 8 ○ ○ 2 2 ○ ○ 168(3) → 63.7(8)

表 5.3: ラージコア、基底状態のジャストロ因子の最適化。各記号の意味は表 5.1 におけ
るのと同じである。

ラージコアの第一励起状態の試行関数に対しては、表 5.4に従い、u項、χ項、及び f

項の各々を分散値法で 1回のみ最適化した。最適化の前後においてエネルギーの分散値は
163(2) a.u. → 64.1(9) a.u. となった。

C
u項 χ項 f 項 分散値変化 (a.u.)

Nu Lu αm Nχ Lχ βmI N e−N
f N e−e

fI Lu γlmnI

3 8 ○ ○ 8 ○ ○ 2 2 ○ ○ 163(2) → 64.1(9)

表 5.4: ラージコア、第一励起状態のジャストロ因子の最適化。各記号の意味は表 5.1 に
おけるのと同じである。

最適化の後、拡散量子モンテカルロ法による計算を行った。拡散量子モンテカルロ法に
おけるスーパーセルは 4×4×2とした。これはラージコアでは 512個の電子に相当し、ス
モールコアでは 1,152個の電子に相当する。スーパーセルを 4×4×2としたのは、現実的
な計算時間と計算精度との兼ね合いによる。すなわち、スーパーセルを 4×4×2よりも大
きくしたのでは現実的な計算時間でギャップ算定を終えることができず、逆にこれよりも
小さいせるサイズでは十分な算定精度を得ることができないと考えたためである。
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5.2.2 タイムステップの設定
拡散量子モンテカルロ法におけるタイムステップを τ とすると、前述のように式 (3.44)

のTrotter-Suzuki公式に起因した刻み時間誤差がエネルギー算定値に含まれる。刻み時間
誤差を排除するには、２つの異なるタイムステップでエネルギー算定値を求め、これらの
算定値を外挿することでタイムステップが 0のときのエネルギーを求めればよい。また、
式 3.45のグリーン関数の値はタイムステップ τ が 0に近いほど正確になるため、外挿を
行うにしてもなるべく小さなタイムステップ τ を採用するのが好ましい。実際、CASINO

では、擬ポテンシャルを用いた計算では τ=0.02 a.u.−1 程度とすることが推奨されてい
る [87]。そこで、本研究では基底状態と第一励起状態のそれぞれについて、推奨値の 0.02

よりも小さな τ=0.01 a.u.−1と τ=0.0025 a.u.−1 の２つのタイムステップを採用し、これ
らの算定値から τ = 0のときのエネルギー値を外挿により求めた。図 5.1と図 5.1にタ
イムステップ外挿の結果を示す。図 5.1はスモールコアの擬ポテンシャルを使用したとき
の全エネルギーを示し、図 5.2はラージコアの擬ポテンシャルを使用したときの全エネル
ギーを示す。これらの図に示すように、スモールコアとラージコアのいずれにおいても、
τ → 0となるにつれて全エネルギーが増加する。

図 5.1: スモールコアのタイムステップ外挿の結果を示す図。「es」は第一励起状態を示し、
「gs」は基底状態を示す。
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図 5.2: ラージコアのタイムステップ外挿の結果を示す図。「es」は第一励起状態を示し、
「gs」は基底状態を示す。

図 5.3: バンドギャップについてのタイムステップ外挿の結果を示す図。
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また、図 5.3は、バンドギャップについてのタイプステップ外挿の結果を示す図である。
図 5.3に示すように、スモールコアのバンドギャップは τ → 0 となるにつれて小さくな
る。一方、ラージコアのバンドギャップは τ → 0 となるにつれて若干小さくなるものの、
ラージコアに比べるとその変化の程度は小さい。

5.2.3 計算機環境
本研究では、基底状態と第一励起状態の 2種類、タイムステップが τ = 0.0025 a.u.−1と

τ = 0.0025 a.u.−1の 2種類、擬ポテンシャルがスモールコアとラージコアの 2種類の計算
を行うため、合計で 8 (= 2× 2× 2)個のジョブを流した。
1MPIプロセスあたりのウォーカー数はジョブごとに異なるが、本研究では 1～4程度

とした。また、計算時には、blip基底に変換した試行関数のデータを各ノードのメモリに
ロードした。その試行関数のデータサイズは、スモールコアで 1.4GB程度であり、ラー
ジコアで 0.2GB程度である。
計算機としては、JAISTが保有するXC40と hsterの各スーパーコンピュータを用いた。

XC40は、Cray社製の分散メモリ型の並列計算機であって、1ノードに 2個のCPU(Intel

Xeon E5-2695v4 2.1GHz 18コア)と 128GBのメモリとを有する。一方、hsterは、SGI社
製の分散メモリ型の並列計算機であって、1ノードに 2個の CPU(Intel Xeon E5-2680v2

2.8H 10コア)と 64GBのメモリとを有する。
hsterはXC40と比べて 1ノードあたりのメモリ容量が半分の 64GBであるが、これで

も高々1.4GB程度の試行関数を展開するのには十分である。また、hsterとXC40のCPU

のスペックにも大差はない。そこで、本研究では、hsterとXC40の空き状況を見てどち
らを使用するか判断した。具体的には、hsterは (基底状態、タイムステップ=0.0025、ス
モールコア)と (第一励起状態、タイムステップ=0.0025、スモールコア)の 2個のジョブ
について使用し、これ以外のジョブはXC40で実行した。

5.2.4 蓄積数と並列数
節固定近似を用いた拡散量子モンテカルロ法では、試行関数の節の位置を更新しないと

いう条件のもとでウォーカーが位置更新を繰り返すことで全エネルギーが下がっていき、
やがてエネルギーが平衡状態となる。この過程を平衡過程という [13]。その後、蓄積数
(ウォーカーの位置更新の回数)を増やすことでエネルギーの混合推定量EDのエラーバー
を小さくしていく。この過程を蓄積過程という [13]。エラーバーは、蓄積数N の 1/

√
N

に比例することが知られている [139]。本研究では、スモールとラージのそれぞれのバン
ドギャップのエラーバーの重なりが解消されたときに蓄積過程を終えた。また、コア数は、
計算機の平均的な空き状況を見て、可能な限り多くとることとした。各ジョブの蓄積数と
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コア数は表 5.5の通りである。表 5.5には、第一原理量子モンテカルロ法で得られた全エ
ネルギーも記載してある。

ジョブ 計算機 コア数 蓄積数 エネルギー (a.u./unit cell)

スモールコア /0.0025/gs hster 640 1041041 -142.2862(3)

スモールコア /0.0025/es hster 640 1138491 -142.2819(3)

スモールコア /0.01/gs XC40 1152 677441 -142.3028(3)

スモールコア /0.01/es XC40 1152 676041 -142.2996(2)

ラージコア /0.0025/gs XC40 2304 607041 -24.3075(2)

ラージコア /0.0025/es XC40 2304 347541 -24.30141(4)

ラージコア /0.01/gs XC40 576 633241 -24.31037(3)

ラージコア /0.01/es XC40 576 383241 -24.30439(4)

表 5.5: コア数、蓄積数、及びエネルギーを示す図。ジョブの「スモールコア」と「ラー
ジコア」は擬ポテンシャルを示す。また、「0.01」と「0.0025」はタイムステップである。
「gs」は基底状態を示し、「es」は第一励起状態を示す。

なお、表 5.5のいずれのジョブについてもMPI並列で実行した。更に、XC40で実行し
たジョブについては、MPI並列とノード内並列 (スレッド並列)とを組み合わせたハイブ
リッド並列で実行した。ノード内並列では、XC40の一つのノードにある 36個のCPUの
全てを並列化し、これらのCPUが実行する各プロセスが 1ノード内のメモリを共有する
ようにした。
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第6章 結果と考察

6.1 結果
6.1.1 第一原理量子モンテカルロ法によるバンドギャップ算定
第一原理量子モンテカルロ法では、まずウォーカーが系の典型的なWigner-Seitz半径

にわたって行き届くように平衡化した。ウォーカーが平衡に達したことは、局所エネル
ギーをサンプリングすることで確認した (図 6.1)。平衡後、モンテカルロサンプリングを
蓄積していき、スモールコアとラージコアの各々の計算結果のエラーバー同士が重複しな
くなった時点で計算を終了した。
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図 6.1: 第一原理量子モンテカルロ法による全体のサンプリング過程 (a)と、計算初期の
サンプリング過程 (b)。ここでは第一励起状態におけるスモールコアでタイムステップを
τ=0.01 a.u.−1とした場合の過程を示している。黒、赤、及び緑の各線は、それぞれ局所
エネルギーEL(式 (3.54))、サンプリングブロック内で固定されたエネルギーオフセット
ET (式 (3.40))、及び混合推定量ED(式 (3.61))を示す。(b)に示されるように、最初の 6,000

ステップでエネルギーが平衡に達していることが分かる。
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次いで、タイムステップ外挿により τ = 0のときの全エネルギーを全ジョブについて求
めた。その結果を表 6.1に示す。

ジョブ エネルギー (a.u./unit cell)

スモールコア /gs -142.2807(4)

スモールコア /es -142.2760(4)

ラージコア /gs -24.30648(4)

ラージコア /es -24.30042(6)

表 6.1: タイムステップ外挿後の全エネルギー。「スモールコア」と「ラージコア」は擬ポ
テンシャルを示す。また、「gs」は基底状態を示し、「es」は第一励起状態を示す。

次に、式 (2.17)に従って光学ギャップを求めた。以下では、スモールコアとラージコア
の光学ギャップをそれぞれ∆

(S)
Ex、∆

(L)
Ex とする。また、スモールコアのN 電子系の第一励

起エネルギーを E
N(S)
1 とし、基底エネルギーを E

N(S)
0 とする。同様に、ラージコアのN

電子系の第一励起エネルギーをE
N(L)
1 とし、基底エネルギーをE

N(L)
0 とする。スモールコ

アではN = 1152であり、ラージコアではN = 512である。これと表 6.1の結果に基づ
き、各光学ギャップは次のように算出された。

∆
(S)
Ex = E

1152(S)
1 − E1152(S)

0

= {−142.2760(4) a.u.− (−142.2807(4) a.u.)} × 32× 27.2114 eV/a.u.

= 4.1(5) eV

∆
(L)
Ex = E

512(L)
1 − E512(L)

0

= {−24.30042(6) a.u.− (−24.30648(4) a.u.)} × 32× 27.2114 eV/a.u.

= 5.28(6) eV

なお、これらの光学ギャップの算出に際して 32を乗じているが、これはCASINOの出力
がユニットセルあたりのエネルギーであり、これをシミュレーションセルサイズ (4×4×2)
のエネルギーに変換するためである。
また、∆

(S)
Ex と∆

(L)
Ex のいずれにおいても第一励起エネルギーと基底エネルギーとの差を

求める必要があるが、この際のエラーバーは次のように扱う。第一励起エネルギーのエ
ラーバーを σ1、基底エネルギーのエラーバーを σ0とする。このとき、光学ギャップのエ
ラーバー σExは、分散の和の法則から次のように求める。

σEx = 32× 27.2114×
√
σ2
1 + σ2

0

ここで 32を乗じたのは、CASINOが出力する各エラーバー σ1、σ0はユニットセルあたり
の値であるため、これをシミュレーションセルサイズ (4×4×2)でのエラーバーに変換す
るためである。
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以上の結果より、第一原理量子モンテカルロ法による予見では、Gaの d電子を価電子と
して扱うスモールコアの擬ポテンシャルを使用すると、d電子を芯電子として扱うラージ
コアの擬ポテンシャルを使用する場合よりもGaNの光学ギャップが 1.2 eV程度小さくな
り、∆(S)

Ex < ∆
(L)
Ex となることが明らかとなった。更に、スモールコアとラージコアのどちら

の擬ポテンシャルを使用する場合でも、光学ギャップ∆
(S)
Ex、∆

(L)
Ex が実験値 (3.39 eV [40])

よりも大きくなることが明らかとなった。

エキシトン補正
図 2.4を参照して説明したように、光学ギャップ∆Exは、エキシトンシフトだけ準粒子

ギャップ∆QPよりも小さくなる。そのため、本研究で算定した光学ギャップ∆
(S)
Ex、∆

(L)
Ex

から準粒子ギャップを求めるには、これらの光学ギャップにエキシトンシフトを加算する
必要がある [140, 68]。エキシトンシフトは束縛状態にある電子とホールとの結合エネル
ギーであるが、その値は 0.023 eV程度であり [85]、各光学ギャップ∆

(S)
Ex、∆

(L)
Ex のいずれ

のエラーバーよりも小さい。また、第一原理量子モンテカルロ法における光学ギャップと
準粒子ギャップとの差は∼0.01 eVであり十分に小さいという先行研究 [68]もある。その
ため、本研究で算定した各光学ギャップ∆

(S)
Ex、∆

(L)
Ex にエキシトンシフトを加算した準粒

子ギャップ∆
(S)
QP、∆

(L)
QP を算定しても、準粒子ギャップの大小関係は光学ギャップと同様に

∆
(S)
QP < ∆

(L)
QP となるものと考えられる。

計算規模
前述のように試行関数のデータサイズは高々1.4GB程度であり、XC40の 1ノードのメ

モリ容量 (128GB)よりも十分小さく、1ノードの 36個のコアに割り当てるメモリ容量を
十分に確保できる。そのため、XC40で実行した 6個のジョブについては、ノード間でプ
ロセスを並列化するMPIプロセスと、ノード内でプロセスを並列化するスレッド並列 と
を組み合わせたハイブリッド並列で実行した。並列化の対象は、図 3.2に示したように
ウォーカーの位置更新である。XC40で実行した 6個のジョブのうち、最もコア数が多い
ものは 2304個のコアを使用した。このように数千規模の並列数のジョブでスレッド並列
を採用することで、ノード間通信を削減することができ、計算資源を有効活用した高速な
計算が可能となる。
なお、計算の終了に要するCPU時間はジョブごとに異なる。例えば、(第一励起状態、

タイムステップ=0.0025 a.u.−1、スモールコア) のジョブでは、640個の計算コアを使って
計算終了までのCPU時間が 474日となった。また、第一原理量子モンテカルロ法におけ
るMPIプロセスごとのウォーカー数を一定に保つために、CASINOが実装しているロー
ドバランスの機能を用いた。
本研究は、試行関数のデータサイズを勘案した計算機の選定、ハイブリッド並列による

ノード間通信の削減、及びロードバランス機能によるウォーカー数の変動抑制等といった
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計算科学を展開する上で留意すべき諸項目を緻密に検討したことで、計算資源の有効活用
と計算コストの低減との両立を図りつつ、スモールコアとラージコアの各々を利用したと
きのバンドギャップを第一原理量子モンテカルロ法により算定することができた。

6.1.2 密度汎関数法によるバンドギャップ算定
本研究の主務は第一原理量子モンテカルロ法によるバンドギャップ算定であるが、比較

のために密度汎関数法でもバンドギャップを算定した。密度汎関数法では、Kohn-Sham軌
道から以下のようにしてN 電子系のバンドギャップを求める。

εKS = εN+1(N)− εN(N) (6.1)

但し、εN(N)は、N 電子系における N 番目の軌道 (最高占有軌道)の Kohn-Shamエネ
ルギーであり、εN+1(N)は、N 電子系における (N + 1)番目の軌道 (最低非占有軌道)の
Kohn-Shamエネルギーである。式 (6.1)から得られるバンドギャップ εKS はKSギャップ
とも呼ばれる。
シミュレーションセルとしては、Ga原子と N原子をそれぞれ 2ずつ個含むユニット

セルを採用した。また、波動関数のカットオフエネルギーは 100 Ryとし、kメッシュは
4×4×2とした。汎関数はGGA汎関数を用いた。これの条件は、スモールコアとラージ
コアの各々で同一である。擬ポテンシャルは、第一原理量子モンテカルロ法で使用したの
と同一の擬ポテンシャルを使用した。これにより、スモールコアでの電子数は 36個とな
り、ラージコアでの電子数は 16個となった。GGA汎関数を使用したときのスモールコア
のKSギャップを ε

(S GGA)
KS 、ラージコアのKSギャップを ε

(L GGA)
KS とすると、これらの値は

以下のようになった。

ε
(S GGA)
KS = ε37(36)− ε36(36)

= 14.3788 eV − 12.1871 eV

≈ 2.19 eV

ε
(L GGA)
KS = ε17(16)− ε16(16)

= 9.6947 eV − 6.8931 eV

≈ 2.80 eV

これにより、GGA汎関数を用いた密度汎関数法では、スモールコアの擬ポテンシャルを
用いるとラージコアの擬ポテンシャルを用いる場合よりもKSギャップが 0.6 eV程度小さ
くなり、(ε

(S GGA)
KS < ε

(L GGA)
KS ) となることが明らかとなった。

67



また、汎関数以外の条件は変えずに局所密度近似でスモールコアとラージコアのそれぞ
れのKSギャップ ε

(S LDA)
KS 、ε(L LDA)

KS も算定した。その結果、

ε
(S LDA)
KS = ε37(36)− ε36(36)

= 13.9331 eV − 11.9633 eV

≈ 1.97 eV

ε
(L LDA)
KS = ε17(16)− ε16(16)

= 9.5017 eV − 6.8214 eV

≈ 2.68 eV

となり、局所密度近似においてはスモールコアの擬ポテンシャルを用いるとラージコアの擬
ポテンシャルを用いる場合よりもKSギャップが0.7 eV程度小さくなり、ε(S LDA)

KS < ε
(L LDA)
KS

となることが明らかとなった。

6.1.3 KZK補正
3.4.3節で述べたように、第一原理量子モンテカルロ法における有限サイズ誤差の補正

スキームとしてKZK補正スキームがある。式 (3.64)に示したように、KZK補正スキーム
における補正量はELDA

∞ −EKZK
N であり、局所密度近似のKSギャップとKZK汎関数を使

用したときのKSギャップとの差が補正量となる。KZK汎関数を用いたこと以外は局所密
度近似におけるのと同じ計算条件を採用し、スモールコアとラージコアのそれぞれのKS

ギャップ ε
(S KZK)
KS 、ε(L KZK)

KS を算定したところ、以下の値が得られた。

ε
(S KZK)
KS = ε37(36)− ε36(36)

= 13.9238 eV − 11.9567 eV

≈ 1.97 eV

ε
(L KZK)
KS = ε17(16)− ε16(16)

= 9.4907 eV − 6.8135 eV

≈ 2.68 eV

これにより、スモールコアのKZK補正量∆
(S)
KZKは

∆
(S)
KZK = ε

(S LDA)
KS − ε(S KZK)

KS

≈ 1.97 eV − 1.97 eV

= 0 eV
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となり、ラージコアのKZK補正量∆
(L)
KZKは

∆
(L)
KZK = ε

(L LDA)
KS − ε(L KZK)

KS

≈ 2.68 eV − 2.68 eV

= 0 eV

となった。

6.1.4 各手法で得られた算定値の比較
表 6.2に、上記の各手法で得られたギャップ算定値をまとめる。

方法 擬ポテンシャル ギャップ 算定値 (eV)

GGA スモールコア KSギャップ ε
(S GGA)
KS 2.19

GGA ラージコア KSギャップ ε
(L GGA)
KS 2.80

LDA スモールコア KSギャップ ε
(S LDA)
KS 1.97

LDA ラージコア KSギャップ ε
(L LDA)
KS 2.68

KZK スモールコア KSギャップ ε
(S KZK)
KS 1.97

KZK ラージコア KSギャップ ε
(L KZK)
KS 2.68

DMC スモールコア 光学ギャップ∆
(S)
Ex 4.1(5)

DMC ラージコア 光学ギャップ∆
(L)
Ex 5.28(6)

実験値 3.39 [40]

表 6.2: 各手法で得られたGaNのギャップ算定値。

表 6.2に示すように、LDAとGGAの各密度汎関数法で得られたギャップ算定値は実験
値を過小評価している。これは、図 1.7に示したように、度汎関数法ではギャップ算定値
に「(a)過小評価問題」が含まれているためである。一方、第一原理量子モンテカルロ法
で求めたギャップ算定値∆

(S)
Ex、∆

(L)
Ex には「(a)過小評価問題」が含まれていない。そのた

め、計算により明らかとなった各ギャップ算定値と実験値との差や、各ギャップ算定値の
大小関係 (∆

(S)
Ex < ∆

(L)
Ex ) に基づいて、図 1.7の「(b)セミコア記述の問題」に起因したバ

イアスを議論することができる。

6.1.5 状態密度計算
第一原理量子モンテカルロ法で∆

(S)
Ex < ∆

(L)
Ex となった理由を探るため、スモールコアと

ラージコアのそれぞれについて部分状態密度 (pDOS)を計算した。なお、pDOSの計算条
件は、GGA汎関数を用いてKSギャップ ε

(S GGA)
KS 、ε(L GGA)

KS を求めたときの条件と同一で
ある。これにより得た pDOSを図 6.2に示す。
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図 6.2: スモールコア (a)とラージコア (b)のそれぞれの pDOS。フェルミ準位は 0 eVと
してある。

6.2 考察
第一原理量子モンテカルロ法では、密度汎関数法におけるギャップ問題がギャップ算定

値に含まれない。そのため、ラージコアの方がスモールコアよりも光学ギャップが大きい
という算定結果 (∆

(S)
Ex < ∆

(L)
Ex ) にはギャップ問題が含まれておらず、擬ポテンシャルの相

違のみが反映されている。そこで、本説では、この算定結果に基づいて、Gaの d電子が
ギャップ算定値に与える影響について考察する。

6.2.1 密度汎関数法との比較
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表 6.2に示したように、第一原理量子モンテカルロ法では、ラージコアとスモールコア
のそれぞのれ光学ギャップ∆

(L)
Ex、∆

(S)
Ex の差が 1.17 eV程度であるのに対し、GGA汎関数

を用いた密度汎関数法ではラージコアとスモールコアのそれぞれのKSギャップ ε
(L GGA)
KS 、

ε
(S GGA)
KS の差は 0.61 eV程度である。また、局所密度近似では、ラージコアとスモールコ
アのそれぞれのKSギャップ ε

(L LDA)
KS 、ε(S LDA)

KS の差は 0.71 eV程度である。第一原理量子
モンテカルロ法では、このようにスモールコアとラージコアの各々のギャップ算定値の差
が密度汎関数法における差よりも大きいが、これは密度汎関数法におけるギャップ問題が
第一原理量子モンテカルロ法にはないため、擬ポテンシャル差異に起因した予見値の相違
が露に現れたものと考えられる。

6.2.2 pd混成による説明
次に、 2.1.2節で説明した pd混成 [15, 16]について検討する。pd混成は、アニオンの p

軌道がカチオンの d軌道によってエネルギー的に上に押し上げられることにより、アニオ
ンの p軌道で構成されるVBMが上にシフトし、結果的にバンドギャップを狭める効果を
有する。スモールコアの擬ポテンシャルではGaの d電子が存在するため pd混成を記述
することができ、これによりラージコアの場合よりも光学ギャップが小さくなったと考え
られる。一方、ラージコアの擬ポテンシャルではGaの d電子が存在しないため pd混成
を記述することができず、光学ギャップが過大評価されたと考えられる [16]。
pd混成の程度は、図 6.2の pDOSから見積もることができる。図 6.2(a)に示すように、

どのエネルギーにおいてもGa-3dとN-2pのそれぞれのDOSは一致していない。よって、
実際には pd混成はあまり生じていないと考えられる。更に、図 6.2(a)と図 6.2(b)とを比
較して分かるように、スモールコアとラージコアのそれぞれのフェルミ準位付近のDOS

の形状は類似しておらず、このことからも pd混成の程度は小さいと考えられる。
しかも、pd混成によってバンドギャップは 0.1-0.3 eV程度しか減少しないことも報告

されているのに対し [15]、第一原理量子モンテカルロ法における減少量 (∆
(L)
Ex −∆

(L)
Ex ) は

1.17 eVもあり、pd混成のみでスモールコアの光学ギャップ∆
(S)
Ex がラージコアの光学ギャッ

プ∆
(L)
Ex よりも小さくなったとは考え難い。

密度汎関数法で算定したKSギャップにはギャップ問題によるバイアスと擬ポテンシャ
ル差異によるバイアスとが含まれているため、KSギャップに基づいて擬ポテンシャル差
異に起因したバイアスを議論するのは難しい。しかし、参考のために表 6.2の算定値に
ついて検討すると、GGA汎関数を用いた場合におけるラージコアとスモールコアのKS

ギャップの差 (ε
(L GGA)
KS − ε(S GGA)

KS ) は 0.61 eV程度であり、これは pd混成で想定される減
少量 (0.1-0.3 eV) よりも大きい。同様に、局所密度近似で算定したラージコアとスモール
コアのKSギャップの差 (ε

(L LDA)
KS − ε(S LDA)

KS ) も 0.71 eV程度もあり、やはり pd混成で想
定される減少量 (0.1-0.3 eV) よりも大きい。よって、このことからも、pd混成のみでバン
ドギャップが狭くなったとは考え難い。
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6.2.3 コア偏極による説明
4.3節で説明したように、コア偏極によって芯電子と価電子のそれぞれの軌道の重なり

が大きくなると、芯電子と価電子との相関によって占有状態のバンド幅が減少する。本研
究における芯電子/価電子分割を再掲すると、スモールコアでは [Ar] / 3d10 4s2 4p1であ
り、ラージコアでは [Ar]3d10 / 4s2 4p1である。これによれば、ラージコアでは d電子が
芯電子として塗りつぶされているため、d電子と s電子との相関や、d電子と p電子との
相関を記述することができない。一方、スモールコアでは d電子に関するこれらの相関を
記述することができる。よって、d電子が偏極したことで d軌道と s軌道との重なりや d

軌道と p軌道との重なりが大きくなれば、これに伴うバンド幅の減少がスモールコアでの
光学ギャップ∆

(S)
Ex に反映され、これによりスモールコアの光学ギャップ∆

(S)
Ex がラージコ

アの光学ギャップ∆
(L)
Ex よりも小さくなったとも考えられる。しかし、コア偏極による占

有状態のバンド幅の減少は 0.01-0.05 eV程度と僅かであるのに対し [115]、各光学ギャッ
プ∆

(S)
Ex、∆

(L)
Ex の差は 0.71 eV程度と大きいことから、コア偏極が原因でスモールコアの

光学ギャップがラージコアの光学ギャップよりも小さくなったとは考えられない。

6.2.4 電子遮蔽効果による説明
次に、 2.1.3節で説明した電子遮蔽について検討する。GW 法についての先行研究 [17]

では、乱雑位相近似 (RPA: Random Phase Approximation)において電子遮蔽の効果が過
小評価されるとバンドギャップが過大評価され、逆に電子遮蔽の効果が過大評価されると
バンドギャップが過小評価されることが報告されている。先行研究 [17]によれば、電子遮
蔽を無視したことによるバンドギャップの増加量は∼ 0.5 eV程度であるとされている。
Gaの d電子を無視することは、d電子による遮蔽を無視することと等価であるため、電

子遮蔽の効果を過小評価することになる。そのため、d電子電子を無視したラージコアに
おいてはバンドギャップを過大評価することになり、ラージコアの光学ギャップ∆

(L)
Ex がス

モールコアの光学ギャップ∆
(S)
Ex よりも大きくなった理由を上手く説明できると考えられ

る。但し、両者の差は 1.17 eV程度であるのに対し、先行研究 [17]におけるバンドギャッ
プの増加量は 0.5 eV程度であるため、電子遮蔽のみでラージコアの光学ギャップ∆

(L)
Ex が

スモールコアの光学ギャップ∆
(S)
Ex よりも大きくなったとは考え難い。

6.2.5 有限サイズ誤差の影響
次に、 3.4.3節で説明した有限サイズ誤差の影響について検討する。第一原理量子モン

テカルロ法において有限サイズ誤差を補正するスキームとして式 (3.62)、式 (3.63)、及
び式 (3.64)の各のスキームがあるが、本研究では、計算コストが少ない式 (3.64)のKZK

補正 [18, 57] で有限サイズ誤差を評価する。但し、6.1.3節で説明したように、ラージコ
アとスモールコアのそれぞれの光学ギャップ∆

(L)
Ex、∆

(S)
Ex に対する KZK補正による補正
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量∆
(L)
KZK、∆

(S)
KZK はいずれも 0 eVである。よって、有限サイズ誤差が原因でスモールコア

の光学ギャップ∆
(S)
Ex がラージコアの光学ギャップ∆

(L)
Ex よりも小さくなったとは考えられ

ない。
なお、近年ではバンドギャップの算定にツイスト平均法を適用することも可能となって

いるが [141]、ツイスト平均法は多くの計算資源を必要とするため、本研究では採用しな
かった。但し、先行研究からツイスト平均法による補正量を見積もることはできる。例え
ば、3×3×3の有限サイズのSi結晶に対してツイスト平均化で見積もった有限サイズ誤差の
補正量は 0.01 eV程度である [141]。マーデルング補正を考慮するとその補正量は 0.22 eV

程度に大きくなるが、その補正量は各光学ギャップ∆
(S)
Ex、∆

(L)
Ex の差 (1.17 eV)よりも十分

に小さいため、仮にツイスト平均法を採用したとしてもスモールコアの光学ギャップ∆
(S)
Ex

がラージコアの光学ギャップ∆
(L)
Ex よりも小さいという結果は変わらない。以上により、ス

モールコアの光学ギャップ∆
(S)
Ex がラージコアの光学ギャップ∆

(L)
Ex よりも小さくなった要

因が有限サイズ誤差にあるとは考えられない。

6.2.6 節固定近似の影響
節固定近似を採用した第一原理量子モンテカルロ法では、その計算値が試行関数の節構

造に本質的に依存しているため [142, 143, 144]、スモールコアの光学ギャップ∆
(S)
Ex がラー

ジコアの光学ギャップ∆
(L)
Ex よりも小さくなった要因が試行関数の節構造にあるのかを検

討する必要がある。
試行関数の節構造を変える方法としては、ハイブリッド汎関数やDFT+U 法において、

交換相関エネルギーEXC[n] の交換部分と相関部分との比を変える方法がある [145, 143]。
NiOについては、+U を利用すると第一原理量子モンテカルロ法によるバンドギャップの
算定値が過大評価され、かつ基底エネルギを最小化させるために+Uを最適化する方策も
知られている [143]。+U を調節することでNiOのバンドギャップが 1 eV程度増加するこ
とが知られている [143]。よって、+Uを使用することで、本研究によるバンドギャップの
算定値も同様に変化するものと考えられる。
試行関数の節構造は擬ポテンシャルにも依存する。コアサイズが異なる擬ポテンシャル

を用いて生成した多体波動関数は次元数 (3N)が異なるため、それらの節構造を直接比較
することはできない。一方、コアサイズが同一の相異なる擬ポテンシャルで生成した多体
波動関数の次元は同一であるためそれらの節構造を比較することができる。この場合は、
用いる擬ポテンシャルによって多体波動関数の節構造が異なることになる。しかしなが
ら、この点については研究が進んでおらず、更に第一原理量子モンテカルロ法で使用でき
るノルム保存型擬ポテンシャルの種類が限られていることから、本研究に顕著な影響を与
えるとは考えられない。
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第7章 結論/総括

本研究では、密度汎関数法のギャップ問題を除外して擬ポテンシャル差異のみに起因し
たギャップ算定値の相違を切り出すために、第一原理量子モンテカルロ法でギャップ算定
を行った。また、セミコアの取り扱いが非自明となる系として、バンドギャップ値等の参
照値が豊富にあり、かつ工業的にも重要なGaNを採用した。
セミコア電子の寄与が予見物性にどう影響するかは、格子定数や体積弾性率といった基

底状態での凝集特性においてさえも自明ではなく、励起状態が関連するギャップ予見にお
いては一層非自明である。従来法である密度汎関数法の範囲では、量子多体相互作用の記
述性限界ゆえに、評価が過小か過大といったレベルでの切り分けさえ困難な状況が未踏と
なっていた。
本研究では、大規模並列計算を駆使して第一原理量子モンテカルロ法を適用すること

で、これまでに未解明であったギャップ値予見に対するセミコア電子の影響を上記のよう
にはじめて解明した。第一原理量子モンテカルロ法では、密度汎関数法におけるギャップ
過小評価の問題が生じないため、ギャップ予見値からギャップ過小評価のバイアスを排除
して、純粋にセミコア電子に起因したバイアスのみを議論することができる。
計算の結果、「ラージコア」の擬ポテンシャルによる予見では、セミコア電子の量子ダ

イナミクス寄与が考慮されない結果、「スモールコア」の擬ポテンシャルによる予見と比
較してギャップ値が 1.18 eV程度過大評価されることが明らかになった。その原因として、
pd混成、コア偏極、電子遮蔽効果、有限サイズ誤差、及び 節固定近似の影響について検
討した。その結果、pd混成や遮蔽効果におけるセミコア寄与の取りこぼし、及び、価電
子数減少により期待される価電子帯のエネルギーシフトは、いずれも、予見を過大評価側
にバイアスし、計算結果を整合的に説明することが明らかになった。

74



付 録A 擬ポテンシャル法

A.1 ノルム保存擬ポテンシャル
ある原子のノルム保存擬ポテンシャルを構成するために、まずその原子の価電子の波動

関数 ψnℓm が満たすべきシュレーディンガー方程式を以下のように書き、(
p̂2

2
+ v̂ (r)

)
|ψnℓm〉 = εnℓ |ψnℓm〉 (A.1)

波動関数 ψnℓmを動径成分と角度成分とに分ける。

ψnℓm (r, θ, ϕ) = 〈rθϕ |ψnℓm〉 = ϕnℓ (r)Y
m
ℓ (θ, ϕ) (A.2)

このとき動径波動関数 ϕnℓ (r)は次の方程式を満たす。[
1

r2
d

dr

(
r2
d

dr

)
+ 2 (εnℓ − v (r))−

ℓ (ℓ+ 1)

r2

]
ϕnℓ (r) = 0 (A.3)

式 (A.1)のポテンシャル v̂ (r)は、原子核と芯電子の各々から価電子が感じる厳密なポ
テンシャルである。このように芯電子を塗りつぶさないで厳密に考慮したポテンシャルを
以下では全電子ポテンシャル v̂ae (r)と呼ぶ。一方、擬ポテンシャルは、芯電子を塗りつぶ
した近似的なポテンシャルであって、以下ではそれを v̂psnℓ (r) と書く。
全電子ポテンシャル v̂ae (r)と擬ポテンシャル v̂psnℓ (r)は、それぞれ式 (A.1)に対応した

以下の方程式を満たす。 (
p̂2

2
+ v̂ae (r)

)
|ψae

nℓm〉 = εaenℓ |ψae
nℓm〉 (A.4)

(
p̂2

2
+ v̂psnℓ (r) + v̂psval,nℓ (r)

)
|ψps

nℓm〉 = εpsnℓ |ψ
ps
nℓm〉 (A.5)

但し、ψae
nℓm は全電子波動関数であり、ψps

nℓm は擬波動関数である。全電子ポテンシャル
v̂ae (r)は、原子核、芯電子、及び他の価電子の全てから作用するポテンシャルであり、

v̂ae (r) = −Z
r
+ v̂core (r) + v̂val (r) (A.6)
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と書ける。但し、−Z
r
は、正の原子核から受けるクーロンポテンシャルである。また、

v̂core (r)は芯電子との相互作用であり、v̂val (r)は他の価電子との相互作用である。この(
−Z

r
+ v̂core (r)

) を一つに塗りつぶしたのが擬ポテンシャル v̂psnℓ (r)である。この塗りつぶ
しによって価電子間の相互作用が全電子計算のときと変わるため、その変化分 v̂psval,nℓ が
式 (A.5)に含まれることになる。式 (A.2)に倣って全電子波動関数と擬波動関数を変数分
離すると

ψae
nℓm (r, θ, ϕ) = ϕae

nℓ (r)Y
m
ℓ (θ, ϕ) (A.7)

ψps
nℓm (r, θ, ϕ) = ϕps

nℓ (r)Y
m
ℓ (θ, ϕ) (A.8)

となり、式 (A.3)に呼応してそれぞれ次の式を満たす。[
1

r2
d

dr

(
r2
d

dr

)
+ 2 (εaenℓ − vae (r))−

ℓ (ℓ+ 1)

r2

]
ϕae
nℓ (r) = 0 (A.9)

[
1

r2
d

dr

(
r2
d

dr

)
+ 2

(
εpsnℓ − v̂

ps
nℓ (r)− v

ps
val,nℓ (r)

)
− ℓ (ℓ+ 1)

r2

]
ϕps
nℓ (r) = 0 (A.10)

ノルム保存擬ポテンシャルでは、擬波動関数 ϕps
nℓ (r) が以下の条件 (a)～(d)を満たすよ

うな擬ポテンシャル v̂psnℓ (r) を作る [94]。

(a) εpsnℓ = εaenℓ

(b) rc > rで ϕps
nℓはノードレス

(c) rc < rで ϕps
nℓ (r) = ϕae

nℓ (r)

(d)
∫
r<rc
|ϕps

nℓ (r) |2r2dr =
∫
r<rc
|ϕae

nℓ (r) |2r2dr

条件 (a)は、全電子計算で得た原子のエネルギー準位 εaenℓ と擬ポテンシャル計算で得た
当該原子のエネルギー準位 εpsnℓ とが等しいという自明の条件である。
条件 (b)は、カットオフ半径 rcよりも内側の領域において擬波動関数 ϕps

nℓ (r) に節がな
いという条件である。原子核の近傍では真の波動関数は激しく振動するが、この条件によ
り擬波動関数 ϕps

nℓ (r) の振動が抑えられる。そのため、擬波動関数を展開するための平面
波数を抑制でき、計算コストを低減することができる。
条件 (c)は、カットオフ半径 rc以遠の領域で擬波動関数ϕps

nℓ (r)が真の波動関数に一致す
るという条件である。元来、擬ポテンシャルは、原子核から十分に離れたところで価電子
の擬波動関数が真の波動関数に一致するように構成されるため、この条件も自明である。
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条件 (d)は、ノルム保存の条件であって r > rcから同じに見えるように、領域 r < rcに
含まれる電荷数が同じになるように構成するという条件である。また、

−2π
[
(rϕps

nℓ (r))
2 d

dε

(
d

dr
lnϕps

nℓ (r)

)]
r=rc

= 4π

∫ rc

0

|ϕps
nℓ (r) |

2dr (A.11)

という式で現れる対数微分が散乱の位相シフトを与えるため、式 (A.11)の条件によって、
r < rcでの内殻による散乱が実効的に正しく書けていることが保証される。
ノルム保存型の擬ポテンシャルは次のように構成される。まず、式 (A.9)の全電子計算

を行うことにより全電子波動関数の動径部分 ϕae
nℓ (r) を求める。次いで、前述の条件 (a)～

(d)を満たすように、ϕae
nℓ (r)から ϕps

nℓ (r)を構成する。その構成方法には幾つかの方法があ
る。代表的なものに、Troullier-Martinsスキームがある [146]。このスキームでは、r < rc
において

ϕps
nℓ (r) = rℓ+1 · exp

[
6∑

k=0

ck · r2k
]

(A.12)

とし、結合定数 ckを、コア外側への全電子波動関数への接続条件やノルム保存条件から
求める。このようにして ϕps

nℓ (r) を構築できれば、式 (A.10)を変形した

vpsnℓ (r) = εnℓ −
ℓ (ℓ+ 1)

2r2
+

1

2ϕps
nℓ (r)

· d
2

dr2
ϕps
nℓ (r)− v

ps
val,nℓ (r) (A.13)

から擬ポテンシャル vpsnℓ (r)が求まる。式 (A.13)では最後に vpsval,nℓ (r) を減じているが、こ
れは他の価電子による遮蔽を取り除くことと等価であり、アンスクリーニングと呼ばれ
る。他の電子による遮蔽は原子が置かれている環境により異なるため、それをアンスク
リーニングにより除去することで、転用可能性の高い擬ポテンシャルが得られる。なお、
vpsval,nℓ (r)はハートリー項 vH (r)と交換相関ポテンシャル vXC (r)との和に等しい [147]。
以上により軌道角運動量 ℓの価電子の擬ポテンシャル vpsnℓ (r) を構成できた。これを全

ての軌道角運動量 ℓについてまとめて書くことでノルム保存擬ポテンシャル

v̂NC (r) =
∞∑
ℓ=0

vℓ (r) |ℓ〉 〈ℓ| (A.14)

が得られる。ℓ = ℓ′の項を和記号の外に出すと

v̂NC (r) = v̂ℓ′ (r) +
∞∑
ℓ=0

(vℓ (r)− vℓ′ (r)) |ℓ〉 〈ℓ|

= v̂ionloc (r) + v̂nl (r) (A.15)

が得られる。

v̂ionloc (r) := v̂ℓ′ (r) (A.16)
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を局所部分と言い、

v̂nl (r) :=
∞∑
ℓ=0

(vℓ (r)− vℓ′ (r)) |ℓ〉 〈ℓ| (A.17)

を非局所部分と言う。擬ポテンシャルのどの角運動量成分を局所部分とするかは人為的に
行われるが、この操作を局所・非局所部分分割の選択という。

A.2 ウルトラソフト擬ポテンシャル
ウルトラソフト擬ポテンシャルを構成するためには、まず式 (A.4)を変形して(

p̂2

2
+ v̂ae − εaei

)
|ψae

i 〉 = 0 (A.18)

と書く。但し、添字が煩雑になるのを避けるため i = nℓmとした。ウルトラソフト擬ポ
テンシャルでは、r > rloc の領域で

vloc (r) = vae (r) , r > rloc (A.19)

となるような局所ポテンシャル vloc (r) を任意に定めておく。また、擬波動関数 ψps
i を、

r > rclの領域で

ψps
i (r) = ψae

i (r) , r > rcl (A.20)

となり、かつ r < rclの領域では節を持たないように適当に定める。更に、新たな関数 χi

を

|χi〉 =
(
εaei −

p̂2

2
− v̂loc

)
|ψps

i 〉 (A.21)

と定義する。式 (A.18)により、関数 χiは、r > R = max
(
rloc, rcl

) の領域でゼロとなる
局在した関数となる。このとき、擬波動関数は以下の方程式を満たす。(

p̂2

2
+ v̂loc + v̂′NL

)
|ψps

i 〉 = εaei |ψ
ps
i 〉 (A.22)

但し、v̂′NLは次式で定義される非局所擬ポテンシャルであり、

v̂′NL =
∑
i,j

Bij |βi〉 〈βj| (A.23)

Bijと |βi〉はそれぞれ次式で定義される。

Bij = 〈ψps
i |χj〉 , |βi〉 =

∑
j

(
B−1

)
ji
|χj〉 (A.24)
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ウルトラソフト擬ポテンシャルではノルム保存条件を課さないため、内核領域 r < rcl
における電荷密度は

Qij (r) = ψae
i (r)∗ ψae

j (r)− ψps
i (r)∗ ψps

j (r) (A.25)

だけ不足する。また、内核領域における電荷量も

qij =

∫
r<rcl

Qij (r) dr (A.26)

だけ不足する。但し、演算子 Ŝを次式で定義すると、

Ŝ = 1 +
∑
i,j

qij |βi〉 〈βj| (A.27)

次の一般化した規格化条件が満たされる。〈
ψps
i

∣∣∣ Ŝ ∣∣∣ψps
j

〉
rcl

:=

∫
r<rcl

ψps
i (r)∗ S (r)ψps

j (r) dr

=

∫
r<rcl

ψae
i (r)∗ ψae

j (r) dr

=:
〈
ψae
i

∣∣ψae
j

〉
rcl

(A.28)

ここで、〈ψps
i |βj〉 = δij となることに注意すると、

|ψae
p (r) |2 = |ψps

p (r) |2 + |ψae
p (r) |2 − |ψps

p (r) |2

= |ψps
p (r) |2 +

∑
i,j

Qij (r) δpiδjp

= |ψps
p (r) |2 +

∑
i,j

Qij (r)
〈
ψps
p

∣∣ βi〉 〈βj ∣∣ψps
p

〉
(A.29)

となり、価電子の電子密度 nv (r)は、価電子の個数をNvとして

nv (r) =
Nv∑
p=1

|ψae
p (r) |2

=
Nv∑
p=1

[
|ψps

p (r) |2 +
∑
i,j

Qij (r)
〈
ψps
p

∣∣ βi〉 〈βj ∣∣ψps
p

〉]
(A.30)
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となる。これを積分すれば、∫
nv (r) dr =

Nv∑
p=1

[∫
|ψps

p (r) |2dr +
∑
i,j

∫
Qij (r)

〈
ψps
p

∣∣ βi〉 〈βj ∣∣ψps
p

〉
dr

]

=
Nv∑

p,q=1

δpq

[〈
ψps
p

∣∣ψps
q

〉
+
∑
i,j

qij
〈
ψps
p

∣∣ βi〉 〈βj ∣∣ψps
q

〉]

=
Nv∑

p,q=1

δpq

〈
ψps
p

∣∣∣ Ŝ ∣∣∣ψps
q

〉
=

Nv∑
p,q=1

δpqδpq

= Nv (A.31)

が得られる。
一方、Dij = Bij + εaei Qij として擬ポテンシャルの非局所部分 v̂NLを

v̂NL =
∑
i,j

Dij |βi〉 〈βj| (A.32)

で定義し直すと、擬ポテンシャル ψps
i は次の一般化した固有値方程式を満たす。(

p̂2

2
+ v̂loc + v̂NL

)
|ψps

i 〉 = εaei Ŝ |ψ
ps
i 〉 (A.33)

最後に、ノルム保存型擬ポテンシャルの場合と同様に以下のようにDijと vlocをアンスク
リーニングし、

D0
ij := Dij −

∫
Qij (r) vloc (r) dr, (A.34)

vionloc (r) := vloc (r
′)−

∫ (
nv (r

′)

|r − r′|
− vXC (r)

)
dr′ (A.35)

ウルトラソフト擬ポテンシャル

v̂US = v̂ionloc +
∑
ij

D0
ij |βi〉 〈βj| (A.36)

を得る。

A.3 Projector Augmented Wave法
PAW法では、まず以下のKohn-Sham方程式を考える。
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Ĥks |ψae
n 〉 = εn |ψae

n 〉 (n = 1, 2, · · · , N) (A.37)

但し、

Ĥks =
p2

2
+ v̂eff (A.38)

である。また、v̂eff には擬ポテンシャルは含まれておらず、|ψae
n 〉は全電子計算で得られる

Kohn-Sham軌道である。|ψae
n 〉は原子核近傍で激しく変化するため数値的に取り扱うのが

難しい。そこで、滑らかな擬波動関数 |ψ̃n〉を考え、これを真の波動関数 |ψae
n 〉 に移す変換

T̂ を考える。

|ψae
n 〉 = T̂ |ψ̃n〉 (A.39)

このような変換 T が見つかると、Kohn-Sham方程式 (A.37)は

T̂ †ĤksT̂ |ψ̃n〉 = εnT̂ †T̂ |ψ̃n〉 (A.40)

となる。このような方策によれば、Kohn-Sham方程式 (A.38) を解く代わりに式 (A.40)

を解き、これにより得られた |ψ̃n〉 から式 (A.39)により全電子状態 |ψae
n 〉 を得ることがで

きる。
変換T は、原子核から離れた領域では恒等変換に等しくなるようにすればよい。そこで、

T̂ = 1 +
∑
R

T̂R (A.41)

とする。但し、Rは個々の原子に付けられたラベルである。また、T̂Rは、R番目の原子を
中心とした補正領域ΩR内のみで非ゼロであり、それよりも外側の領域ではゼロとなる演
算子である。変換 T をこの形にすることで、|ψae

n 〉と |ψ̃n〉は補正領域ΩRの外側では一致
する。補正領域ΩRは、擬ポテンシャル法におけるコア領域に相当する。変換 T̂Rは、補
正領域ΩR内で

|ϕi〉 =
(
1 + T̂R

)
|ϕ̃i〉 (A.42)

が成立するように作られる。但し、ϕ̃iは、各コア軌道と直交し、補正領域ΩR内で完全系
をなす関数である。また、ϕiは補正領域ΩR内における真の波動関数である。以下では、
ϕ̃iを擬部分波と呼び、ϕiを全電子部分波と呼ぶ。全電子部分波 ϕiとしては、孤立原子の
シュレーディンガー方程式の動径成分を採用するのが自然である。また、擬部分波 ϕ̃iは、
補正領域ΩRの外側で全電子部分波 ϕiに一致するようにとる。擬部分波 ϕ̃iは補正領域ΩR

内で完全系をなすから、補正領域ΩR内で任意の擬波動関数 ψ̃を

|ψ̃n〉 =
∑
i

ci |ϕ̃i〉 (A.43)
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と展開できる。式 (A.39)により T̂ は |ψ̃n〉 について線型であるから、|ψ̃n〉 と同じヒルベ
ルト空間に属するある状態 |p̃i〉が存在し、

ci = 〈p̃i|ϕ̃i〉 (A.44)

となる。以下ではこの関数 〈p̃i| のことを射影関数と呼ぶ。なお、式 (A.43)の両辺に 〈p̃j|
をかけると

〈p̃j|ψ̃n〉 = cj =
∑
i

ci 〈p̃j|ϕ̃i〉 (A.45)

であるから、〈p̃j|ϕ̃i〉 = δijとなる。
一方、|ϕi〉 = T̂ |ϕ̃i〉 であるから、|ψ̃n〉 に対応した |ψae

n 〉は補正領域ΩR内で

|ψae
n 〉 = T̂ |ψ̃n〉 =

∑
i

ci |ϕi〉 (A.46)

となる。したがって、

|ψae
n 〉 = |ψ̃n〉+

∑
i

ci |ϕi〉 −
∑
i

ci |ϕ̃i〉

= |ψ̃n〉+
∑
i

(
|ϕi〉 − |ϕ̃i〉

)
〈p̃i|ψ̃n〉

=

{
1 +

∑
i

(
|ϕi〉 − |ϕ̃i〉

)
〈p̃i|

}
|ψ̃n〉 (A.47)

となるから、変換 T̂ を

T̂ = 1 +
∑
i

(
|ϕi〉 − |ϕ̃i〉

)
〈p̃i| (A.48)

と定まる。
以上により、まず式 (A.40)の解 ψ̃n (r) = 〈r|ψ̃n〉 を求めておき、それを式 (A.47)に代

入することで、全電子Kohn-Sham軌道 ψae
n (r) = 〈r|ψae

n 〉が

ψae
n (r) = ψ̃n (r) +

∑
i

(
ϕi (r)− ϕ̃i (r)

)
〈p̃i|ψ̃n〉 (A.49)

から得ることができる。
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付 録B 密度汎関数法におけるギャップ
問題

ギャップ問題 [35]は、Kohn-Sham方程式から得られるKSギャップ εKSが実験値より過
小評価してしまう問題である。式 (6.1)に示したように、N 電子系のKSギャップ εKS は
次式で定義される。

εKS = εN+1(N)− εN(N) (B.1)

一方、実際の準粒子ギャップ∆QPは、式 (2.15)に示したように、以下のように表される。
∆QP = EN+1

0 + EN−1
0 − 2EN

0 (B.2)

但し、EN
0 はN 電子系の基底エネルギーである。ここで、Koopmansの定理 [148]により

EN
0 − EN−1

0 =

∫ 1

0

εN(N − 1 + x)dx = εN(N) (B.3)

となるため、
∆QP = εN+1(N + 1)− εN(N)

= εN+1(N)− εN(N) + εN+1(N + 1)− εN+1(N)

= εKS +∆ (B.4)

となる。ただし、
∆ = εN+1(N + 1)− εN+1(N) (B.5)

とおいた。KSギャップ εKSは、このように実際の準粒子ギャップ∆QP と∆だけ異なった
値となる。これを密度汎関数法におけるギャップ問題という。∆は、N電子系に電子を一
つ加えることにより (N + 1)番目の軌道準位がどの程度変化するのかを表す。この∆は
以下のように表されることが知られている [149, 150]。

∆ =
∂EXC

∂N

∣∣∣∣
N+δ

− ∂EXC

∂N

∣∣∣∣
N−δ

(B.6)

一般に∆ > 0であることが予想されており [149]、この予想が正しければ一般の絶縁体や
半導体でKSギャップ εKSは実際のギャップ値Egよりも∆だけ小さくなる。実際、種々の
半導体においてこのことが確かめられている。
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ABINIT: First-principles approach to material and nanosystem properties. Comput.

Phys. Commun., 180(12):2582–2615, 2009.

[71] Qiming Sun, Timothy C Berkelbach, Nick S Blunt, George H Booth, Sheng Guo,

Zhendong Li, Junzi Liu, James D McClain, Elvira R Sayfutyarova, Sandeep Sharma,

et al. PySCF: the Python-based simulations of chemistry framework. Wiley Inter-

discip. Rev.: Comput. Mol. Sci., 8(1):e1340, 2018.

[72] Fabien Tran and Peter Blaha. Accurate band gaps of semiconductors and insulators

with a semilocal exchange-correlation potential. Phys. Rev. Lett., 102(22):226401,

2009.

[73] 小口多美夫. バンド理論: 物質科学の基礎として. 材料学シリーズ / 堂山昌男,小川
恵一,北田正弘監修. 内田老鶴圃, 1999.

[74] 高田康民. 多体問題特論: 第一原理からの多電子問題. 朝倉物理学大系. 朝倉書店,

2009.

[75] Llewellyn H Thomas. The calculation of atomic fields. In Mathematical proceed-

ings of the Cambridge philosophical society, volume 23, pages 542–548. Cambridge

University Press, 1927.

[76] Enrico Fermi. Statistical method to determine some properties of atoms. Rend.

Accad. Naz. Lincei, 6(602-607):5, 1927.

[77] 常田貴夫. 密度汎関数法の基礎. 講談社, 2012.

[78] Marcus Elstner, Pavel Hobza, Thomas Frauenheim, Sándor Suhai, and Efthimios

Kaxiras. Hydrogen bonding and stacking interactions of nucleic acid base pairs:

A density-functional-theory based treatment. J. Chem. Phys., 114(12):5149–5155,

2001.

91



[79] Vladimir I Anisimov, Jan Zaanen, and Ole K Andersen. Band theory and Mott

insulators: Hubbard U instead of Stoner I . Phys. Rev. B, 44(3):943, 1991.

[80] Tosio Kato. On the eigenfunctions of many-particle systems in quantum mechanics.

Commun. Pure Appl., 10(2):151–177, 1957.

[81] CJ Umrigar, MP Nightingale, and KJ Runge. A diffusion Monte Carlo algorithm

with very small time-step errors. J. Chem. Phys., 99(4):2865–2890, 1993.

[82] David Ceperley, MH Kalos, and Joel L Lebowitz. Computer simulation of the static

and dynamic properties of a polymer chain. Macromolecules, 14(5):1472–1479, 1981.

[83] Peter J Reynolds, David M Ceperley, Berni J Alder, and William A Lester Jr. Fixed

‐node quantum Monte Carlo for molecules. J. Chem. Phys., 77(11):5593–5603, 1982.

[84] AJ Williamson, Randolph Q Hood, RJ Needs, and G Rajagopal. Diffusion quantum

Monte Carlo calculations of the excited states of silicon. Phys. Rev. B, 57(19):12140,

1998.

[85] Mark Fox. Optical Properties of Solids. Oxford University Press, 2010.

[86] WMC Foulkes, Randolph Q Hood, and RJ Needs. Symmetry constraints and vari-

ational principles in diffusion quantum Monte Carlo calculations of excited-state

energies. Phys. Rev. B, 60(7):4558, 1999.

[87] Richard Needs, Mike Towler, Neil Drummond, and Pablo López Rıos. CASINO
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[111] Peter Schröer, Peter Krüger, and Johannes Pollmann. Ab initio calculations of

the electronic structure of the wurtzite compounds CdS and CdSe. Phys. Rev. B,

48(24):18264, 1993.
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