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離散時間論理�������の完全性の証明をめぐって

米森　裕典 ��������

北陸先端科学技術大学院大学 情報科学研究科

����年 �月 �日
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様相論理とはアリストテレスにより体系的な研究が始めらた。日常的な思考の中に現れる
推論には多くの場合、その推論が行われる状況や時間の前後関係などの様々な因子を含ん
でいる。このような推論は命題論理では十分に説明することができない。よって日常的な
推論を扱うために「必然」「可能」といった様相概念を表す演算子を導入した。これによ
り命題論理の表現力を増し、この表現力を増した論理が様相論理と呼ばれる。
様相論理には様相演算子に様々な解釈を与えることで様相論理に類似した論理体系を得
ることができる。例えば手続き型プログラム言語の仕様や記述、プログラムの正当性の
検証などに用いられる動的論理、「必然」を「知っている」と解釈した知識と信念の論理、
法律に関連した文の論理的分析に使われる義務論理などがある。時間論理は「必然」を
「いつも」、「可能」を「ある時点」と解釈し、言語学やプログラムの正当性の検証や人工
知能学などについても広く応用されている。
時間論理には時間の流れが数直線であると考える線形時間論理、時間の流れが分岐する
点が存在すると考える分岐時間論理がある。さらにそれぞれの論理に離散時間論理、有理
数時間論理、実数時間論理などがある。本研究では���������によって与えられた線形時
間論理に対する離散時間論理�����の完全性について取り扱う。
離散時間論理とは線形時間論理に過去、未来に連続的である��、�� と過去、未来に離
散的である��、�� の �つの公理を付け加えた論理のことである。この論理は整数フレー
ム ��� ��によって決定されるのは知られている。
���������がアウトラインを述べた完全性の証明の手法は最初と最後のクラスタ�到達可
能関係により定まる同値類�が非退化クラスタ、それ以外のクラスタが退化クラスタであ
るようなクラスタの特別な列からなるフレームである「ダンベル」を考える。そして次の
結果を示す。

定理 �

フレーム�がダンベルならば�は ��� ��の 	
モルフィズムである。
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定理 �と 	
モルフィズムの性質より ��� �� �� �ならば�はすべてのダンベルで恒真と
なる。よって論理 �が ��� ��に関して完全であることを示すには、ダンベルのクラスに
関して完全であることを示せば十分である。
以上が���������による離散時間論理に対する完全性の証明の概略であるが、本研究で
定理 �が成り立たないこと、さらにダンベル�では公理 ��、�� が成り立たないことを
指摘した。さらに、この２つのギャップを修正するために��������が導入したクラスタ
付値 � � ���� �
�を用いることにより、離散時間論理の完全性を示すことができることを
明らかにした。
�はフレーム�におけるクラスタの集合から ��� 	����� 	�への写像で、�は�� ���、

	は !�"��を意味する。もしクラスタ
が退化クラスタであるならば �
 � �����と表す。
以下で用いるフレームはクラスタ
���������を持つ � � ����� ��とする。ここですべ
ての論理式、任意の �、� � �に対し

������ ��� � �� � � ��� � � �� � � �� � �����

������ ��� � �� � � ��� � � �� � � �� � �����

とする。付値 � がモデル� � ����� �� ��に対し、すべてのクラスタ
に対して次の条件
が成り立つとき � を�
����と呼ぶ。

�� 	�に対して � �� ��のような � � ������に対して
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 � 	 ならば 
 
������ ��� �� �

�� 	�に対して � �� ��のような � � ������に対して
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次にクラスタ
���������をもつフレーム「����
ダンベル��」を考える。

�� 最初のクラスタ
�と最後のクラスタ
�は非退化クラスタとし、クラスタ
���������

��
� � �、�

� � �をもつ。

�� その他すべてのクラスタは退化クラスタであるする。つまりクラスタ
���������

�

 �    � 
��� � �����をもつ。

�� � �� �すなわち
� �� 
�ならばクラスタ
��������� ��
� � 	かつ �

� � 	をもつ。

付値 � が�
����であることを用いれば ��� ��と ����
ダンベル��との間には次の関係
がある。

補助定理 �

論理式�が ��� ��において成り立つならば�は付値 � が�
����の下ですべての ����


ダンベル�� � ����� �� ��で成り立つ。
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離散時間論理の完全性を示すには補助定理�より ����
ダンベルのクラスに関して完全で
あることを示せばよい。つまり論理�で証明できない任意の論理式�に対し、ある ����


ダンベル��が存在し、そのダンベルで�が偽であることを示す。この結果、ある � � �

に対し

�� ���� �

が成り立つ。補助定理 �よりある � � �

��� �� ���� �

となり離散時間論理の完全性が示される。さらに有限なフレーム「����
ダンベル」で偽
になるモデルを見つけたので有限モデル性も示される。すなわち次の結果が得られる。

定理 �

�は ��� ��によって特徴付けられ、有限モデル性より決定可能となる。
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