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� はじめに

��� 背景

様相論理とはアリストテレスにより体系的な研究が始めらた。日常的な思考の中に現れ
る推論には多くの場合、その推論が行われる状況や時間の前後関係などの様々な因子を含
んでいる。このような推論は命題論理では十分に説明することができない。よって日常的
な推論を扱うために「必然」「可能」といった様相概念を表す演算子を導入した。これに
より、命題論理の表現力を増し、この表現力を増した論理のことを様相論理と呼ぶ。
様相論理には様相演算子に様々な解釈を与えることで様相論理に類似した論理体系を

得ることができる。例えば手続き型プログラム言語の仕様や記述、プログラムの正当性
の検証などに用いられる動的論理、「必然」を「知っている」と解釈した知識と信念の論
理、法律に関連した文の論理的分析に使われる義務論理などがある。時間論理は「必然」
を「いつも」、「可能」を「ある時点」と解釈し、言語学やプログラムの正当性の検証や人
工知能学などについても広く応用されている。
時間論理には時間の流れが数直線であると考える線形時間論理、時間の流れが分岐する

点が存在すると考える分岐時間論理がある。さらにそれぞれの論理に離散時間論理、有理
数時間論理、実数時間論理などがある。本研究では������������によって与えられた線形
時間論理に対する離散時間論理�������の完全性について取り扱う。

��� 本研究の目的

時間論理は様相論理の一種で、様相演算子を時間的な意味で解釈することに限定したも
のと考えることができる。人工知能やソフトウェア科学におけるプログラミングの正当性
の検証、並列プログラムの動作の記述にも応用されている。
離散時間論理とは線形時間論理に過去、未来に連続的である��、�� と過去、未来に

離散的である ��、�� の �つの公理を付け加えた論理のことである。この論理は整数フ
レーム  � �!によって決定されるのは知られている。

���������による離散時間論理の完全性の証明の手法 ���は同値類の集まりであるクラス
タの概念を導入し完全性を示したが、その証明には問題点が �つ存在した。�つ目は  � �!

からダンベル�への ��モルフィズムが存在しないこと。�つ目はダンベル�で公理��、
�� が恒真でないこと。よって本研究では�"���#����によって用いられたクラスタ付値を
用いて、その問題点を解決し、離散時間論理の完全性を示すことが目的である。

�



� 様相論理

��� シンタクス

様相論理のシンタクスについて定義するために$% $�&'��%�'� (��)!を用いる。*を
原始論理式の可算集合とする。*から生成された論理式全体の集合を��� *!と表し、そ
のメンバーは	、	�、
などで表される。さらに様相演算を記号�を用いて表す。シン
タクスは

原始論理式 � � � *

論理式 � 	 � ��� *!

	 ��+ ����	� � 	���	

となる。ただし �	は	 � �、�	は ���	の省略形とする。

��� 様相論理に対するセマンティクス

様相論理のセマンティクスについて述べる。本研究ではクリプキフレームにより定める。

定義 ��� クリプキフレーム
空でない集合を �と �上の二項関係の対  �� !を様相論理に対するクリプキフレーム
とする。ここで �は空でない集合、は �の二項関係とする。ここで �およびをそれ
ぞれクリプキモデルの可能世界と到達可能関係という。

定義 ��� クリプキモデル
 �� !をフレームとする。また � を命題変数 �に対して �  �! � �となるような写像とす
る。このとき � をフレーム  �� !の付値という。そして、この三つ組  �� � � !をクリプ
キモデルという。与えられたクリプキモデルに対し、�の要素と論理式の二項関係を次の
ように帰納的に定義する。

�� � �+� � � � � �  �!

�� � �+� 	 � 
 � � �+� 	ならば� �+� 


�� � �+� �	 � ��となるすべての �に対し� �+� 	

�� � �+� �	 � ��となるある �に対し� �+� 	

�	と�	の例をそれぞれ図 �、�に示す。

� �+� 	であるとき「可能世界 �で	は真である」という。また� �+� 	でないことを
「� ��+� 	」と表す場合もある。関係 �+は付値� から一意的に定まるため、� と �+を同一
視し、�+を付値と呼ぶこともある。また、 �� � �+!をクリプキモデルと呼ぶ場合もある。

�



図 �� �+� �	の例

図 �� �+� �	の例

定義 ��� 恒真な論理式
フレーム  �� !上の任意の付値 �+と �の任意の要素 �に対して

� �+� 	

となるとき、論理式 ,はフレーム  �� !で恒真であるという。また、クリプキモデル
 �� � �+!において、ある � � �に対して

� ��+� 	

となるとき  �� � �+!で論理式	は偽であるという。また、ある付値 �+に対し論理式	が
 �� � �+!で偽であるとき、論理式	はフレーム  �� � �+!で偽であるという。

��� 論理と様相論理

原始論理式の集合*に基づいた言語が与えられれば、論理は

	 -はすべてのトートロジーを含む

	 -はモーダスポネンス

	� 	� 
 � - ならば 
 � -

の下に閉じている。

�



の二つの条件を満たす任意の集合- � ��� *!として定義される。与えられた論理-に
属する論理式は -の定理と呼ばれ、
� 	は 	が -の定理であることを意味する。すな
わち


� 	 � 	 � -

ということになる。
次に、もし論理-が公理

� � � 	 � 
!�  �	 � �
!

を含み、必然化の規則


� 	 ならば 
� �	

を満たすならば論理-は正規であるという。正規論理において


�  	� � � � � � 	�!� 


ならば


�  �	� � � � � ��	�!� �


となることが導かれる。

��� 健全性と完全性

定義 ��� 健全性
� をフレームまたはモデルのクラスとする。-が � に関して健全であるとは、すべての
論理式	に対して


� 	 ならば � �+ 	

が成り立つことである。

定義 ��� 完全性
-が�に関して完全であるとは、すべての論理式	に対して

� �+ 	 ならば 
� 	

が成り立つことである。

-が�に関して健全かつ完全であるならば、-は�によって決定されるという。

�



� 離散時間論理の完全性に対する準備

��� 時間論理

時間論理は様相論理の体系に加えて二つの様相演算子 �� �、�� �をもつ。フレームを  �� !

において、�� �、�� �は
� �+� �� �	 �. �� ならばすべての �で � �+� 	

� �+� �� �	 �. �� ならばすべての �で � �+� 	

と解釈される。ここでは � � � とし、�を

�� �	 � 	 � �� �	

の省略形とすると、�は「いつも」を意味することになる。�� �	は図 �に示すように��/

の未来でいつも	、�� �は図 �に示すように��/の過去でいつも	である。ここで ��/は
現在を表す。

図 �� �� �	の例

図 �� �� �	の例

さらに時間論理��は �つの公理

�� � 	� �� ��� �	

�� � 	� �� ��� �	

�� � �� �	� �� ��� �	

�� � �� �	� �� ��� �	

�



を含む �� �と �� �の言語における標準論理であると定義される。��、�� はそれぞれ未来、
過去に対称的であることを意味し、また ��、�� はそれぞれ未来、過去に推移的であるこ
とを意味する。また �� �、�� �の双対的な演算子 �� �、�� �を��� ��、��� ��として導入す
ればそのとき

� �+� �� �	 � �� となるある �で � �+� 	

� �+� �� �	 � �� となるある �で � �+� 	

と解釈される。�� �	は図 �に示すように ��/の未来のある時点で	、�� �	は図 �に示
すように ��/の過去のある時点で	である。

図 �� �� �	の例

図 �� �� �	の例

�	を ���	の省略形とすると、�	は

�� �	 � 	 � �� �	

と同値になる。

��� 線形時間論理

時間論理には時間の流れが一直線であると考える線形時間論理と時間の流れには分岐
する点が存在すると考える分岐時間論理がある。時間構造が線形のものについては線形時
間論理を用いる。
線形時間論理とは最小時間論理��と二つの公理

�	 � �� ��� �	

�	 � �� ��� �	

	



を含む任意の様相論理であり、線形であることを示す。時間の流れが分岐している図 	を
考える。

図 	� 分岐時間論理のモデル

�+� �	と公理より

�+� �� ��� �	

となる。しかし分岐時間モデルなので ��+�� 	より

��+� �� �	

となり、よって

��+� �� ��� �	

となり矛盾が生じる。よってこれらの二つの公理は線形をもつ。

��� 離散時間論理

���������により完全性を与えられた線形時間論理には離散時間論理�������、有理数
時間論理���0��、実数時間論理���0#などがある。本研究では離散時間論理�������（以






下では体系�とする）の完全性を扱う。
次の �つの公理を線形時間論理に加えた体系�を

�� � �� ��

�� � �� ��

�� � �� � �� �	� 	!�  �� ��� �	� �� �	!

�� � �� � �� �	� 	!�  �� ��� �	� �� �	!

離散的時間論理と定義する。ここで自然数フレーム  �� �!とし � � �に対し

�+� ��

と仮定すれば

��+� �� �	� �� � � � 1 �+� �!

となる。しかし � + �と取れば

� � �

となる �が存在しない。よって矛盾し、�� は過去に始まりをもたないことを示す。同様
の議論で�� は未来に終わりをもたないことを示す。

命題 ���

��、�� はそれぞれ未来、過去に離散的であることを示す。

証明
整数フレーム  � �!とし � � �に対し

� �+� ��+ ��

とする。

���+ �� � �� �	� 	!�  �� ��� �	� �� �	!

� � �+ �� � �� �	� 	!かつ� ��+�  �� ��� �	� �� �	!

� � �  �! � � �  �!

 �!より

� �+� �� �	ならば� �+� 	 � � �  �!

 �!より

� �+�� �� �	かつ� ��+� �� �	 � � �  �!

�



� � ��なので  �!より � � �� � ��となるある ��で

� ��+�� 	

となる。よって  �!より

� ��+�� �� �	

となる。同様に �� � �� � ��となるある ��で

� ��+�� �� �	

これを繰り返すとある ��、��、��、� � � �� � � � に対し

� � �� � �� � �� � � � � � �� � ���� � � � � � ��

となり、�と ��の間に無限に点が存在することになり矛盾する。

��� カノニカル・モデル

� +  �� � � !を論理-のモデルとする。集合

2� + �	 � ��� *! � � �+� 	�

を各 � � �に関連付ける。そのとき-�は-��������#��である。
さらに集合 2 �  *!は

	 2が-��������#��である。

	 任意の	 � ��� *!に対して	 � 2か �	 � 2のどちらかである。

ならば-�)�3�)��であるよう定義される。
ここで正規論理-のカノニカルモデルを

�� +  ��� �� � �!

とし、ここで

�� + �� � ��� *! � �は-�)�3�)���

���� �	 � ��� *! � �	 � �� � �

� � �! + �� � �� � � � ��

とする。

定理 ��� ����#���')の定理
論理式 2のすべての-��������#��な集合は-�)�3�)��に含まれる。

��



証明
*が可算なものと仮定れば、��� *!

	�� 	�� � � � � 	�� � � �

は数えられる。

4� + 2

4��� +

�
4� � �	��� -��������#��

4� � ��	��� その他

と置く。そのとき

4 +
�
�4� � � � ��

となる。

命題 ���


� � すべての � � ��に対して	 � �

証明
�
�と仮定すれば、�	が-��������#��となる。定理 ���より�	 � �となる � � ��が存在
する。よって	 �� �となる。

定理 ���

任意の � � ��、任意の
 � ��� *!に対して

�
 � � � すべての � � ��に対して ���ならば
 � �

が成り立つ。

証明
�
 �� �と仮定し、
 �� �となる � � ��を導く。まず

2 + �	 � ��� *! � �	 � ��

とする。もし 2 � �
が-��������#��でないならば


� 	� � � � � � 	� � �
 � �

となる論理式	�� � � � � 	� � 2が存在する。よって


� 	� � � � � � 	� � 


となる。-が正規論理なので


� �	� � � � � ��	� � �


となる。しかし�	� � � � � ��	� � �より�
 � �となる。これは仮定に反している。定
理 ���より 2 � �
 � �となる � � ��が存在する。2 � �より ���、そして�
 � �5より

 �� �となる。

��



補助定理 ��� 任意の	 � ��� *!、任意の � � ��に対して

�� �+� 	 � 	 � �

が成り立つ

命題 ��� すべての論理式	に対して

�� �+� 	 � 
� 	

が成り立つ。

��� 部分モデル

� +  �� � � !と � � �とすれば �によって生成される6の部分モデルは

� � +  ��� �� � �!

である。ここで ��、�、� �はそれぞれ

�� + �� � � � ���� ただし� +
�
���

�!

� +  �  ��  ��!

� � �! + �  �! � ��

とする。このとき構造 � � +  ��� �!は �によって生成された � +  �� !の部分フレーム
である。

補助定理 ��� 部分モデルの補助定理
任意の	 � ��� *!および任意の � � ��に対して

� � �+� 	 � � �+� 	

が成り立つ。

証明
式の構成に関する帰納法を用いる。
 $��# 7��#!

� �の定義より

� � �+� �� � �+� �

となる。
 8��'����� 9�#�!

��



	の一番外側の論理記号が�の時は容易なので略す。論理式	を �� �
とする。
 �!

� � �+� �� �
と仮定する。

� �� ��� ならば � � �+� 


今、��とする。 ��� �!は  �� !の部分フレームであるから

� � � �

となり

���

が成り立つ。故に

� � �+�
� 


帰納法の仮定より

� �+� 


となる。よって

� �� �� ならば � �+� 


� � �+� �� �


 �!

� �+� �� �
と仮定し、���とすれば�の定義より

��

となる。したがって

� �+� 


が成り立ち、帰納法の仮定より

� � �+�
� 


となり、よって

� �� ��� ならば � � �+�
� 


� � � �+�
� �� �


�� �
も同様に示すことができる。

��



��� 時間論理に対する��モルフィズム

時間論理に対する ��モルフィズムを定義する。

定義 ���

�� +  ��� �� ��!、�� +  ��� ��� ��!を時間論理のモデルとする。写像 � � �� � ��が以
下の上 �つ条件を満たすことである。

�� ��� ならば � �!�� �!

�� � �!�� ならば �� ��� 1 � �! + �!

�� ��� �! ならば �� ��� 1 � �! + �!

�� � � �� �! � � �! � �� �!

補助定理 ���

��モルフィズム � � �� � ��が存在するとき時間論理におけるすべての論理式 	およびす
べての � � ��に対し

�� �+� 	 � �� �+���� 	

が成り立つ。

証明
式の構成に関する帰納法を用いる。
 $��# 7��#!

��、��の定義より

�� �+� �� �� �+���� �

となる。
 8��'����� 9�#�!

論理式	を �� �
とする。
 �!

�� �+� �� �
と仮定し、� �!��とする。� が ��モルフィズムより、ある � � ��が存在
し、���かつ � �! + �となる。仮定より

�� �+� 


となり、帰納法の仮定より

�� �+���� 


��



すなわち

�� �+� 


となる。� �!��となるすべての �に対し

�� �+� 


となるから

�� �+���� �� �


となる。
 �!

�� �+���� �� �
と仮定する。���となる �を任意にとれば � �!�� �!となる。仮定より

�� �+���� 


となり、帰納法の仮定より

�� �+� 


���となる任意の点 �で

�� �+� 


となるから

�� �+� �� �


となる。
�� �
についても同様に示すことができる。

補助定理 ��� ��モルフィズムの補助定理
�� +  ��� �!から�� +  ��� �!への ��モルフィズムであり、さらに上への写像であるも
のがあれば

�� �+ 	 ならば �� �+ 	

が成り立つ。

証明
�� +  ��� �!から�� +  ��� �!への上への �モルフィズムを � とする。今、論理式�が
モデル�� +  ��� �� ��!で偽であるとし、さらにある � � ��に対して

� �� �� �!

��



と仮定する。ここで ��の付値 ��を

� � �� �! � � �! � �� �!

により定める。
補助定理 ���より任意の � � ��と任意の論理式	に対して

� � �� 	! � � �! � �� 	! � � �  :!

が得られる。ここで上への写像であるから � �! + �となる � � ��が存在する。 :!にお
いて �を �、	を�とすれば

� �� �� �!

が得られる。したがって ��は行進ではない。よって対偶が示された。

��	 時間論理に対する
�������

モデル� +  �� � � !および部分論論理式に閉じた論理式のある集合2 � ��� *!!が
与えられたとする。すなわち


 � 2 ならば �� 
! � 2

である。ただし �� 
!は論理式
の部分論理式全体の集合とする。
� � �に対して

2� + �
 � 2 � � �+� 
�

と定義し、

� �� � � 2� + 2�

と置く。よって

� �� � � すべての
 � 2に対して� �+� 
 � � �+� 


となる。このとき��は �に関する同値関係になる。任意の � � �に対し

��� + �� � � � � �� ��

を �の���同値類とする。そのような同値類全体の集合を

�� + ���� � � � ��

と表す。

��



補助定理 ���

2が有限ならば ��は有限でかつ、高々��個の要素を持つ。ここで �は 2の要素の数と
する。

証明
今

��� + ��� � � �� � � 2� + 2�

なので

� ���! + 2�

となる。今、� ���! + 2�により ��から 2のべき集合への写像を定める。すると ��� + ���
なので � は矛盾なく定義され、2の部分集合の集合への��の写像を与える。よって ��の
要素の数は 2の部分集合の数でおさえられる。もし 2が �個の要素を持つならば、それ
は 2のべき集合は ��個の要素をもつから、��は高々��個の要素を持つ。

��を定義するために、*� + *�2を2に所属する原始論理式の集合とする。そして � � *�

ならばいつでも

��� � �� �! � � � �  �!

と置くことによって

�� � *� � �	�

を定義する。時間フレーム� +  �� � � !の 2���������はの推移性およびが� で
あり �� が � であることを保つように定義したい。これを満たすための関係は
  �

��  ��!を条件

 ��! ��ならば ���
 ���

 ��! ���
 ��� � �� �
 � 2かつ� �+� �� �
ならば� �+� �� �
 � 


�� �
 � 2かつ� �+� �� �
ならば� �+� �� �
 � 


を満たすように定める。

補助定理 ��� ���������の補助定理
フレーム� 
 +  ��� 


 � ��!において
 推移性を持ち、さらに

� �+� 
 � � 
 �+��� 


が成り立つ。

�	



証明
推移性は明らかなので、後半の論理式$の構成に関する帰納法を用いて示す。
 $��# 7��#!

� �+� �� � � �  �!� ��� � �� �!� � ��� �+��� �

 8��'����� 9�#�!

論理式	を �� �
とする。
 �!

�� ��+��� �� �	と仮定する。

� ���� ���
 ��� かつ �� ��+��� 
!

帰納法の仮定より

� ���� ���
 ��� かつ � ��+� 
!

となりる。 �!より

� ���� �� � �� 
! �� �� � 2かつ� �+� �� ��ならば� �+� �! かつ � ��+� 
!

� ����  �� �
 � 2かつ� �+� �� �
ならば� �+� 
! かつ � ��+� 
!

� ����  � �+� �� �
ならば �� �
 �� 2! または � ��+� 
!

� � ��+� �� �


 �!

� ��+� �� �
と仮定する。

� �� ��かつ� �+� 
!

帰納法の仮定より

� �� ��かつ�� �+��� 
!

となる。

� �� ������かつ�� �+��� 
!

� ���� ������かつ�� �+��� 
!

� �� ��+��� �� �	

�




��� クラスタ

離散時間論理の完全性を考えるためにクラスタを定義する。

定義 ���

与えられたフレーム  �� !において � � �に対し

�� + �� � � � ��

で定める。そのとき��を �の0�クラスタと呼ぶ。ただし�は

� � � � � + � または  �� かつ ��!

により定義される。

またクラスタ間の順序は

�� � �� � ��

�� � �� � �� � �� 1 �� �+ ��

� �� かつ ���

と定める。
次にクラスタの種類について述べる。クラスタの種類として退化クラスタと非退化クラス
タがある。

�� 退化クラスタ�

クラスタ�が � �� � ならばクラスタ�を退化クラスタと呼び、	で表す。このク
ラスタ�は反射的でない� + ���一点からなる。

�� 非退化クラスタ�

クラスタ�が� � �ならばクラスタ�を非退化クラスタと呼び、�で表す。この
クラスタ � は反射的である � + ���一点からなるか、または二点以上の点からな
る。このときは普遍的である。

クラスタの列を図 
に示す。

図 
� クラスタの列

ただし、次のような特別なクラスタの列を「ダンベル」と呼ぶ。

��



定義 ���

ダンベルは最初と最後のクラスタが非退化クラスタであり、それ以外のクラスタは退化ク
ラスタであるような有限な推移性かつ連結性をもつフレームである。ダンベルの例を図 �

に示す。

図 �� ダンベルの列

定理 ���

フレーム� がダンベルであるならば、フレーム� は  � �!の ��モルフィズムをである。

��� ��補助定理

両端以外の非退化クラスタを退化クラスタの列に置き換える場合、部分論理式全体の集
合の要素の真理値を変えないように置き換える必要がある。このような置き換えの際にお
こりうる問題はクラスタ�においてある点で偽となる �� �
の形をした論理式が置き換え
た後に偽ではなくなることである。しかしながら公理�によりこの問題点を避けること
ができる。

補助定理 ��� �� の補助定理
����を最後でない
 クラスタとする。もし �� �
 � 2かつ� ��+� �� �
ならば、� ��+� 


かつ���� � ����となる � � �が存在する。

補助定理 ��� �� の補助定理
����を最初でない
 クラスタとする。もし �� �
 � 2かつ� ��+� �� �
ならば、� ��+� 


かつ���� � ����となる � � �が存在する。

証明
�� �
 � 2かつ� ��+� �� �
とする。
�
����

� �+� �� ��� �


��



と仮定する。� で �� が成り立つから

� �+ �� � �� � �� �
 � 
!�  �� ��� �
 � �� �
!

より

� ��+� �� � �� �
 � 
!

� �� � � �� � ��+� �� �
 � 
!

� �� � � ��  � �+� �� �
かつ� ��+� 
!!

��かつ
 はの 2����������だから

���
 ���

である。

� ��+� �� �
かつ� �+� �� �


より

���� �+ ����

���� � ����

となる。
 の定義は ���
 ���を持たないことを意味し、よって ���のクラスタは必ず ���の
後にくる。
�
����

� ��+ �� ��� �


と仮定する。����は最後でないクラスタなので

���� � ����

となる � � �が存在する。そのとき

�� または � + �

を持つことができない。そうでないときは

���� � ����

を作り

���
 ��� または ��� + ���

を持つ。よっては連結性より

��

��



となる。仮定より

� ��+� �� ��� �


� ��となる ��で ��+� �� �


� �� ��となる ��で ��+� 


そのとき

���� � ���� � ����

を持ち �� の補助定理 ��	が示された。

�� の補助定理 ��
についても同様に証明できる。

��



� ������	

による離散時間論理の完全性の証明とそのギャ
ップ

���������の本の示唆により、論理 �が整数フレーム  � �!で特徴付けられることを以
下で試みた。

��� �������による時間論理�の完全性の証明

��モルフィズムの補助定理 ���、定理 ���より  � �! �+ 	ならば	はすべてのダンベル
で恒真となる。よって論理 �が  � �!に関して完全であることを示すためには、ダンベ
ルのクラスに関して完全であることを示せば十分である。

命題 ��� �で証明できない論理式,に対し、有限なクラスタの列からなるあるフレーム
で偽になる。

証明
対偶を用いて証明する。まず最初にある論理式	を証明でない、すなわち

�
 	

と仮定すれば、	がカノニカルモデル�� +  ��� �� � �!においてある点 ��で

�� ��+�� 	

となる。ただし、離散時間論理の公理より��は推移的かつ連続的である。
次に� +  �� � � !を ��により生成された��の部分モデルとする。そのとき、部分

モデルの補助定理 ���より論理式	は� における ��で

� ��+�� 	

となる。
時間論理に対する���������を用いるために2 + �� 	! 論理式	の部分論理式の全体!

とし、� 
 +  ��� 

 � ��!を�の推移的2����������とする。���������の定理 ���より論

理式	は� 
 における ����で

� 
 ��+���� 	

となる。���������後のクラスタの列は公理��、�� より、最初と最後のクラスタは必ず
非退化クラスタとなっている。
なぜなら、クラスタ�を最初のクラスタとすると�� より

�
�

��



となるある �が存在する。クラスタの定義より

�� � �

となる。しかし�が最初のクラスタなので

�� + �

となり、最初のクラスタは非退化クラスタとなる。同様な議論で�� より最後のクラスタ
も非退化クラスタとなる。
しかし、図 ��のように最初と最後以外のクラスタにも非退化クラスタが含まれている

場合がある。このようなクラスタの列に対しては  �� �!からの ��モルフィズムが必ず存
在するわけではない。

図 ��� ���������後のクラスタの列

最初と最後以外の非退化クラスタを取り除くために新たに� � +  ��� 
�� ��!を定義する。

ここで�は

��� � �� � �� � �� � � �のとき

 ただし、�は両端以外の非退化クラスタ!

�� �
�  その他!

とする。��は�上の �つの推移的、連結的、非反射的な順序とする。すなわちこれが意
味することは公理 ��、�� より両端以外のクラスタ �で非退化クラスタであるものは補
助定理 ��	、��
より真理値を変えることなく退化クラスタと置き換えることができる。そ
のようなフレームはダンベルとなり、このとき� と� �の間には次の補助定理 ���が成り
立つ。

補助定理 ���


 � 2、� � �に対し

� �+� 
 �. � � �+��� 


が成り立つ。

��



証明
式の構成に関する帰納法を用いて示す
 �!

� � ��+��� �� �
と仮定する。

���� �������かつ� � ��+��� 
!

帰納法の仮定より

� ���� �������かつ� ��+� 
!

�が
 を含んでることより

� ���� ���
 ���かつ� ��+� 
!

 �!と� ��+� 
より

� ��+� �� �


 �!

�� ���� �+ �����のとき
� ��+� �� �
と仮定する。補助定理 ��	より

�� � ��+� 
かつ���� � ����!

帰納法の仮定より

� � ��+��� 
 � � �  �!

����と����は異なるクラスタであるからクラスタの定義より

���
 ���

となる。�の定義より

������� � � �  �!

 �! �!より

� � ��+��� �� �


��



�� ���� + �����のとき
� ��+� �� �
と仮定する。

�� ��かつ� ��+� 
!

 �!より

� �� ���
 ���かつ� ��+� 
!

�の定義より

� �� �������かつ� ��+� 
!

帰納法の仮定より

� �� �������かつ� � ��+��� 
!

よって

�� � ��+� �� �


�� �
についても同様に証明できる。

特に �を ��と取れば補助定理 ���より

� � ��+���� 	

となる。

次に  � �!から  ��� 
�!への ��モルフィズムを考える。��を

�� + ���� � � � � ����� ��� � � � � ����� ��� � � � � �����

とする。ここで ����� � � � � ������は退化クラスタ、���� � � � � �����は最後の非退化クラス
タ、���� � � � � �����は最初の非退化クラスタとする。

� � � ��を

�  ! + ��  � �  � �!

� � : ! �� : "! + ��  � � " � �� ! � �� �� � � � � !

� �! �� : #! + ��  � � # � $� ! � �� �� � � � � !

と定義し、図 ��に示す。

��



図 ��� ��モルフィズムの例

つまり、� は

� � � � � � � ����� � � � � ��� ����� � � � � ����� � � � � ����� ��� � � � � ����� ��� � � � � ����� � � � � � �

のようになる。� が ��モルフィズムであれば補助定理 ���より

 � �! ��+�� 	

となり対偶が示され、離散時間論理の完全性が証明される。また同時に有限なフレーム
「ダンベル」で偽となるモデルが見つかったので有限モデル性も証明されることになった。
以上が������������による離散時間の完全性の証明である。しかしながら、この証明には
�つの問題点が存在する。以下ではそのことについて述べる。

��� ��モルフィズムについての問題点

�つ目の問題点は定理 ���で述べている整数フレーム  � �!からダンベルへの ��モル
フィズムが存在するという点である。
フレーム  � �!からダンベル� +  ��� 

�!への写像は図 ��に示したとおりである。この
とき最初の非退化クラスタらから退化クラスタへの部分で��モルフィズムの条件 �が、最
後の非退化クラスタから退化クラスタへの部分で条件 �が成り立たない。
このことについて詳しく述べるために � � � ��を

� �! + � � ��

� ��! + � � ��

� ��! + �� � ��

� ��! + ��� � ��

�	



 図 ��!のように定める。ただし、�� + ��� ��� ���� �� � � � �とし、また例として ��� ��� ����は
最初の非退化クラスタは ��� ��� ����の �点からなるものとし、�は最初の非退化クラスタ
の次の退化クラスタとする。

図 ��� ��モルフィズムの���

ここで最初の非退化クラスタは普遍的なので

� ��!���

が成り立つはずである。よって ��モルフィズムの条件 �より

�  �� �  1 �  ! + ��!

とならなければならない。ここで  + �を考えれば

� �! + � � ��

となる。よって

� �! �+ ��

となる。同様にして  � �となるすべての  について

�  ! + �� � ��

は成り立ち得ない。よって �は ��モルフィズムの条件 �を満たさないことが分かる。また
最後の非退化クラスタと退化クラスタの部分でも同様の議論より ��モルフィズムの条件 �

を満たさない。
これらのことから整数フレーム  � �!からダンベルへの ��モルフィズムは存在しえない
事が分かる。

�




��� �� と�� に関する問題点

�つ目の問題点は公理�� と�� に関するものである。離散時間論理は線形時間論理に �

つの公理��、��、��、�� を付け加えた体系であった。これら �つの公理は整数フレー
ム  � �!においてすべて恒真である。

命題 ���

ダンベル�においては��、�� が偽となる。

証明
ここでダンベル�において �� が偽となることを示す。まず図 ��に示すようなダンベル
� +  �� � � !を考える。

図 ��� �� が偽になるダンベルのモデル

すなわち

�� かつ ��� � �+� 	

が成り立つように付値 � を定める。ここで

� ��+� ��

となるための必要十分条件は

� ��+�  ��� � �� �	 � 	! または  �� ��� �	� �� �	!!

�+� �� � �� �	 � 	! かつ ��+� �� ��� �	� �� �	!

�+� �� � �� �	 � 	! かつ ��+�  ��� ��� �	 または �� �	!!

�+� �� � �� �	 � 	! かつ �+� �� ��� �	 かつ ��+� �� �	

� � �  �! � � �  �! � � �  �!

��



である。実際に  �!、 �!、 �!が成り立つことを確かめる。

 �! �+� �� � �� �	� 	!

� ��となるすべての �に対して �+� �� �	 ��+� 	

� ��となるすべての �に対して �+� �� �	 または �+� 	

� � �   ! � � �    !

今、��となる �を任意に取る。�が属す最初の非退化クラスタ�に �が属すときは ��だ
から  �!、��だから �が�に属さないときは  ��!が成り立つ。したがって  �!が成立する。

 �! �+� �� ��� �	

� ��となるある �に対して �+� �� �	

��かつ � �� �なら明らかに

�+� �� �	

となるから  �!が成立する。

 �! ��+� �� �	

� ��となるある �に対して ��+� 	

最初の非退化クラスタ�の任意の要素を �とすると

�� かつ ��+ 	

となる。したがって  �!が成立する。よって

� ��+� ��

が示された。同様の議論で

� ��+� ��

となることも示すことができる。

ダンベルで��、�� は恒真ではない。よって補助定理 ��	、��
が成り立たない。

��



� 離散時間論理の完全性の証明に向かって
この節では２つのギャップの修正について議論する。

��� 体系�のすべての公理を満たすフレーム

ダンベルでは��、�� が偽になることは ���節で述べた。そこで我々は体系�の公理を
すべて満たすフレームを考えることにする。
���������後には公理��、�� より必ず最初と最後のクラスタは非退化クラスタとなる。
しかし、公理 �� は最初以外のクラスタは退化クラスタであることを意味し、�� は最後
以外のクラスタが退化クラスタであることを意味している。最初と最後のフレームが非退
化クラスタでかつ、最初と最後以外のクラスタが退化であるという状況を実現するために
は全体が１つの非退化クラスタからなっているようなフレームでなければならないと考え
られる。そのフレームをサークル�とする。�で ��、�� が真であることを示す。まず

� ��+ ��

と仮定すれば

�+ �� � �� �	 � 	! かつ �+ � � �� �	 かつ ��+ �� �	

� � �  �! � � �  �! � � �  �!

非退化クラスタで	が真となるならば  �!で矛盾し、非退化クラスタで	が偽となるな
らば  �!で矛盾する。よって �� はサークル�で真となる。
同様な方法で�� についても示すことができる。この結果より体系�の公理はサークルで
すべて恒真となる。

��� サークルへの��モルフィズム

次に整数フレーム  � �!からサークル  �� !への��モルフィズムを考える。� + ���� � � � � �����

とする。ここで、��� � � � � ����は �つの非退化クラスタとする。
� � � �を

�  : ! � �! + ��  � �  � � ! � ��� �� �� � � � �!

�  � ! �  �� �!! + ��  � � " � � ! � ��� �� �� � � � �!

と定義し、図 ��に示す。
非退化クラスタがが普遍的なので、��モルフィズムの条件は満たされる。

��



図 ��� サークルへの ��モルフィズム

��� サークル、整数フレームに対しての反射律

節 ���では整数フレーム  � �!からサークル �へ ��モルフィズムが存在することは確
かめた。しかし、反射性を表す論理式に関しての問題が生じる。つまり、整数フレーム
 � �!に対して

 � �! ��+ �� �	 � 	

 � �! ��+ �� �	 � 	

となる。しかしサークル�においては反射的であることから

� �+ �� �	 � 	

� �+ �� �	 � 	

となる。サークル�に特徴付けられる体系を��、整数フレーム  � �!によって特徴付け
られる体系を� �� ��!とすれば

�� � � �� ��!

��



となる。

��� 体系�と整数フレームの関係

以上のことをまとめると、体系 �はダンベル � で矛盾が生じ、さらに整数フレーム
 � �!からダンベルへの ��モルフィズムが存在しない。ダンベル�で特徴付けられる体
系を ��とすれば

� �+ ��

となる。サークル�はダンベルの一種であることから

�� � ��

となる。これらをまとめると

� � � �� ��! � ��

という関係になる。

��� 離散時間論理の完全性の修正

���������のアイデアを用いて作られるフレーム�や�では体系�の完全性を与えるこ
とができない。しかしながら、ここで�"���#�が ���で用いた方法を利用することにより、
� + � �� ��!を示すことができる。この証明は;�����&の示唆による。�  � �� ��!を
得るためにクラスタ付値 �を用いる。

定義 ��� クラスタ付値
離散時間フレーム� +  �� !とする。�が次のような写像のとき、�を� におけるクラス
タ付値という。

� � � におけるクラスタの集合� ��� "�  ��� "�

ここで二つの記号�と "はそれぞれ、)�3�)��と <�&#�を意味する。ただしクラスタ�が
退化クラスタであるならば �� +  �� �!とする。�� +  #� $!のとき ��� + #�、��� + $と
定める。

以下で用いるフレームはクラスタ付値 �をもつフレーム � +  �� � �!とする。また、付
値 � が以下の条件を満たすとき付値 � はフレーム � に対して	�=���と呼ばれる。すべ
てのクラスタ�に対して

�� 
 � ��� 	!が �� �
�の形ならば

��� + " ならば � ����� �  
!! + !

　 ��



�� 
 � ��� 	!が �� �
�の形ならば

��� + " ならば � �� �� �  
!! + !

が成り立つ。ここで���� �  
!!、� �� �  
!!はすべての論理式
に対して

���� �  
!! + �� � � ��� � �  � � �  
!� ��!�

� �� �  
!! + �� � � ��� � �  � � �  
!� ��!�

とする。ここでクラスタ付値を用いて良いダンベルを考える。 �� � �!をクラスタ付値を
もつ線形時間フレームとし以下の条件を満たすフレームを =����ダンベルいう。=����ダ
ンベル��の例を図 ��に示す。

�� 最初のクラスタ��と最後のクラスタ��は非退化クラスタとしクラスタ付値は

���� + �

���� + �

である。

�� その他すべてのクラスタは退化クラスタであるする。つまりクラスタ付値は

��� + � � � + ����� +  �� �!

である。

�� � �+ �すなわち�� �+ ��のときにはクラスタ付値は

���� + " かつ ���� + "

である。

 � �!と��の間には ��モルフィズムが存在しないので定理 ���に変る次の定理 ���を考
える。

定理 ���

	が  � �!において成り立つならば 	は	�=���な付値 � に対しすべての =����ダンベ
ルで成り立つ。

��



図 ��� =����ダンベルの例

証明
対偶を用いて示す。
与えられた =����ダンベル�� +  �� !の	�=���な付値に対し、整数フレーム� +  � �!

の付値% をうまく定めることにより

�� � � に対し � �� �  	! ならば �& ��  に対し & � %  	!

を示す。

写像 ' � � � �を図 ��のように定める。正確には次のように定義する。

	 � �  � �� �のとき

'  ! + ������

	  � �のとき

' � � � ��! + ��

	  � �� �のとき

' � �  � : �! : � �  # : �!! + ��

ここを付値% を

%  �! + '�� �  �!!

と定義する。すなわち

& � %  �! � & � '�� �  �!!!� ' &! � �  �!

��



図 ���  � �!から =����ダンベルへの写像

となる。	の部分論理式�に対し、すべての &について

& � %  �! + ' &! � �  �!

を帰納法で示す。� + 
 � �とする。
& � %  
 � �!と仮定する。

� & � %  
! かつ & � %  �!

� ' &! � �  
! かつ ' &! � �  �!

� ' &! � %  
 � �!

� + �� �
とする。

	 & � %  �� �
!と仮定する。

� �� & � � 1 � � %  
!!

��



帰納法の仮定より

� �� & � � 1 ' �! � �  
!!

& � �ならば ' &!' �!だから、� + ' �!とおくと

� �� ' &!� 1 � � �  
!!

よって

� ' &! � �  �� �
!

	 ' &! � �  �� �
!と仮定する。

� �� ' &! � � 1 � � �  
!!

�� ' &! �� ��の場合。
すると

�� � + ' �! 1 & � �!

となる。

� �� & � � 1 ' �! � �  
!!

帰納法の仮定より

� �& & � � 1 � � %  
!!

� '�� &! � %  �� �
!

�� ' &! � ��の場合

> � �� ��ならば

' �! + �

となる �に対し

& � �

が成り立つ。よって ��と同様に示すことができる。

> � � ��の場合
例えば

' ��!�かつ� � ��

のとき�� � �となる �で ' �! + �となるものをとることができない。
ただし今、��は =����ダンベルだから

���� + "

�	



となる。さらに � は	�=���であるから

�� � �  
! + !

となる。� � ��だから� �� ����  
!となる。すなわち

�� � � �  
! 1 ���!

である。よって

� �� ��

ここで

�' &!

とすると ' &! � ��より

� � ��

となり矛盾する。よって

' &!� 1 � � �  
!

となる。ある �に対し � + ' �!とすれば

& � �

となり

�� &� 1 ' �! � �  
!!

帰納法の仮定より

�� &� 1 � � %  
!!

よって

& � %  �� �
!

となる。

�� �
についても同様に証明できる。
よって

' &! � �  �! � & � %  �!

となる。
ここで論理式(が =����ダンベル��で偽と仮定する。すなわち、ある要素 � � �に対し

� �� �  (!

となる。'は上への写像であるから

' �! + �

となる � � が存在する。よって & + �、� + (とすれば

 �� %  (!

が得られ、対偶が示された。

�




図 �	� )�=���より '�� &�! � �  
!となるある &�が存在

定理 ���より論理�が  � �!に関して完全であることを示すには =����ダンベルのクラ
スに関して完全であることを示せばよい。

命題 ���

�で証明できない論理式	に対し、ある =����ダンベルで偽になる。

証明
まず �
� 	と仮定する。

�� �
� 	よりある ��で�� ��+�� 	となる。ただし、�� +  ��� �� � �!はカノニカ
ル・モデルである。

�� 補助定理 ���より� ��+�� 	となる。ここで、� +  �� � � !は ��によって生成さ
れた��のサブモデルとする。

��



�� 補助定理 ���より� 
 ��+���� 	となる。2 + �� 	!とし、� 
 +  ��� 

 � ��!を� の

推移的な 2����������とする。

�� 補助定理 ���より� � ��+�� 	となる。� � +  ��� 
�� ��!とする。ここで�は

��� � �� � �� � �� � � �のとき

 ただし、�は両端以外の非退化クラスタ!

�� �
� その他!

� �は補助定理 ��	と ��
より最初と最後のクラスタは非退化クラスタとなり、それ以外の
クラスタは退化クラスタとなる。

命題 ���

� �のクラスタ付値を図 ��のように定めれば、��は 	�=���であり、� �は =����ダンベ
ルになる。

証明
���� + "のときを考える。

 + �� �
�に対して
 � ��� 	! � 2かつ�� ����� 
�! �+ !と仮定する。これはすべて
の  � �に対して

�� � �  
�! + ! � � �  :!

を意味する。ここで

��� � �� 

�!

となるような任意の ��� � ��を取ってくる。補助定理 ���より

� � �  
�!

となる。したがって ��となるすべての �に対して

� � �  �� �
�!

となる。��より

��� � ��

となる。ここで ��	を言い換えると、����を最後でない
 クラスタとし、もし �� �
� � 2

かつ� �+� �� �
�ならば、� �+� 
�かつ���� � ����となる � � �が存在することになる。
しかしこれは  :!に矛盾する。よって

�� ����� 
�! + !

となり、��は	�=���となる。
���� + "についても同様に証明できる。

��



=����ダンベル��で

�� ��+�� 	

だから定理 ���よりある & � に対し

� ��+� 	

となり対偶が示された。以上のことより

�  � �� ��!

となる。

��



� まとめと今後の課題
離散時間論理 �������（本研究では �とする）は���������によって完全性が与えられ

ていた。しかし、その完全性の証明に対して次に �つのギャップをが存在した。

�� 整数フレームからダンベルへの ��モルフィズムが存在しない

�� ダンベルにおいて �������の公理 ��、�� が恒真でない

よって本研究では�"���#����によって使われたクラスタ付値を導入した。そのクラスタ
付値を用い =����ダンベルを考え、���������の定理 ���に変る定理 ���を与えた。そして
���������と同様の方法で�で証明できない論理式	がある =����ダンベルで偽になるこ
と示した。���、���で述べたこととあわせると

� + � �� ��!

が成り立つから離散時間論理の完全性、特に�見つかったのではちょうどフレーム  � �!

が定める論理と一致する。
また同時に有限な「=����ダンベル」で偽になるモデルが見つかったので有限モデル性が
示された。
今後の課題としてその他の���������により与えられた完全性の証明への適用、分岐時間
論理に対する離散時間論理への適用を考えたい。

��
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