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概 要

「グラフの再構築予想」とは，�頂点のグラフ��から �頂点ずつ取り除かれた �個のグ
ラフ（�����が与えられたときに，グラフ��が一意に決定されるという予想である．グ
ラフの再構築予想は，数十年解かれていないよく知られた未解決問題である．グラフの再
構築予想と与えられた �つのグラフが同型かどうか判定するグラフの同型性判定問題の
複雑さについては，深い関係があることが知られている．本研究ではまず，グラフ再構築
問題を定義し，� を遺伝的でかつ同型性判定問題が多項式時間で解くことができるグラ
フのクラスとするとき，�に属する任意の非連結グラフ��のグラフ再構築問題は，�に
属する連結なグラフの再構築問題に多項式時間で帰着できることを示した．また，�	
��	

�
��	��� �	���の����	�時間再構築アルゴリズムと����� ��	���
�� �	���の���	�時間
再構築アルゴリズムを提案した．ここで �は頂点数，	は枝数である．
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第�章 序章

��� 背景と目的
計算機で扱う多くの問題は，グラフ構造でモデル化することができる．こうした問題を

効率よく解くには，グラフ理論とアルゴリズム理論がともに重要な役割を果たす．
与えられた �つのグラフが同型であるかどうかを判定する「グラフ同型性判定問題」は，

こうしたアルゴリズム理論とグラフ理論に深く関係する問題の中でも，もっとも基本的
なものの �つである．しかし，この問題を効率よく解くアルゴリズムが存在するかどうか
は，数十年間解かれていない．
グラフの同型性判定問題と同様，数十年解かれていない未解決問題に，「グラフの再構

築予想」 がある．まず，グラフの再構築予想に必要な言葉の定義をする．

定義 ��� �頂点 ��� ��� 


� ��からなるグラフ��を考える．ここで 
 � �� �� 


� �に対して，
��から ��と ��に隣接する辺を取り除いて得られるグラフを��とする．これら �個の��

から構成される集合を��の����と呼ぶ．

グラフ再構築予想とは以下のような予想である．
�グラフの再構築予想�

頂点にラベルがついていない ��� ��頂点からなるグラフが�個与えられた時，これらを
����として持つような�頂点のグラフは高々�つである．

この再構築予想は，� � �のときに例外なく成立すると予想されているが，ごく簡単な場
合にしかその正しさは証明されていない �� ．
一方で，グラフの再構築予想と，グラフの同型性判定問題の複雑さについては，深い関

係があることが知られている �� ．そこで，グラフの再構築を実際に行うアルゴリズムと，
その計算量や正当性を研究することは，グラフの再構築予想が成立するグラフクラスの拡
張や，グラフの同型性判定問題の複雑さの解析にもつながる研究であると考えられる．
本論文で扱うグラフ再構築問題を以下のように定義する．

定義 ��� グラフ再構築問題
入力：頂点数 ��� ��の �個のグラフ　　��� ��� 


� ��

出力：���� ��� 


� ���を����とする頂点数 �のグラフ��．
ただし，���� ��� 


� ���を����として持つグラフが存在しないときは��を返す．

�



本論文では，与えられた �個のグラフを����として持つグラフ��を再構築するアルゴ
リズムを提案する．より正確には，本論文の再構築アルゴリズムでは，与えられた����

に対応する��が存在しなければそれを判定し，存在すれば��を �つ出力する．出力さ
れる��の一意性は本研究では保障されないことに注意する．
与えられた����に対応する��を見つけるアルゴリズムは次のように構成することが

できる．

� ����の中の��を適当に選ぶ

� 頂点 �と��の �� �個の頂点の結び方����通りのそれぞれについて対応する��を
作る

� ��の����が入力の����と一致するかどうかを同型性を判定するアルゴリズ
ムを繰り返し用いてチェックする．

� ����に合致する��があれば��を��として出力し，合致するものがなければ��

を出力する．

しかし，上記のアルゴリズムは同型性判定を入力サイズに対して指数関数回行う必要があ
る．本研究では，グラフクラスを限定し，その上で与えられた����からもとのグラフを
再構築する多項式時間アルゴリズムを研究する．
あるグラフクラスに対して，多項式時間で����からグラフ��を構築するアルゴリズ

ムが存在するのであれば，そのグラフクラスに対する再構築予想の証明も相対的に簡単で
あることが予想される．また，こうしたアルゴリズムの解析を通じて，再構築予想に対す
る知見を得られることが期待できる．これまではグラフの再構築予想は，成立するかどう
か，という静的でかつおおまかな指標しか与えることができなかったが，多項式時間計算
可能性という新しい指標を与えることで，再構築予想の困難さの階層構造を提案すること
ができる．
本研究では，遺伝的でかつ属する �つのグラフの同型性判定がそれらのサイズの多項式

時間でできるグラフクラスを対象とする．ただし，グラフクラス�が遺伝的であるとは，
�に属する �頂点以上からなる任意のグラフの����中のグラフはすべて�に属すること
と定義する．遺伝的で同型性判定問題が多項式時間で判定できるグラフクラスとして代表
的なものに �
��	��� �	����� や !
�	����� ，�����
!�"��	�����	# �	����� があげられる．
本研究では，まず，�を遺伝的でかつ同型性判定問題が多項式時間で解くことができる

グラフのクラスとするとき，�に属する任意の非連結グラフのグラフ再構築問題は，�に
属する連結なグラフの再構築問題に多項式時間で帰着できることを示した．
本研究では，具体的なグラフクラスとして ������ 	
����
� ��
��と ��
�	 �������

��� ��
��を取り上げる．�	
��	 �
��	��� �	���は 	
����
� ��
��のサブクラスであり
����� ��	���
�� �	���は ����
��のサブクラスであり，!
�	���は�	��

��������	�
��

�



��
�� のサブクラスである．また，本論文で取り上げたこれらのグラフクラスは遺伝的
である．これらのグラフクラスに対して �	
��	 �
��	��� �	���の����	�時間再構築アル
ゴリズムと ����� ��	���
�� �	���の���	�時間再構築アルゴリズムを示した．

��� 本論文の構成
本論文では，�章をグラフの基本的な用語の定義，�章を非連結グラフの再構築問題，�

章を������ 	
����
� ��
��の再構築アルゴリズム，�章を ��
�	 ��������� ��
��の
再構築アルゴリズムとし，$章をまとめとする．

�



第�章 準備

��� 基本用語
グラフに関する基本的な用語を説明する．

� グラフ
グラフ � � �����とは頂点の有限集合 � と � の �元部分集合である辺の集合�

から成る．グラフ � � �����が与えられたとき，� の部分集合 � と辺集合 � � �

���� �� � � � � � � かつ � � ��から構成されるグラフ���  � ���� ��を � による
�の誘導部分グラフという．

図 ���� グラフの例

�



� 隣接点と頂点の次数と完全グラフ
グラフ� � �����に対して，ある辺 � � ��� �� � �が存在するとき，�の �つの
頂点 �� �は隣接するという．このとき辺 �は頂点 �及び頂点 �に接続しているとい
う．� � �����における頂点 �の隣接点集合は����� � �� � � � �� � � ただし
��� �� � ��と表す．頂点 �の次数 �������とは，頂点 �に接続している辺の数であ
る．また，グラフ�のすべての頂点が互いに隣接しているとき，�は完全グラフで
あるという．

� 孤立点と頂点の追加と挿入と削除
グラフ� � �����において，� 中のどの頂点にも接続していない次数 �の頂点を孤
立点という．本論文において，グラフ�に孤立点を加えることを頂点の追加という．
また，�に頂点を追加し，追加した頂点から�の頂点への辺をいくつか張ることを
頂点の挿入という．さらに，頂点とその頂点に接続しているすべての辺を削除する
ことを頂点の削除という．

� パスと �頂点間の距離
グラフ� � �����において，
 � �� �� 


� �に対して ������ ��� � �であるとき，頂点
の列 ���� ��� 


� �� は ��から ��への長さ �のパスであるという．�頂点 �� �に対して，
�� �間の距離は �から �への最短のパスの長さであり，���� �� と表記される．

� 連結グラフと連結成分
無向グラフ� � �����に対して，� の任意の �つの頂点を結ぶパスが存在すると
き，グラフ�は連結であるという．また，グラフ�の極大な連結部分グラフを�の
連結成分と呼ぶ．図 ���は連結成分の例を示す．

図 ���� 連結成分

�



� グラフの同型性
� � �����と�� � �� �� � ��を �つのグラフとする．その頂点集合の間の一対一対応
� � � � � �が存在し，すべての �� � � � に対して ��� �� � � 	 ������ ����� � � �

を満たすとき，�と��は同型であるといい，� 
� ��と表記する．また，この写像
�を�，��の同型写像と呼ぶ．図 ���において，���と �%�は同型なグラフである．
しかし，���と �!�及び �%�と �!�は同型なグラフではない．

v2 v3

v4 v5

va

vb vc

vd ve

vβ

vαv1

vγ

vε vη

(a) (b) (c)

図 ���� 同型なグラフと同型でないグラフの例

� クリーク
グラフ� � �����において，頂点集合� � � に属する任意の �つの頂点が隣接す
るとき，� はクリークであるという．また，�のどのクリークも� を真に含まな
いとき，� を極大クリークと呼ぶ．

� 	
����
� ��
��と区間表現
グラフ� � �����の区間表現とは，数直線上の区間の集合 �であり，以下の条件を
満たすものである．

� � の各頂点は �のある区間と対応する

� �において頂点が隣接するための必要十分条件は，対応する区間同士が重なり
を持つことである．

区間表現を持つグラフを 	
����
� ��
��という．また，	
����
� ��
��のクラス
は，�����
� ��
��のクラスに真に含まれる �� ．図 ���において，���は 	
����
�

��
��を表し，�%�は ���の 	
����
� ��
��の区間表現を表している．

$
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図 ���� �
��	��� �	���と対応する区間表現

� �	��

��������	�
�� ��
��

グラフ � � �����が与えられ，� を � の部分集合とする．�の誘導連結部分グ
ラフ ���  における任意の �頂点間の距離 ���� �� が，�における ���� ��と同じと
き，���  は 	������	�であるという．任意の誘導部分グラフが ��
&��	�!なグラフ
を �	��

��������	�
�� ��
��という．

��� ������ �	
����
 �����

������ 	
����
� ��
��は以下の定義で与えられる．

定義 ��� 	
����
� ��
�� � � �����が次の性質を満たすとき，�は ������ 	
����
�

��
��であるという．

�の適当な区間表現 ����� �� � ���� �� � 


� ���� �� �に対して，����� � ����� � 


 � �����，　
����� � ����� � 


 � �����　

を満たす ��� �� 


� ��の置換 �が存在する．（図 �
�参照）

また，このような区間表現を�の ������な区間表現と呼ぶ．

�
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図 ���� �	
��	 �
��	��� �	���と対応する区間表現

また，本論文では，�	
��	 �
��	��� �	���に関して，頂点の挿入，区間の挿入について
以下の定義を与える．

定義 ��� ������ ������	
 ��	�� � � �����と �の ������な区間表現 �������������� �が与え
られ区間 �	を ����に加えた区間の集合がある ������ ������	
 ��	�� �'の ������な区間表
現になっているとき，区間 �	を ����に加えることを区間 �	の�への挿入という．このと
き，得られた ������ ������	
 ��	�� ��は �	に対応する頂点 �を�に挿入して得られたグ
ラフという．

また，������ 	
����
� ��
��に関して，以下の定理が成立する．

定理 ��� ������ 	
����
� ��
��から任意の �頂点を削除して得られるグラフは������

	
����
� ��
��である．

証明 区間表現上で考える．ある区間はある頂点と対応しているので，明らかに，������
	
����
� ��
��は �頂点取り除いても������ 	
����
� ��
��の性質を失わない．よっ
て，������ 	
����
� ��
��から �頂点削除したグラフは������ 	
����
� ��
��であ
る．

（証明終）

�



��� ����� 
������
� �����

��
�	 ��������� ��
��は以下の定義で与えられる．

定義 ��� ��
�	 ��������� ��
��は以下のように再帰的に定義される．


� ��は ��
�	 ��������� ��
��である．（操作 �）

�� ��
�	 ��������� ��
�� �に�のすべての頂点と隣接する新しい頂点を �つ挿入
して得られるグラフは ��
�	 ��������� ��
��である．（操作 �）

�� �つのグラフ� � �����，� � �� �� � ��が ��
�	 ��������� ��
��であるとき，グ
ラフ �� 
 � �� � 
 � ��は ��
�	 ��������� ��
��である．（操作 �）

��
�	 ��������� ��
��については，以下の性質が知られている．

定理 ��� ��
�	 ��������� ��
��については，以下の包含関係が成立する �
��．
�� �
 !"���"��� #� $"� � 
�!��� � #� $"�

�� �
 !"���"��� #� $"� � �
�! ����"����
! �� #� $"�

��
�	 ��������� ��
��の例を図 �
$に示す．

操作1⇒操作3 操作2

操作2 操作2

図 ��$� ����� ��	���
�� �	���の例

�



��� グラフの同型性判定問題
グラフの同型性判定問題は以下のように定義される．

定義 ��� グラフの同型性判定問題
入力：グラフ��とグラフ��

質問：グラフ��と��は同型か？

一般のグラフ同型性判定問題は入力サイズの多項式時間で計算が可能なのか�% 完全
なのかはわかっていない．入力のグラフに制限を加えた場合，同型性判定問題が多項式時
間で解けるグラフクラスが存在する �� ．本論文では，同型性判定問題が入力サイズの多
項式時間で解けるグラフクラスを対象としている．

��



第�章 非連結グラフの再構築問題

非連結グラフの再構築問題を以下のように定義する．

定義 ��� 非連結グラフの再構築問題
入力：頂点数 ��� ��の �個のグラフ　��� ��� 


� ��

出力：���� ��� 


� ���を����とする頂点数 �の非連結グラフ ��．
ただし，���� 


� ���を����として持つような非連結グラフが存在しない
ときは��を返す．

本章では入力がある非連結グラフ��の����であると仮定した場合の再構築アルゴリズ
ムを示す．
まず，��が頂点数 �個の連結成分を含む非連結グラフである場合，以下の補題が成立

する．

補題 ��� ��が頂点数 �の連結成分を含む非連結グラフであるならば，����内に頂点数
�の連結成分を含む��が少なくとも �� �個存在する．

証明 ��の頂点数 �の連結成分数を ��� � � � ��個とするとき，以下の場合分けをする
ことができる．

� ��に頂点数 �の連結成分がない場合

� ��に頂点数 �の連結成分がある場合

��に頂点数 �の連結成分がない場合，����は孤立点が � � �かつ孤立点以外の頂点数が
�� �で構成されている��が �個と，孤立点が �かつ孤立点以外の頂点数が�� �� �で
構成されている��が �� �個で，構成されている．��に頂点数 �の連結成分がある場合，
�を頂点数 �の連結成分の全体の頂点数とする．����は孤立点 �� �個かつ孤立点以外の
頂点数が � � �個で構成されている��が �個と，孤立点が � ( �個かつ孤立点以外の頂
点数が �� �� �個で構成されている��が �� �個と孤立点が�個かつ孤立点以外の頂点
数が �� �� �で構成されている��が �� � � �個で，構成されている．よって，頂点数
�の連結成分を含む��が少なくとも �� �個存在する．したがって，��が頂点数 �の連
結成分を含む非連結グラフであるならば，����内の頂点数 �の連結成分を含む��が少な
くとも �� �個存在する．

（証明終）

��



��が頂点数 �個の連結成分を含む非連結グラフである場合，補題 ���より，����内の
頂点数 �個の連結成分の個数が最小であるグラフに孤立した頂点を追加すれば，��を構
築することができる．
以上の議論より以下の定理が成り立つ．

定理 ��� ��が頂点数 �個の連結成分を含む非連結グラフである場合，��を再構築する
ことができる．

したがって，これ以降は �� の各連結成分は少なくとも �個以上の頂点を含むと仮定
する．
グラフ��が頂点数 �個以上の連結成分のみからなる非連結グラフである場合，以下の

ことが言える。

定理 ��� グラフ��が頂点数 �個以上の連結成分のみからなる非連結グラフであることの
必要十分条件は入力��の各々のグラフがすべて非連結グラフであることである．

証明 �必要性 � グラフ��が頂点数 �個以上の連結成分のみからなる非連結グラフなら
ば，入力��の各々のグラフがすべて非連結グラフであるということは，明らかである．
�十分性 � ��が連結の場合を考える．このとき，��は連結な全域木 & を持つ．��は全
域木 & の葉になる頂点を取り除いても連結である．よって��が連結ならば����の中に
連結グラフが存在する．したがって，入力��の各々のグラフがすべて非連結グラフなら
ば，グラフ��は非連結グラフである．

（証明終）

次に �つの記号を定義する．

定義 ��� 非連結グラフ�において頂点数最大の連結成分の集合を'���とし，'���の
各連結成分の頂点数を % ���とする．

すると，以下の捕題が成り立つ．

補題 ��� ��の連結成分の頂点数がすべて同数であるための必要十分条件は，すべての 


に対して��は'����と頂点数が �% ����� ��個の連結成分で構成されていることである．

証明 �必要性 � ��の連結成分の頂点数がすべて同数であるならば，����の任意の 
に
対して��は'����と頂点数が �% ����� ��個の連結成分で構成されるのは明らかである．
�十分性 � ��の連結成分の頂点数が少なくとも �種類あったと仮定する．そのとき，��

の����を構築すると，連結成分の頂点数の差の最大が �以上になる��が存在する．し
たがって，任意の 
に対して��は'����と頂点数が �% ����� ��個の連結成分で構成さ
れているならば，��の連結成分の頂点数がすべて同数である．

（証明終）

��



��が遺伝的でかつ多項式時間で同型性判定問題を解くことのできるグラフクラスに属す
る場合の再構築問題を定義する．

定義 �� �を遺伝的でかつ同型性判定問題が多項式時間で解くことができるグラフのク
ラスとする．このとき，�に属する任意の非連結グラフの再構築問題を以下のように定義
する．
�に属する任意の非連結グラフの再構築問題
入力：頂点数 ��� ��の �個の�に属する任意のグラフ　　��� ��� 


� ��

出力：���� ��� 


� ���を����とする頂点数 �の�に属する任意の非連結グラフ ��．
ただし，���� 


� ���を����として持つような�に属する任意の非連結グラフが
存在しないときは��を返す．

��が遺伝的でかつ多項式時間で同型性判定問題を解くことのできるグラフクラスに属す
る場合，以下の定理が成り立つ．

定理 ��! �を頂点の削除に関して遺伝的でかつ同型性判定問題が多項式時間で解くこと
ができるグラフのクラスとする．この時，�に属する任意の非連結グラフ��のグラフ再
構築問題は，�に属する連結なグラフの再構築問題に多項式時間で帰着できる．

証明 �に属する任意の非連結グラフ��のグラフ再構築問題は，以下のように場合分け
をすることができる．


� 非連結グラフ��の各連結成分の頂点数がすべて同数の場合

�� その他の場合

１．まず，グラフ��の連結成分の頂点数がすべて同数の場合を述べる．��の各連結成
分を��� ��� ��� 


� �
とし，それぞれの頂点数を �とする．
まず，��の各連結成分が同型でない場合を考える．��の連結成分の頂点数がすべて同

数であるので，以下の式が言える．

&�)� % ���� � % ����

各'����同士が同型となる ��を対象とし，各'����が同型となる��から'����を除
く．この操作を繰り返し行うと，��の連結成分が �つになる．
次に，��が同型な連結成分を含む場合を考える．同型なグラフが �個存在する場合を

考える．この場合，各'����が同型である��が ��個存在する．��の中の'����が同
型である��を��

�とする．��
�の中の��が同型であるグラフから �つずつ選ぶ．��

�の中
の ��が同型であるグラフから �つずつ選んだグラフを���

� とする．���
� は �個存在する．

よって，'����
� �が同型となる���

� を対象とし，'����
� �が同型となる���

� から'����
� �を除

く．この操作を繰り返し行うと，��の連結成分が �つになる．
したがって，非連結グラフ��の各連結成分の頂点数がすべて同数の場合は非連結グラ

フの再構築問題が多項式時間で連結グラフの再構築問題に帰着可能である．

��



２．次に，グラフ��の連結成分の頂点数が同数でない場合について述べる．&�)� % ����

は'����の各連結成分の頂点数であるので以下の式が成り立つ．

&�)� % ���� � % ����

% ���� � % ����となる 
のうち，'����の要素数が最大となる 
を �とする．��は'��
�

に含まれる各連結成分を連結成分として含む．そこで，以下の操作を考える．

� '����が'��
�と同型になる��を探す．

� 探して得られた��から'����を除く．

以上の操作を � � �'�����個のグラフについて行うと，最終的に��の連結成分が �つに
なるか，または��のすべての連結成分の頂点数が等しくなる．
以上の議論より，�を頂点の削除に関して遺伝的でかつ同型性判定問題が多項式時間で

解くことができるグラフのクラスとするとき，�に属する任意の非連結グラフ��のグラ
フ再構築問題は，�に属する連結なグラフの再構築問題に����のサイズの多項式時間で
帰着できる．

（証明終）

　

��



第�章 ������ 	
����
� ��
��の再構築
アルゴリズム

本章では，��が連結な �	
��	 �
��	��� �	���である場合について多項式時間再構築ア
ルゴリズムを提案する．

��� 問題の定義
連結な �	
��	 �
��	��� �	��� の再構築問題を以下のように定義する．

定義 ��� 連結な ������ ������	
 ��	�� の再構築問題
入力：頂点数 ��� ��の �個の ������ ������	
 ��	��　��� ��� 


� ��

出力：���� ��� 


� ���を����とする頂点数 �の連結な ������ ������	
 ��	�� ��．
ただし，���� 


� ���を����として持つような連結な ������ ������	
 ��	��が存在
しないときは��を返す．

��� 再構築アルゴリズム
連結な �	
��	 �
��	��� �	���の場合，頂点の挿入に関して以下の定理が成り立つ．

定理 ��� 連結な ������ ������	
 ��	��において，������ ������	
 ��	��の性質を満たすよ
うに挿入することのできる頂点の挿入の仕方は�����通り存在する．

証明 ������ ������	
 ��	��の区間表現中の区間を，��� ��� 


� ����とし，
 � �� �� 


� ��� ��

に対して，区間の左端点を(�
��右端点を)�
�とする．また，区間表現は数直線上 ��� �� 


� ����

�� の各整数上に ��� ��� 


� ����の左端点・右端点が存在し，(�
� �� (�*�，(�
� �� )�*� と
する．このとき，挿入する区間を ��とし，��の左端点を(���，右端点を)���とする．挿
入する区間の左端点(���を数直線上 �
�～���� �� ( �

�
の �刻みにスイープさせる．次に，

下の式を満たす区間 �
，��の左端点をチェックする．

&�)



(��
� + (���� &�

�

(���� � (����

��



このとき，������ ������	
 ��	��の関係から挿入する区間の右端点)�は，)��
� ( �
�～
)������
�の �刻みに挿入することが可能である．左端点の選び方は，��通りであり，そ
れぞれの左端点に対応する右端点の選び方は����通りである．
よって，������ ������	
 ��	��の頂点の挿入は�����通り存在する．

（証明終）

頂点の挿入に関して，ここでは線形個数しかないようにみえるが，実際には挿入可能な場
所が*����箇所あるような �	
��	 �
��	��� �	���が存在する．(�
�と (�
 ( ��の間に区
間 ��の (�を挿入するとき，次の場合を考える．(�
�と (�
 ( ��の間に �

�
� �の)�*�が

挟まっていて，かつ)�
�と)�
 ( ��の間に �
�
� �の (�*�が挟まっている．この場合を考

えると(���の挿入の仕方は �
�
� �通り，)���の挿入の仕方は約 �

�
� �通り存在する（図

�
�参照）．よって，�	
��	 �
��	��� �	���の頂点の挿入の仕方は，*����通りより，少な
くすることができない．

1
2

−n
個

)( 2nO 通り

1
2

−n
個

図 ���� 区間の挿入

��が存在すると仮定する．定理 �
�より区間を挿入して得られる区間表現に対応するグ
ラフは�	
��	 �
��	��� �	���の性質を失わない．つまり定理 �
�では�	
��	 �
��	��� �	���

の可能な頂点の挿入をすべて網羅している．よって，��が存在すると仮定すると，定理
�
�の頂点の挿入で構築されるグラフの中に��が存在することがわかる．よって，入力
のグラフ��� ��� 


� ��と頂点を挿入して得られたグラフの����がすべて同型なら，頂
点を挿入して得られたグラフが��となり構築することができる．アルゴリズムの詳細は
擬似コードとして"����	��� �に示す．

�$



入力されたグラフを区間表現にする線形時間アルゴリズムは存在し �� ，また，入力され
た区間表現からグラフ表現を線形時間で構成するアルゴリズムは自明である．"����	���

�では，頂点の挿入は�����通りである．一般に同型性判定にかかる実行時間は入力サイ
ズの線形時間で計算することができる �� ．しかし，"����	��� �では����の各々のグ
ラフに対して同型性判定を行っているため入力サイズの多項式時間で計算される．以上の
議論より，以下の定理が成り立つ．

定理 ��� ������ ������	
 ��	��には入力サイズの多項式時間で実行可能な再構築アルゴリ
ズムが存在する．

��� 高速アルゴリズム
本節では，"����	��� �より高速なアルゴリズム"����	��� �を提案する．定理 �
�

より，区間を挿入して得られる区間表現に対応するグラフは �	
��	 �
��	��� �	���の性
質を失わない．つまり，定理 �
�は，�	
��	 �
��	��� �	���の可能な頂点の挿入をすべて
網羅している．よって，��が存在すると仮定すると，定理 �
�の頂点の挿入によって構
築されるグラフの中に��が存在することがわかる．ここで，頂点の挿入によって構築さ
れたグラフを��

�とする．"����	��� �は入力の����及び��
�の����を �つのグラフ

とみなし，同型性判定をする．このことにより，"����	��� �より高速なアルゴリズム
"����	��� �を実現することができる．よって入力の����と��

�が同型であれば，��
�

を��とし，出力する．したがって��が存在すれば，��を構築することができる．
次に計算時間について考察する．まず，頂点の挿入について考える．定理 �
�より �頂

点を挿入する選び方は�����通りある．次に����の構築について述べる．����を構築
する計算時間は���	 ( ���時間である� ここで，このアルゴリズムは連結グラフを対象
としているので � � ��	�である� したがって，����の構築にかかる実行時間は���	�

時間である�

最後に，このアルゴリズムの同型性判定について考える．�つの �
��	��� �	��� �� �

���� ���� �� � ���� ���を入力とした場合，�
��	��� �	���の同型性判定にかかる実行時間
は�������( �����(�����( ������時間である �� ．�	
��	 �
��	��� �	���は �
��	��� �	���の
サブクラスである．よって，�
��	��� �	���の同型性判定アルゴリズムは，�	
��	 �
��	���

�	���の同型性判定アルゴリズムに用いることができる．����の頂点数は高々��個であり，
枝数は高々�	本である．よって，����同士の同型性判定にかかる実行時間は����(�	�

時間である．ここで，��を��
�の����とすると，今 � � ��	�であるので入力の����

と��との同型性判定にかかる実行時間は���	�時間である．

定理 ��� ������ ������	
 ��	��には，����	�時間の再構築アルゴリズムが存在する．

��



"����	��� �

#
���� 頂点数 ��� ��の �個の �	
��	 �
��	��� �	��� ��� ��� 


� ��

$������ 頂点数 �の �	
��	 �
��	��� �	��� ��．または，+


�� ��連結なグラフ� ����

����� �� ��の区間表現の �つ
� %��	


� &�� (��� � �
� �� 	���
�

��

� &�� )��� � (��� �� 	���
�

��

� �����に区間 �(���� )��� を挿入
� ��

� �� �����に区間 �(���� )��� を挿入して得られる区間表現に対応するグラフ
$ 	& ��

�が �	
��	 �
��	��� �	���でない ���


� ��
�	
��

� �
�

� �,�� ,�� 


� ,�� � , ���

�� &�� �
�� # � � ���
�� ��

�� ��
�から #を削除

�� �
 �� ��
�から #を取り除いたグラフ

�� 	& �,� � , ���� � ��
と��が同型 � ���
 ,� � &���

�� ���� ���� 
�)�

�� �
�

�$ �
�

�� �� � ��
� , �����
 ��

�� 
�)�

�� �
�

�� �
�

�� �����
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�� �
��
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"����	��� �

#
���� 頂点数 ��� ��の �個の �	
��	 �
��	��� �	��� ��� ��� 


� ��

$������ 頂点数 �の �	
��	 �
��	��� �	��� ��．または，+


�� ��連結なグラフ� ����

� ��入力の����

����� �� ��の区間表現の �つ
� %��	


� &�� (��� � �
� �� 	���
�

��

� &�� )��� � (��� �� 	���
�

��

� �����に区間 �(���� )��� を挿入
� ��

� �� �����に区間 �(���� )��� を挿入して得られる区間表現に対応するグラフ
$ 	& ��

�が �	
��	 �
��	��� �	���でない ���


� ��
�	
��

� �
�

� �� �� ��
�の����
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�� �と��に対して同型性判定
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第�章 ��
�	 ��������� ��
��の再構築
アルゴリズム

本章では，��が連結な��
�	 ��������� ��
��である場合についての多項式時間再構
築アルゴリズムを提案する．

��� 問題の定義
連結な ��
�	 ��������� ��
��の再構築問題を以下のように定義する．

定義 ��� 連結な ��	�� �������
� ��	�� の再構築問題
入力：頂点数 ��� ��の �個の ��	�� �������
� ��	��　��� ��� 


� ��

出力：���� ��� 


� ���を����とする頂点数 �の連結な ��	�� �������
� ��	�� ��．
ただし，���� 


� ���を����として持つような連結な ��	�� �������
� ��	��が存在
しないときは��を返す．

��� 再構築アルゴリズム
まず，グラフ�が連結な ��
�	 ��������� ��
��の場合，以下の定理が成り立つ．

定理 ��� グラフ�が連結な ��
�	 ��������� ��
��ならば，�は少なくとも �つの次
数 �� �の頂点を持つ．

証明 �が少なくとも �つの次数 �� �の頂点を持つならば，必ず定義 �
�の操作 �で終
了し構築されているのは自明である．定義 �
�の操作 �で終了すると仮定する．定義 �
�

の操作 �後に構築されるグラフは非連結グラフであり，��が連結であるという仮定と矛
盾する．よって��が連結な ��
�	 ��������� ��
��ならば，��は少なくとも �回の定
義 �
�の操作 �で終了し構築されたグラフである．したがって，グラフ�が連結な��
�	

��������� ��
��ならば，少なくとも �つの次数 �� �の頂点を持つ．
（証明終）

��



��が存在すると仮定する．��が �つの次数 �� �の頂点を持つ場合を考える．最後の操
作で挿入された頂点を ��とする．��の次数は �� �である．��から����を構築すると，
��以外の頂点を削除した場合は次数�� �の頂点が �つ存在するのは明らかである．また，
��を削除した場合，次数 �� �の頂点の数は �である．次に��が �つの次数 �� �の頂
点を持つ場合を考える．最後の �回の操作 �で挿入された頂点を ��� ��とする．��と ��の
次数は双方とも �� �である．��から����を構築すると，��と ��以外の頂点を削除し
た場合は次数 � � �の頂点が �つ存在するのは明らかである．また，��または ��を削除
したグラフの場合，次数 �� �の頂点の個数は �個である．
次に��が �個の次数 �� �の頂点を持つ場合を考える．�� 
 �
の次数は各々�� �で

ある．��から����を構築すると，�� 
 �
以外の頂点を削除した場合は次数 �� �の頂
点が �個存在するのは明らかである．また，�� 
 �
のどれか �つの頂点を削除した場合，
次数 �� �の頂点の数は �� �個である．つまり，次数 �� �の頂点の個数が �� �個のグ
ラフは，最後の操作 �または操作 �のあとの操作 �で挿入した頂点を取り除いたグラフで
ある．したがって，入力����の中の次数 �� �の頂点の個数は �か � � �のいずれかで
ある．よって，&�
�次数 �� �の頂点の個数 � � � � �であるグラフに定義 �
�の操作 �

を行えば，��を構築することが可能である．
����の各グラフの次数 �� �の頂点の個数を数えるのにかかる実行時間は�����時間

であり，頂点を追加し辺を挿入する操作にかかる実行時間は ����時間である．そして，
同型性判定にかかる実行時間は����� ��	���
�� �	����は �
��	��� �	����のサブクラスで
あるので �
�節より，���	�時間である．
よって以上の議論より，以下の定理が成り立つ．

定理 ��� ��
�	 ��������� ��
��には，���	�時間の再構築アルゴリズムが存在する．

詳細は擬似コードとして"����	��� �に示す．
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"����	��� �

#
���� 頂点数 ��� ��の �個の ����� ��	���
�� �	��� ��� ��� 


� ��

$������ 頂点数 �の ����� ��	���
�� �	��� ��．または，+


� %��	


� -� �� ����の各グラフ��の次数 ��� ��の頂点の個数
� �� �� &�
����� -�であるグラフ� ����

� ��に頂点 �を追加
� �� �� ��に頂点 �を追加して得られるグラフ
$ �� � �� �� � ��

� &�� �� � � � ���


� � � � � � ���� #�

� �
�

�� �� �� ��の����

�� �と��に対して同型性判定
�� 	& �と��が同型である ���


�� �� � �� , �����
 ��

�� ����
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�$ �
�
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第�章 まとめ

本研究では，連結な ������ ������	
 ��	��と ��	�� �������
� ��	��の多項式時間再構築
アルゴリズムを提案した．�を頂点の削除に関して遺伝的でかつ同型性判定問題が多項式
時間で解くことができるグラフのクラスとするとき，�に属する任意の非連結グラフ��

のグラフ再構築問題は，�に属する連結なグラフの再構築問題に多項式時間で帰着できる
ことも示した．
今後の課題として，同型性判定が多項式時間で可能である ������	
 ��	��の多項式時間

再構築アルゴリズムの開発と ����	�����������	�� ��	��の多項式時間再構築アルゴリズム
の開発があげられる．
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