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第1章 はじめに

1.1 背景
部分構造論理とは古典論理や直観主義論理から構造規則のうちの一部あるいは全部を

取り除いた論理である.このような体系において,どのような論理的性質が成り立ち,また,

どのような論理的性質が成り立たないのかを検討することは,それぞれの構造規則と論理
的性質の間の関係を明らかにする手段として非常に有効である.

このような研究を展開する際の方法としては証明論的手法と代数的手法がある.本研究
では主として前者を sequent計算に対して適用し,また involutiveな部分構造論理,すなわ
ち二重否定の公理を満たす部分構造論理を研究対象とする.

この研究の目的は,与えられた論理に二重否定の公理を付け加えたとき, どの性質が保
たれるのか,またどのようにその論理的性質が変化するかを明らかにすることである.

本研究では cut-freeな部分構造論理の sequent計算にもとづき、証明論的方法で研究を
進める。commutativeな部分構造論理の場合、両辺に複数の論理式を許す sequent(LK型
の sequent)を用いることにより involutiveな論理の sequent計算を導入することができる。
このような sequent計算で cut除去定理が成り立つものを利用して、上記の研究を進める。
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1.2 本論文の構成
本論文の構成について述べる.第２章では sequent計算の基本的な体系である LK及び

LJについて述べる. その後,部分構造論理の基本的な体系である FLについて述べる.第 3

章では部分構造論理間の translationを論じる上で重要な結果であるPositive fragmentsに
ついて述べる.第４章ではKolmogorovの定理およびその拡張について証明を行い解説す
る.第５章ではGlivenkoの定理とそれを一般化した結果について証明を行い解説する.
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第2章 部分構造論理とsequent計算の
体系

sequent計算の基本的な体系であるLK及びLJについて説明する. その後,部分構造論
理の基本的な体系である FLについて説明する.

2.1 古典命題論理LKと直観主義命題論理LJ

2.1.1 LK, LJの論理式

LKと LJ の論理結合子として次のようなものを使う:

∧(conjunction), ∨(disjunction), →(implication), ¬(negation).

これらの論理結合子を使って次のように論理式が定義される

Definition 1. 論理式を次のように帰納的に定義する.

1. それぞれの命題変数は論理式である.

2. A, Bがともに論理式ならば,

(A ∧ B), (A ∨ B), (A → B), (¬A)

はいずれも論理式である.

2.1.2 古典命題論理LKの体系

LKの sequent計算における基本的な表現である式 (sequent)とは, Aj, Bjを論理式とし
たとき

A1, · · ·, Am =⇒ B1, · · ·, Bn

という形をした表現である.ただし, m, nは 0でもよい.

LKで公理に相当する始式 (initial sequent)は

A ⇒ A

3



という形の式である.

また,推論規則は一般に

S
S1 または

S1 S2

S

という形をしている.ここで, S1, S2およびSは式である.上の推論規則を Iとするとき, S1

および S2は Iの上式, Sは Iの下式といわれる.以下では有限個 (0個でもよい)の論理式
をコンマで区切った列を表すのに, Γ, ∆等のギリシャ語の大文字を使うことにする. LK

の推論規則を以下にあげる.

LKの推論規則

構造に関する推論規則 (Structural rule)

Weakening rule:

Γ, Σ ⇒ ∆
Γ, A, Σ ⇒ ∆

(w左)
Γ ⇒ Λ, Θ

Γ ⇒ Λ, A, Θ
(w右)

Contraction rule:

Γ, A,A, Σ ⇒ ∆
Γ, A, Σ ⇒ ∆

(c左)
Γ ⇒ Λ, A,A, Θ
Γ ⇒ Λ, A, Θ

(c右)

Exchange rule:

Γ, A,B, Σ ⇒ ∆
Γ, B,A, Σ ⇒ ∆

(e左)
Γ ⇒ Λ, A,B, Θ
Γ ⇒ Λ, B,A, Θ

(e右)

Cut rule:

Γ ⇒ A, Θ Σ, A, Π ⇒ ∆
Σ, Γ, Π ⇒ ∆, Θ

(cut)
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論理結合子に関する推論規則 (Rule for logical connective)

Γ, A, Σ ⇒ ∆
Γ, A ∧ B, Σ ⇒ ∆

(∧左 1)
Γ, B, Σ ⇒ ∆

Γ, A ∧ B, Σ ⇒ ∆
(∧左 2)

Γ ⇒ Λ, A, Θ Γ ⇒ Λ, B, Θ
Γ ⇒ Λ, A ∧ B, Θ

(∧右)

Γ, A, Σ ⇒ ∆ Γ, B, Σ ⇒ ∆
Γ, A ∨ B, Σ ⇒ ∆

(∨左)

Γ ⇒ Λ, A, Θ
Γ ⇒ Λ, A ∨ B, Θ

(∨右 1)
Γ ⇒ Λ, B, Θ

Γ ⇒ Λ, A ∨ B, Θ
(∨右 2)

Γ ⇒ A, Θ Π, B, Σ ⇒ ∆
Π, A→B, Γ, Σ ⇒ ∆, Θ

(→左)
Γ, A ⇒ B, Θ
Γ ⇒ A→B, Θ

(→右)

Γ ⇒ A, Θ
Γ,¬A ⇒ Θ

(¬左)
Γ, A ⇒ Θ

Γ ⇒ ¬A, Θ
(¬右)

2.1.3 直観主義命題論理LJの体系

直観主義命題論理 LJ の sequent計算の体系では

A1, · · ·, Am =⇒ B (ただし, mは 0でもよく, Bは空でもよい.)

という形の sequentを考える.

LJ の公理に相当する始式は LKのときと同様に

A ⇒ A
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という形の式である.LJ の推論規則はLKのそれらをΛ, Θを空列, ∆を一つの論理式ま
たは空な列に制限することにより得られる. すなわち,推論規則は以下のように与えられ
る.ただし, Dは空であってもよい.

LJの推論規則

構造に関する推論規則 (Structural rule)

Weakening rule:

Γ, Σ ⇒ D
Γ, A, Σ ⇒ D

(w左) Γ ⇒
Γ ⇒ A

(w右)

Contraction rule:

Γ, A,A, Σ ⇒ D
Γ, A, Σ ⇒ D

(c左)

Exchange rule:

Γ, A,B, Σ ⇒ D
Γ, B,A, Σ ⇒ D

(e左)

Cut rule:

Γ ⇒ A Σ, A, Π ⇒ D
Σ, Γ, Π ⇒ D

(cut)

論理結合子に関する推論規則 (Rule for logical connective)

Γ, A, Σ ⇒ D
Γ, A ∧ B, Σ ⇒ D

(∧左 1)
Γ, B, Σ ⇒ D

Γ, A ∧ B, Σ ⇒ D
(∧左 2)

Γ ⇒ A Γ ⇒ B
Γ ⇒ A ∧ B

(∧右)
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Γ, A, Σ ⇒ D Γ, B, Σ ⇒ D
Γ, A ∨ B, Σ ⇒ D

(∨左)

Γ ⇒ A
Γ ⇒ A ∨ B

(∨右 1) Γ ⇒ B
Γ ⇒ A ∨ B

(∨右 2)

Γ ⇒ A Π, B, Σ ⇒ D
Π, A→B, Γ, Σ ⇒ D

(→左)
Γ, A ⇒ B
Γ ⇒ A→B

(→右)

Γ ⇒ A
¬A, Γ ⇒ (¬左)

Γ, A ⇒
Γ ⇒ ¬A

(¬右)

このようにLJの体系では式の右辺が高々一つの論理式に限られるので, LKの推論規則
の (e右)及び (c右)に対応する規則は存在しない.

2.1.4 証明図

始式から出発し,それに推論規則を次々と適用していく過程をすべて記述したものを
LK(または LJ)の証明図という.そして,証明図の一番下にある式をその証明図の終式と
いう.

Definition 2. (証明図とその終式)

証明図及びその証明図の終式を帰納的に定義する.

1. 始式はそれだけで証明図であり,その証明図の終式はその始式自身である.

2. P1(および P2)はそれぞれ S1(および S2)を終式とする証明図とする.さらに,

S1

S または
S1 S2

S

が, LK(または LJ)の推論規則の一つであれば.

P1

S または
P1 P2

S
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は証明図であり,その終式は Sである.

また,式Sを終式とするような証明図が存在するときには, SはLK(またはLJ)で証明可
能である (provable)という.また,そのような証明図をSの証明図,またはSに到る証明図と
いう. 式⇒ Aが証明可能であるとき論理式AがLK(またはLJ)で証明可能であるという.

本論文では今後,例えばLK(またはLJ)で証明可能であるときLK ` ⇒ A (LJ ` ⇒ A)

と書くことがある.さらに, A → B かつ B → Aが LK(または LJ)で証明可能のとき,

LK(または LJ)においてAはBと論理的に同値であるという.

2.2 cut除去定理とその帰結
cut除去定理はG.Gentzenによりはじめて証明された.この定理は「sequent計算におい

て,証明可能な論理式は, cutを用いずに証明可能である」ことを主張している.この定理
の証明は,ある cutを含む証明図が与えられたとき,一つ一つの cutに対しその証明図を変
形する具体的な方法を示し,さらにこの変形を繰り返すことにより有限のステップですべ
ての cutが取り除かれることからなる. ここでは cut除去定理の証明は行わず,この定理を
用いた証明の例を挙げる. さらにこの cut除去定理から導かれるいくつかの有用な結果に
ついて述べる.

2.2.1 LKおよびLJの cut除去定理

Theorem 1. (LKの cut除去定理)

sequent Γ ⇒ ∆が LKで provableならば, Γ ⇒ ∆ に到る LKの証明図で cutを一度も
用いないものが存在する.(∆は空でもよい)

Theorem 2. (LJの cut除去定理)

sequent Γ ⇒ Aが LJで provableならば, Γ ⇒ A に到る LJの証明図で cutを一度も用
いないものが存在する.(Aは空でもよい)

Example 1. (cut除去定理の例)

1. ⇒ (A→B) ∨ (B→A)に到る cutを含む証明図の例を示す.

まず,A ∨ ¬A ⇒ (A→B) ∨ (B→A)を証明する.

A ⇒ A
B,A ⇒ A

(w左)

A ⇒ B→A
(→右)

A ⇒ (A→B) ∨ (B→A)
(∨右 2)

A ⇒ A
A,¬A ⇒ (¬左)

A,¬A ⇒ B
(w右)

¬A ⇒ A→B
(→右)

¬A ⇒ (A→B) ∨ (B→A)
(∨右 1)

A ∨ ¬A ⇒ (A→B) ∨ (B→A)
(∨左)
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ここで, ⇒ A ∨ ¬Aは次のように証明されるから,

A ⇒ A
⇒ ¬A,A

(¬右)

⇒ A ∨ ¬A,A
(∨右 2)

⇒ A ∨ ¬A,A ∨ ¬A
(∨右 1)

⇒ A ∨ ¬A
(c右)

これら二つの証明図を用い,次のように cutを適用すると求める証明図が得られる.

⇒ A ∨ ¬A A ∨ ¬A ⇒ (A→B) ∨ (B→A)

⇒ (A→B) ∨ (B→A)
(cut)

2. ⇒ (A→B) ∨ (B→A)に到る cutなしの証明図の例を示す.

A ⇒ A
A ⇒ A,B

(w右)

⇒ A,A→B
(→右)

B ⇒ A, A→B
(w左)

⇒ B→A,A→B
(→右)

⇒ (A→B) ∨ (B→A), A→B
(∨右 2)

⇒ (A→B) ∨ (B→A), (A→B) ∨ (B→A)
(∨右 1)

⇒ (A→B) ∨ (B→A)
(c右)

2.2.2 subformula property

Theorem 3. (subformula property)

Pを sequent Γ ⇒ ∆に到る証明図とする.このとき, Pに現われるどの論理式も, sequent

Γ ⇒ ∆に現われるどれかの論理式の部分論理式になっている.

実際に, cut以外のどの推論規則を取ってみても,もしある論理式Aが上式に現われるな
らば, Aは下式の中のある論理式の部分論理式になっていることがわかる. このことから
上の定理が導かれるのである.一方, cut

Γ ⇒ A, Θ Σ, A, Π ⇒ ∆
Σ, Γ, Π ⇒ ∆, Θ

(cut)
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においては,一般に cutで消去される論理式Aが下式のどこかに部分論理式として現われ
る保証はない.実際にExample 1の 1.では,論理式A ∨ ¬Aは終式の部分論理式になって
いない.

Theorem 3から,次のことが容易に導かれる.

Corollary 1.

Pを sequent Γ ⇒ ∆に到る cutなしの証明図とすると, Pの中で論理結合子 ∗に関する
推論規則が少なくとも一度用いられるならば, ∗は必ず Γ ⇒ ∆の中に現われる.(ただし,

∗は ∧, ∨, →, ¬のどれかを表すものとする.)

2.2.3 disjunction property

LJ に対する cut除去定理を用いると次の基本的な結果が得られる.

Theorem 4. (disjunction property)

LJ ` ⇒ A ∨ Bならば,LJ ` ⇒ AまたはLJ ` ⇒ B が成り立つ.

実際に, ⇒ A∨Bに到るLJの cutのない証明図において最後に適用された推論規則を
I とすると, I は (w右)か (∨右)のいずれか以外にはあり得ない. (w右)の場合には I の
上式は ⇒ となるが,これはトートロジーではないから矛盾する. したがって Iは (∨右)

である.すると Iの上式は ⇒ Aまたは ⇒ Bでなければならない.

これに対し, LKの場合には Iが (c右)である場合が起こりうるので,この証明は適用で
きない. 実際に ⇒ p∨¬pはLKで証明可能だが, ⇒ pも ⇒ ¬pも証明可能でないので,

古典論理では disjunction propertyは成り立たない.

2.2.4 決定可能性 (decidability)

任意の形式体系で定義された任意の論理式が,この体系で証明可能であるか否かを有限
回の手順で判定する具体的な手続きを決定手続き (decision procedure)といい,また手続き
が存在するとき,この体系は決定可能である (decidable)という.

LKと LJ の cut除去定理を用いると,次のように強い形での決定可能性が導かれる.こ
こではその証明は述べない.詳細については文献 [7]を参考にしてほしい.

Theorem 5. (古典命題論理 LKの決定可能性)

sequent Γ ⇒ ∆が古典命題論理の形式体系LKで証明可能か否かを判定し, Γ ⇒ ∆が証
明可能であるときには Γ ⇒ ∆に到る cutなしの証明図を構成するような有限の手続きが
存在する.

Theorem 6. (直観主義命題論理 LJの決定可能性)

sequent Γ ⇒ Aが直観主義命題論理の形式体系 LJで証明可能か否かを判定し, Γ ⇒ A

が証明可能であるときには Γ ⇒ Aに到る cutなしの証明図を構成するような有限の手続
きが存在する.
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2.3 部分構造論理の sequent計算
部分構造論理の中の基本的な体系であるFLは簡単に言えばLJから構造に関する推論

規則をすべて除いた体系である.また, LKから構造に関する推論規則をすべて除いた体系
を CFLという.さらに, FLに二重否定の公理 (involution) ¬¬α ⇒ α を付け加えた体系
を InFLという.ここでは,これらの部分構造論理の体系の性質を LK, LJ の体系との比
較に基づいて説明する.

ただし, exchange ruleを持たない体系では implicationや negationが二種類必要になる.

そこで記述があまり複雑になることを避けるため,今後本研究で扱う部分構造論理の体系は
exchage ruleを含む体系に限定して議論する.すなわち FL, CFL, InFLに exchange rule

を付け加えた体系を,以下ではFLe, CFLe, InFLeと表す. CFLeはMALL(multiplicative

additive linear logic), また FLeは intuitionistic linear logicともよばれる.

2.3.1 命題定数とweakening

ここではまず,命題定数の>, ⊥や 1, 0の始式と推論規則を導入する.そしてそれらが
構造に関する推論規則weakeningとどのように関係するかについて述べる.

LKでは

1. Γ ⇒ >

2. Γ,⊥, Σ ⇒ ∆

LJ では

1’. Γ ⇒ >

2’. Γ,⊥, Σ ⇒ D

これらの始式 1と 1’によって

論理式Aが証明可能⇐⇒ Aは論理的に>と同値

ということができる.実際, A → >は 1及び 1’より明らかにいえる. 他方, > → Aを示す
には次のようにweakeningが必要になる.

⇒ A
> ⇒ A

(w左)

⇒ > → A
(→右)

同様に,左下の証明図が示す様に ¬AがA → ⊥と論理的に同値であることを示すには
weakeningが必要になる.

A ⇒ A
¬A,A ⇒ (¬左)

¬A,A ⇒ ⊥ (w右)

¬A ⇒ A → ⊥ (→右)

A ⇒ A ⊥ ⇒
A → ⊥, A ⇒ (→左)

A → ⊥ ⇒ ¬A
(¬右)
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weakeningの持たない論理で,これらの定数>, ⊥と同じ役割を果たすように命題定数
1, 0を導入し,さらに次の始式と推論規則を仮定する.

3. ⇒ 1

4. 0 ⇒

さらに推論規則として, CFLeでは

Γ ⇒ ∆
1, Γ ⇒ ∆

(1w) Γ ⇒ Λ
Γ ⇒ 0, Λ

(0w)

を仮定する. FLeおよび InFLeの場合は sequentの右辺の制限により,

Γ ⇒ D
1, Γ ⇒ D

(1w) Γ ⇒
Γ ⇒ 0

(0w)

という形になる.これらの始式と推論規則は,証明可能な論理式の中で 1が最弱の論理式で
あり,また矛盾が証明可能な論理式,すなわち式 A ⇒ が証明可能となるような論理式A

の内では 0が最強のものであるということを表している.さらに, ¬AがA → 0と論理的
に同値であるということを次の様に示すことができる.

A ⇒ A
¬A,A ⇒ (¬左)

¬A,A ⇒ 0
(0w)

¬A ⇒ A → 0
(¬右)

A ⇒ A 0 ⇒
A → 0, A ⇒ (→左)

A → 0 ⇒ ¬A
(¬右)

2.3.2 multiplicative conjunction(fusion)

ここではmultiplicative conjunction(fusion)という論理結合子についての推論規則を導
入し, その論理結合子が sequentの右辺の formulaの列の中に現れるコンマと同等である
ことを示す. まず,

LK ` A1, · · ·, Am ⇒ B1, · · ·, Bn ⇐⇒ LK ` A1 ∧ · · · ∧ Am ⇒ B1 ∨ · · · ∨ Bn

が成り立つことは次のようにして確かめられる.
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Proof.

(=⇒)の証明.

LK ` A1, · · ·, Am ⇒ B1, · · ·, Bnを仮定する.すると, A1, · · ·, Am ⇒ B1, · · ·, Bnを終式と
する LKの証明図が存在するから, この証明図の下に次のような推論を付け加えることに
より, A1 ∧ · · · ∧ Am ⇒ B1 ∨ · · · ∨ Bnに到る証明図を得ることができる.

....
A1, · · ·, Am ⇒ B1, · · ·, Bn

A1 ∧ · · · ∧ Am, · · ·, A1 ∧ · · · ∧ Am ⇒ B1, · · ·, Bn
(∧左)をm回

A1 ∧ · · · ∧ Am ⇒ B1, · · ·, Bn
(c左)をm − 1回

A1 ∧ · · · ∧ Am ⇒ B1 ∨ · · · ∨ Bn, · · ·, B1 ∨ · · · ∨ Bn
(∨右)を n回

A1 ∧ · · · ∧ Am ⇒ B1 ∨ · · · ∨ Bn
(c右)を n − 1回

(⇐=)の証明.

まず,

A1 ⇒ A1

A1, · · ·, Am ⇒ A1
(w左)をm − 1回

A2 ⇒ A2

A1, · · ·, Am ⇒ A2
(w左)をm − 1回

....
A1, · · ·, Am ⇒ A3 ∧ · · · ∧ Am

A1, · · ·, Am ⇒ A2 ∧ · · · ∧ Am
(∧右)

A1, · · ·, Am ⇒ A1 ∧ · · · ∧ Am
(∧右)

より, LK ` A1, · · ·, Am ⇒ A1 ∧ · · · ∧ Am . · · ·(a)

同様にして, LK ` B1 ∨ · · · ∨ Bn ⇒ B1, · · ·, Bn . · · ·(b)
(a),(b)より,

....
A1, · · ·, Am ⇒ A1 ∧ · · · ∧ Am

....
B1 ∨ · · · ∨ Bn ⇒ B1, · · ·, Bn

(A1 ∧ · · · ∧ Am)→(B1 ∨ · · · ∨ Bn), A1, · · ·, Am ⇒ B1, · · ·, Bn
(→左)

よって, LK ` (A1 ∧ · · · ∧ Am)→(B1 ∨ · · · ∨ Bn), A1, · · ·, Am ⇒ B1, · · ·, Bn .

次に ⇒ (A1 ∧ · · · ∧Am)→(B1 ∨ · · · ∨Bn)を cut formulaとし,上の式と cutを適用すると,

....
A1 ∧ · · · ∧ Am ⇒ B1 ∨ · · · ∨ Bn

⇒ (A1 ∧ · · · ∧ Am)→(B1 ∨ · · · ∨ Bn)
(→右)

....
(A1 ∧ · · · ∧ Am)→(B1 ∨ · · · ∨ Bn), A1, · · ·, Am ⇒ B1, · · ·, Bn

A1, · · ·, Am ⇒ B1, · · ·, Bn
(cut)
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となり, LK ` A1, · · ·, Am ⇒ B1, · · ·, Bn . Q.E.D

このように連続して現れるコンマは,左辺ならば conjunction,右辺ならば disjunctionを
意味していることが分かるが,上の証明では推論規則にweakening規則と contraction規則
を必要とした.つまりweakeningと contractionの少なくとも一方を持たない部分構造論理
の体系ではコンマが conjunctionや disjunctionを意味しているとは限らない.

ここで, LJのように sequentの右辺の formulaの列を高々一つに制限した部分構造論理
の体系を考えると, sequentの左辺のコンマを表現するため論理結合子 •を導入し,さらに
•についての次の推論規則を付け加える.論理結合子 •はmultiplicative conjunctionまた
は fusionという.

Γ, A,B, Σ ⇒ C
Γ, A • B, Σ ⇒ C

(•左) Γ ⇒ A Σ ⇒ B
Γ, Σ ⇒ A • B

(•右)

この推論規則を使うと,

A1, · · ·, Am ⇒ B が provable ⇐⇒ A1 • · · · • Am ⇒ B が provable

を容易に示すことができる.

2.3.3 部分構造論理の体系CFLeと体系 InFLe

ここで部分構造論理の体系CFLeと体系 InFLeの定義を与える.

Definition 3. (体系CFLe)

古典命題論理の体系 LKから exchange rule以外のすべての構造規則を取り除き定数 1, 0

に関する始式と推論規則, fusionに関する推論規則を付け加えた体系をCFLeという.

Definition 4. (体系 FLeおよび InFLe)

直観主義命題論理の体系LJから exchange rule以外のすべての構造規則を取り除き定数 1,

0に関する始式と推論規則, fusionに関する推論規則を付け加えた体系を FLeとする.FLe

にさらに二重否定の公理 (involution) ¬¬A ⇒ A を付け加えた体系を InFLeという.

2.3.4 CFLexと InFLexの同値性

ここではCFLexと InFLexの同値性を示す.(ただし, xは cかwまたは cw)

CFLeと InFLeの場合
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(1) CFLeで ¬¬A ⇒ Aが証明できること. また FLeの始式と推論規則は, CFLeの始
式,推論規則になっている.

したがって

InFLe ` Γ ⇒ A ならば CFLe ` Γ ⇒ A

(2) 証明図の長さに関する帰納法により,

CFLe ` Γ ⇒ ∆ ならば InFLe ` ¬∆, Γ ⇒

とくに,

CFLe ` Γ ⇒ A

ならば, ¬A, Γ ⇒ .したがって,

InFLe ` Γ ⇒ ¬¬A

となる.よって, ¬¬A ⇒ Aと cutをとれば,

InFLe ` Γ ⇒ A

よって, CFLeおよび InFLeの sequentを Γ ⇒ Aといった形 (sequentの右辺の formula

の列を高々一つに制限) で考えればCFLexと InFLexは同値である.

2.3.5 様々な部分構造論理の体系

体系CFLeおよび体系 (In)FLeにいくつかの推論規則を付け加えることにより,部分構
造論理の基本的な体系を定義することができる.それらは contraction rule, weakening rule

の頭文字をそれぞれとりCFLe, (In)FLeに付けてその論理の構造規則の有無を表わす.

以下にCFLeと (In)FLeにいくつかの構造規則を付けた部分構造論理の体系を挙げる.

CFLeを基本とした部分構造論理の体系

CFLew = CFLe + weakening

CFLec = CFLe + contraction

CFLec + dist. = CFLe + contraction +分配則 · · · 適切論理 (relevant logic)

CFLecw = CFLe + contraction + weakening · · · LKと同等になる
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FLeを基本とした部分構造論理の体系

FLew = FLe + weakening · · · BCK論理

FLec = FLe + contraction

FLecw = FLe + contraction + weakening · · · LJ と同等になる

InFLeを基本とした部分構造論理の体系

InFLew = InFLe + weakening

InFLec = InFLe + contraction

InFLecw = InFLe + contraction + weakening · · · LKと同等になる

ところで,これらの部分構造論理の体系で以下の定理が成り立つことが判っている.

Theorem 7.

FLe, FLew, FLec, FLecw, CFLe, CFLew, CFLecwで cut除去定理が成り立つ.
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第3章 Positive fragments

部分構造論理間の translationを研究する上で重要な結果である positive fragmentにつ
いて述べる. この結果を通じて,いかに否定 (negation)が部分構造論理間の translationに
関係しているかということを考察する.

以下に positive fragmentおよび, positive formulaの定義を述べる.

Definition 5. (positive formula)

論理式 ϕが ¬を一つを含まない (定数 0も)とき, ϕを positive formulaという.

Definition 6. (Positive fragments)

logic Lに対し, L+は Lで証明可能な positive formula全体の集合を表わし, L+ を Lの
positive fragmentという.

3.1 Peirceの法則
ここでは Peirceの法則について述べる.この Peirceの法則は positive fragmentを論

じる上で重要な結果であるが,具体的にどのように関連しているのかということは後に述
べる.

Definition 7. (Peirceの法則)

⇒ ((p→q)→p)→p

この Peirceの法則は LK では provableだが, LJ では provableでない.しかし,これ
は当然である. そもそも直観主義論理は古典論理から Peirceの法則をはじめ,二重否定
(¬¬A ⇒ A), 排中律 ( ⇒ A ∨ ¬A)などのいわゆる『不自然な推論法則』を取り除いた論
理として導入されたからだ.

以下では LK+で Peirceの法則の証明を行う.

p ⇒ p
p ⇒ q, p (w右)

⇒ p→q, p (→右) p ⇒ p

(p→q)→p ⇒ p, p
(→左)

(p→q)→p ⇒ p
(c右)

⇒ ((p→q)→p)→p
(→右)
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よって LK+で Peirceの法則は provable.

次にLJ+でPeirceの法則が証明できないことを背理法により示そう. いま ⇒ ((p→q)→p)→p

がLJ+で証明できたとする.この sequentにおいて qとして0をとると, ⇒ ((p→0)→p)→p

となり,さらに ¬p ≡ p→0 より ⇒ (¬p→p)→p . · · · (a)

ところで LJ で ¬¬p ⇒ ¬p→pおよび ¬p→p ⇒ ¬¬pが下記のように provable.

p ⇒ p
¬p, p ⇒ (¬左)

¬p ⇒ ¬p (¬右)

¬¬p,¬p ⇒ (¬左)

¬¬p,¬p ⇒ p (w右)

¬¬p ⇒ ¬p→p (→右)

p ⇒ p
¬p, p ⇒ (¬左)

¬p ⇒ ¬p (¬右) p→p
¬p,¬p→p ⇒ p (→左)

¬p,¬p,¬p→p ⇒ (¬左)

¬p,¬p→p ⇒ (c左)

¬p→p ⇒ ¬¬p (¬右)

したがって ¬p→p ≡ ¬¬pが成り立つ.すると, (a)の (¬p→p)を ¬¬pで置き換えると,

⇒ ¬¬p→pつまり ¬¬p ⇒ pとなり二重否定 (involution) が導かれる.

すると論理体系は LJ ではなく LKになってしまい矛盾する.よって LJ+で Peirceの
法則は provableでない.

以上から, LKと LJ の positive fragmentは異なることがわかる.

ところが次の二つの Theoremに示されるように CFLew と FLew, CFLeと FLeの
positive fragmentは一致する.

Theorem 8. CFLew+ ` Γ ⇒ α iff FLew+ ` Γ ⇒ α

Theorem 9. CFLe+ ` Γ ⇒ α iff FLe+ ` Γ ⇒ α

3.2 Theorem 8の証明
Proof.

次に示すようにTheorem 8の右辺から左辺は明らかに導かれる.

FLew+の ruleは全てCFLew+の ruleの特別な場合である.よってΓ ⇒ αのFLew+で
の証明図はCFLew+の証明図となる.

次にTheorem 8の左辺から右辺を導く.
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CFLew ` Γ ⇒ αならば CFLew で cut除去定理が成り立つ.したがって CFLew で
Γ ⇒ αに到る cutなしの証明図Πが存在する.ここで, Πの中の sequentをΣ ⇒ ∆とする.

....
Σ ⇒ ∆

....
Γ ⇒ α

 Π

subformula propertyにより 0の ruleが使われたとすると, 0は終式 Γ ⇒ α に現われる
はずである.しかし Γ, αは positive formulaなので矛盾する. したがって 0の ruleは使わ
れていない.

ここで適用できる始式と推論規則を整理すると,

• 始式 β ⇒ β , ⇒ 1

• 構造に関する推論規則 Exchange左右,Weakening左右

• 論理結合子に関する推論規則 ¬を除く全て (fusion規則を含む)

Πの証明の長さに関する帰納法により,以下のように示せる.

(1) 下式の右辺の formulaの数が上式のそれらより減る ruleはない.(なぜなら ¬と con-

tractionの ruleがないから).

(2) (1)と始式の形より, ∆は空にはならない.

(3) 終式 Γ ⇒ αの右辺の formulaの数は一つである.したがって Πのどこかで右辺の
formulaの数がいったん二つになったら (1)よりその終式の右辺の formulaの数が一
つになることはない.したがって sequent Σ ⇒ ∆の∆は一つの formula γであり,こ
の sequentはΣ ⇒ γの形である.

....
Σ ⇒ γ

....
Γ ⇒ α

 Π

以上から, (w右)と (e右)の ruleも適用できないことがわかる.したがってΠはFLew+の
証明図とみなすことができる.
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よってTheorem 8の左辺から右辺が導かれた.

したがってTheorem 8は成り立つ.

Q.E.D

3.3 Theorem 9の証明
Theorem 9の証明はTheorem 8と同様にできる. ここではTheorem 8の証明と異なる

ところのみ述べる. 次に示すようにTheorem 9の右辺から左辺は明らかに導かれる.

FLe+の ruleは全て CFLe+の ruleの特別な場合である.よって Γ′ ⇒ α′の FLe+での
証明図はCFLe+の証明図となる.

次にTheorem 9の左辺から右辺を導く.

....
Σ′ ⇒ ∆′

....

Γ′ ⇒ α′

 Π′

(1’) Theorem 8と同様,下式の右辺の formulaの数が上式のそれらより減る ruleはない.

(2’) (1’)と始式の形より, ∆′は空にはならない.

(3’) 終式 Γ′ ⇒ α′の右辺の formulaの数は一つである.したがってΠ′のどこかで右辺の
formulaの数がいったん二つになったら (1)’よりその終式の右辺の formulaの数が一
つになることはない.したがって sequent Σ′ ⇒ ∆′の∆′は一つの formula γ′であり,

この sequentはΣ′ ⇒ γ′の形である.

....
Σ′ ⇒ γ′

....

Γ′ ⇒ α′

 Π′

以上から, (e右)の ruleも適用できないことがわかる.さらに,体系CFLe+なのでweakening

の ruleも無い. したがってΠ′は FLe+の証明図と見なすことができる.

よってTheorem 9の左辺から右辺が導かれた.

したがってTheorem 9は成り立つ.
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3.4 Positive fragmentsとcontraction rule

以上から Theorem 8と Theorem 9は成り立つことを示せたが, 最初に述べたようにこ
の関係は LK+(CFLecw+)と LJ+(FLecw+)の間では成り立たない.

ここでLK+でPeirceの法則を証明したところを振り返ると,証明図の中で (c右)の rule

が適用されている.

Theorem 8とTheorem 9の証明を見てもわかるように, CFLew(FLew)とCFLe(FLe)

は共に contractionの ruleが無いのでこれらの部分構造論理間の体系では成り立つ.つま
り (c右)の ruleが positive fragmentが成り立つかどうかを左右する要因となっているこ
とがわかった.

3.5 ¬が translationに与える影響
本章では ¬, 0を含まない sequentを持つ論理 (Positive fragments)について考察した.

これらの結果より, (c右)の ruleを持たない同士の部分構造論理の体系に関して, ¬, 0を
認めなければこの体系同士に違いは無いことがわかった. したがって, ¬が後の章に述べ
る translationに対して重要な役割を持っていることがわかる.
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第4章 Kolmogorovの定理およびその
応用

ここではコルモゴロフ (A.N.Kolmogorov)によって示されたKolmogorovの定理 (The

Kolmogorov-style translation) とそれを部分構造論理間への translationへと拡張した結
果を実際に証明を与えることにより解説する (松田 [4]参照).

さらにこれらの結果に基づいて新しく導入した translation Sを示す.

その上で, Kolmogorovの定理とよく似たゲーデル変換 (The Gödel translation)につい
ても解説し, 対比して相違点などを探る.

4.1 Kolmogorovの定理
ここで示すのはもともとのKolmogorovの定理である.

Definition 8. (The Kolmogorov-style translation)

(古典論理の)各論理式Cに対し,論理式 T (C)を次のように帰納的に定義する.

T (⊥) := ¬¬⊥
T (>) := >
T (p) := ¬¬p (pは命題変数)

T (A ∧ B) := ¬¬(T (A) ∧ T (B))

T (A→B) := ¬¬(T (A)→T (B))

T (A ∨ B) := ¬(¬T (A) ∧ ¬T (B))

T (¬A) := ¬T (A)

次の結果はKolmogorovの定理として知られている. 例えば, LJで¬¬(T (A)∧T (B)) ⇒ T (D)

が証明可能ならば LKでA ∧ B ⇒ Dが成り立つことを示している. ここでは sequent計
算を用いて,次のことを示す.

Theorem 10.

古典論理でAが証明可能となる必要十分条件は,直観主義論理で T (A)が証明可能となる
ことである.

LJ ` T (Γ) ⇒ T (D) iff LK ` Γ ⇒ D

ここで Γを空, DをAとすれば求める結果が得られる.

以下ではこのTheorem 10のを証明を与える.
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4.1.1 Theorem 10の左辺から右辺を導く

まず, Theorem 10の左辺から右辺を導く前に,次の二つの Lemma 1, Lemma 2を証
明する.

Lemma 1.

LJ ` T (Γ) ⇒ T (D) ならば LK ` T (Γ) ⇒ T (D)

LKは LJより強い体系なのでこの Lemma 1は,明らかに成り立つ.

以下では体系 Lで sequent A ⇒ BおよびB ⇒ Aがともに証明可能であることを
L ` A ⇔ Bと表わす.

Lemma 2.

LK ` D ⇔ T (D)

この Lemma 2をDの構成に関する帰納法で証明する.

1). Dが>のとき
T (D) := Dなので明らかに成り立つ.

2). Dが⊥のとき
T (D) := ¬¬D = Dなので明らかに成り立つ.

3). Dが p(命題変数)のとき

p ⇒ p
¬p, p ⇒ (¬左)

p,¬p ⇒ (e左)

p ⇒ ¬¬p (¬右)

p ⇒ p
⇒ ¬p, p (¬右)

¬¬p ⇒ p (¬左)

よって,LK ` p ⇒ ¬¬pかつ LK ` ¬¬p ⇒ pであり,さらに T (p) = ¬¬pだから,

LK ` p ⇔ T (p) .

4). DがA ∧ Bのとき
帰納法の仮定より LK ` A ⇔ T (A) , LK ` B ⇔ T (B) が成り立つ.

A ⇒ T (A)

A ∧ B ⇒ T (A)
(∧左 1)

B ⇒ T (B)

A ∧ B ⇒ T (B)
(∧左 2)

A ∧ B ⇒ T (A) ∧ T (B)
(∧右)

¬(T (A) ∧ T (B)), A ∧ B ⇒ (¬左)

A ∧ B,¬(T (A) ∧ T (B)) ⇒ (e左)

A ∧ B ⇒ ¬¬(T (A) ∧ T (B))
(¬右)
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よって, LK ` A ∧ B ⇒ ¬¬(T (A) ∧ T (B)) .

さらに定義により T (A ∧ B) := ¬¬(T (A) ∧ T (B))だから,

LK ` A ∧ B ⇒ T (A ∧ B) .

T (A) ⇒ A

T (A) ∧ T (B) ⇒ A
(∧左 1)

T (B) ⇒ B

T (A) ∧ T (B) ⇒ B
(∧左 2)

T (A) ∧ T (B) ⇒ A ∧ B
(∧右)

⇒ ¬(T (A) ∧ T (B)), A ∧ B
(¬右)

¬¬(T (A) ∧ T (B)) ⇒ A ∧ B
(¬左)

よって, LK ` ¬¬(T (A) ∧ T (B)) ⇒ A ∧ B .

さらに定義により T (A ∧ B) := ¬¬(T (A) ∧ T (B))だから,

LK ` T (A ∧ B) ⇒ A ∧ B .

5). DがA→Bのとき
帰納法の仮定より LK ` A ⇔ T (A) , LK ` B ⇔ T (B) が成り立つ.

T (A) ⇒ A B ⇒ T (B)

A→B, T (A) ⇒ T (B)
(→左)

A→B ⇒ T (A)→T (B)
(→右)

¬(T (A)→T (B)), A→B ⇒ (¬左)

A→B,¬(T (A)→T (B)) ⇒ (e左)

A→B ⇒ ¬¬(T (A)→T (B))
(¬右)

よって, LK ` A→B ⇒ ¬¬(T (A)→T (B)) .

さらに定義により T (A→B) := ¬¬(T (A)→T (B))だから,

LK ` A→B ⇒ T (A→B) .

A ⇒ T (A) T (B) ⇒ B

T (A)→T (B), A ⇒ B
(→左)

T (A)→T (B) ⇒ A→B
(→右)

⇒ ¬(T (A)→T (B)), A→B
(¬右)

¬¬(T (A)→T (B)) ⇒ A→B
(¬左)

よって, LK ` ¬¬(T (A)→T (B)) ⇒ A→B .

さらに定義により T (A→B) := ¬¬(T (A)→T (B))だから,

LK ` T (A→B) ⇒ A→B .
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6). DがA ∨ Bのとき
帰納法の仮定より LK ` A ⇔ T (A) , LK ` B ⇔ T (B) が成り立つ.

A ⇒ T (A)

¬T (A), A ⇒ (¬左)

A,¬T (A) ⇒ (e左)

A,¬T (A) ∧ ¬T (B) ⇒ (∧左 1)

B ⇒ T (B)

¬T (B), B ⇒ (¬左)

B,¬T (B) ⇒ (e左)

B,¬T (A) ∧ ¬T (B) ⇒ (∧左 2)

A ∨ B,¬T (A) ∧ ¬T (B) ⇒ (∨左)

A ∨ B ⇒ ¬(¬T (A) ∧ ¬T (B))
(¬右)

よって, LK ` A ∨ B ⇒ ¬(¬T (A) ∧ ¬T (B)) .

さらに定義により T (A ∨ B) := ¬(¬T (A) ∧ ¬T (B))だから,

LK ` A ∨ B ⇒ T (A ∨ B) .

T (A) ⇒ A

⇒ ¬T (A), A
(¬右)

⇒ ¬T (A), A ∨ B
(∨右 1)

T (B) ⇒ B

⇒ ¬T (B), B
(¬右)

⇒ ¬T (B), A ∨ B
(∨右 2)

⇒ ¬T (A) ∧ ¬T (B), A ∨ B
(∧右)

¬(¬T (A) ∧ ¬T (B)) ⇒ A ∨ B
(¬左)

よって, LK ` ¬(¬T (A) ∧ ¬T (B)) ⇒ A ∨ B .

さらに定義により T (A ∨ B) := ¬(¬T (A) ∧ ¬T (B))だから,

LK ` T (A ∨ B) ⇒ A ∨ B .

7). Dが¬Aのとき
帰納法の仮定より LK ` A ⇔ T (A)が成り立つ.

T (A) ⇒ A

T (A),¬A ⇒ (¬左)

¬A ⇒ ¬T (A)
(¬右)

よって, LK ` ¬A ⇒ ¬T (A) .

さらに定義により T (¬A) := ¬T (A)だから,

LK ` ¬A ⇒ T (¬A) .

A ⇒ T (A)

A,¬T (A) ⇒ (¬左)

¬T (A) ⇒ ¬A
(¬右)
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よって, LK ` ¬T (A) ⇒ ¬A .

さらに定義により T (¬A) := ¬T (A)だから,

LK ` T (¬A) ⇒ ¬A .

よって,1).-7).より Lemma 2が示された. さらに,この Lemma 2から,

Corollary 2.

LK ` T (Γ) ⇒ T (D) iff LK ` Γ ⇒ D

が成り立つ.

すると,Lemma 1かつCorollary 2から直ちにTheorem 10の左辺から右辺が導かれる.

4.1.2 Theorem 10の右辺から左辺を導く

まず,次のCorollary 3, Lemma 3, Lemma 4を証明する.

体系 LJにおける命題定数の定義 LJ ` ¬⊥ ≡ > と T の定義により次のことは明らかで
ある.

Corollary 3. 任意の論理式Dに対し,ある論理式Eが存在して

LJ ` T (D) ⇔ ¬E

が成り立つ.ところで,

Lemma 3. 任意の論理式Eに対し

LJ ` ¬¬¬E ⇔ ¬E

が次のように証明できる.

E ⇒ E
¬E,E ⇒ (¬左)

E ⇒ ¬¬E
(¬右)

¬¬¬E,E ⇒ (¬左)

¬¬¬E ⇒ ¬E
(¬右)

E ⇒ E
¬E,E ⇒ (¬左)

¬E ⇒ ¬E
(¬右)

¬E,¬¬E ⇒ (¬左)

¬E ⇒ ¬¬¬E
(¬右)

ここでCorollary 3, Lemma 3から,

Lemma 4.
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LJ ` ¬¬T (D) ⇒ T (D)

が次のように証明できる.

T (D) ⇒ ¬E

¬¬E, T (D) ⇒ (¬左)

¬¬E ⇒ ¬T (D)
(¬右)

¬¬T (D),¬¬E ⇒ (¬左)

¬¬T (D) ⇒ ¬¬¬E
(¬右) ¬¬¬E ⇒ ¬E

¬¬T (D) ⇒ ¬E
(cut) ¬E ⇒ T (D)

¬¬T (D) ⇒ T (D)
(cut)

ここでさらに次の Lemma 5を示す.

Lemma 5.

LK ` Γ ⇒ ∆ ならば LJ ` ¬T (∆), T (Γ) ⇒

この証明は Γ ⇒ ∆に到る証明図の長さに関する帰納法を使って行う. まず Γ ⇒ ∆が
initial sequentのとき Lemma 5の左辺から右辺への証明は明らかに成り立つ.そこで
Γ ⇒ ∆は initial sequentではないとし, Γ ⇒ ∆の証明図で最後に使われた推論規則を I

とする.

1a).Iが (w左)のとき

Γ ⇒ ∆
A, Γ ⇒ ∆

(w左)

帰納法の仮定より,

¬T (∆), T (Γ) ⇒
¬T (∆), T (A), T (Γ) ⇒ (w左)

よって, LJ ` ¬T (∆), T (A), T (Γ) ⇒ .

1b).Iが (w右)のとき

Γ ⇒ ∆
Γ ⇒ ∆, A

(w右)
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帰納法の仮定より,

¬T (∆), T (Γ) ⇒
¬T (∆),¬T (A), T (Γ) ⇒ (w左)

よって, LJ ` ¬T (∆),¬T (A), T (Γ) ⇒ .

2a).Iが (c左)のとき

A, A, Γ ⇒ ∆
A, Γ ⇒ ∆

(c左)

帰納法の仮定より,

¬T (∆), T (A), T (A), T (Γ) ⇒
¬T (∆), T (A), T (Γ) ⇒ (c左)

よって, LJ ` ¬T (∆), T (A), T (Γ) ⇒ .

2b).Iが (c右)のとき

Γ ⇒ ∆, A,A
Γ ⇒ ∆, A

(c右)

帰納法の仮定より,

¬T (∆),¬T (A),¬T (A), T (Γ) ⇒
¬T (∆),¬T (A), T (Γ) ⇒ (c左)

よって, LJ ` ¬T (∆),¬T (A), T (Γ) ⇒ .

3a).Iが (e左)のとき

Γ, A,B, Π ⇒ ∆
Γ, B,A, Π ⇒ ∆

(e左)
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帰納法の仮定より,

¬T (∆), T (Γ), T (A), T (B), T (Π) ⇒
¬T (∆), T (Γ), T (B), T (A), T (Π) ⇒ (e左)

よって, LJ ` ¬T (∆), T (Γ), T (B), T (A), T (Π) ⇒ .

3b).Iが (e右)のとき

Γ ⇒ ∆, A,B, Σ
Γ ⇒ ∆, B,A, Σ

(e右)

帰納法の仮定より,

¬T (∆),¬T (A),¬T (B),¬T (Σ), T (Γ) ⇒
¬T (∆),¬T (B),¬T (A),¬T (Σ), T (Γ) ⇒ (e左)

よって, LJ ` ¬T (∆),¬T (B),¬T (A),¬T (Σ), T (Γ) ⇒ .

4a).Iが (∧左 1)のとき

A, Γ ⇒ ∆
A ∧ B, Γ ⇒ ∆

(∧左 1)

帰納法の仮定より,

¬T (∆), T (A), T (Γ) ⇒
¬T (∆), T (Γ), T (A) ∧ T (B) ⇒ (∧左 1)

¬T (∆), T (Γ) ⇒ ¬(T (A) ∧ T (B))
(¬右)

¬¬(T (A) ∧ T (B)),¬T (∆), T (Γ) ⇒ (¬左)

¬T (∆),¬¬(T (A) ∧ T (B)), T (Γ) ⇒ (e左)

よって, LJ ` ¬T (∆),¬¬(T (A) ∧ T (B)), T (Γ) ⇒ .

さらに定義により T (A ∧ B) := ¬¬(T (A) ∧ T (B))だから,

LJ ` ¬T (∆), T (A ∧ B), T (Γ) ⇒ .

4b).Iが (∧左 2)のとき
(∧左 1)のときと同様に示せる.

4c).Iが (∧右)のとき
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Γ ⇒ ∆, A Γ ⇒ ∆, B
Γ ⇒ ∆, A ∧ B

(∧右)

帰納法の仮定より,

¬T (∆),¬T (A), T (Γ) ⇒
¬T (∆), T (Γ) ⇒ ¬¬T (A)

(¬右) ¬¬T (A) ⇒ T (A)

¬T (∆), T (Γ) ⇒ T (A)
(cut)

Lemma 4より, LJ ` ¬¬T (A) ⇒ T (A)なので,

LK ` ¬T (∆), T (Γ) ⇒ T (A) . · · · (a)

同様に帰納法の仮定より,

¬T (∆),¬T (B), T (Γ) ⇒
¬T (∆), T (Γ) ⇒ ¬¬T (B)

(¬右) ¬¬T (B) ⇒ T (B)

¬T (∆), T (Γ) ⇒ T (B)
(cut)

Lemma 4より, LJ ` ¬¬T (B) ⇒ T (B)なので,

LJ ` ¬T (∆), T (Γ) ⇒ T (B) . · · · (b)

(a), (b)より,

¬T (∆), T (Γ) ⇒ T (A) ¬T (∆), T (Γ) ⇒ T (B)

¬T (∆), T (Γ) ⇒ T (A) ∧ T (B)
(∧右)

¬(T (A) ∧ T (B)),¬T (∆), T (Γ) ⇒ (¬左)

¬T (∆), T (Γ) ⇒ ¬¬(T (A) ∧ T (B))
(¬右)

¬¬¬(T (A) ∧ T (B)),¬T (∆), T (Γ) ⇒ (¬左)

よって, LJ ` ¬¬¬(T (A) ∧ T (B)),¬T (∆), T (Γ) ⇒ .

さらに定義により T (A ∧ B) := ¬¬(T (A) ∧ T (B))だから,

LJ ` ¬T (A ∧ B),¬T (∆), T (Γ) ⇒ .

5a).Iが (→左)のとき

Γ ⇒ ∆, A B, Π ⇒ Σ
A→B, Γ, Π ⇒ ∆, Σ

(→左)
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帰納法の仮定より,

¬T (∆),¬T (A), T (Γ) ⇒
¬T (∆), T (Γ),¬T (A) ⇒ (e左)

¬T (∆), T (Γ) ⇒ ¬¬T (A)
(¬右) ¬¬T (A) ⇒ T (A)

¬T (∆), T (Γ) ⇒ T (A)
(cut) ¬T (Σ), T (B), T (Π) ⇒

¬T (Σ), T (A)→T (B),¬T (∆), T (Γ), T (Π) ⇒ (→左)

¬T (∆),¬T (Σ), T (Γ), T (Π), T (A)→T (B) ⇒ (e左)

¬T (∆),¬T (Σ), T (Γ), T (Π) ⇒ ¬(T (A)→T (B))
(¬右)

¬¬(T (A)→T (B)),¬T (∆),¬T (Σ), T (Γ), T (Π) ⇒ (¬左)

¬T (∆),¬T (Σ),¬¬(T (A)→T (B)), T (Γ), T (Π) ⇒ (e左)

Lemma 4より, LJ ` ¬¬T (A) ⇒ T (A)なので,

LJ ` ¬T (∆),¬T (Σ),¬¬(T (A)→T (B)), T (Γ), T (Π) ⇒ .

さらに定義により T (A→B) := ¬¬(T (A)→T (B))だから,

LJ ` ¬T (∆),¬T (Σ), T (A→B), T (Γ), T (Π) ⇒ .

5b).Iが (→右)のとき

A, Γ ⇒ ∆, B
Γ ⇒ ∆, A→B

(→右)

帰納法の仮定より,

¬T (∆),¬T (B), T (Γ), T (A) ⇒
¬T (∆), T (Γ), T (A),¬T (B) ⇒ (e左)

¬T (∆), T (Γ), T (A) ⇒ ¬¬T (B)
(¬右) ¬¬T (B) ⇒ T (B)

¬T (∆), T (Γ), T (A) ⇒ T (B)
(cut)

¬T (∆), T (Γ) ⇒ T (A)→T (B)
(→右)

¬(T (A)→T (B)),¬T (∆), T (Γ) ⇒ (¬左)

¬T (∆), T (Γ) ⇒ ¬¬(T (A)→T (B))
(¬右)

¬¬¬(T (A)→T (B)),¬T (∆), T (Γ) ⇒ (¬左)

¬T (∆),¬¬¬(T (A)→T (B)), T (Γ) ⇒ (e左)

Lemma 4より, LJ ` ¬¬T (B) ⇒ T (B)なので,

LJ ` ¬T (∆),¬¬¬(T (A)→T (B)), T (Γ) ⇒ .

さらに定義により T (A→B) := ¬¬(T (A)→T (B))だから,

LJ ` ¬T (∆),¬T (A→B), T (Γ) ⇒ .

6a).Iが (∨左)のとき
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A, Γ ⇒ ∆ B, Γ ⇒ ∆
A ∨ B, Γ ⇒ ∆

(∨左)

帰納法の仮定より,

¬T (∆), T (A), T (Γ) ⇒
¬T (∆), T (Γ), T (A) ⇒ (e左)

¬T (∆), T (Γ) ⇒ ¬T (A)
(¬右)

¬T (∆), T (B), T (Γ) ⇒
¬T (∆), T (Γ), T (B) ⇒ (e左)

¬T (∆), T (Γ) ⇒ ¬T (B)
(¬右)

¬T (∆), T (Γ) ⇒ ¬T (A) ∧ ¬T (B)
(∧右)

¬(¬T (A) ∧ ¬T (B)),¬T (∆), T (Γ) ⇒ (¬左)

¬T (∆),¬(¬T (A) ∧ ¬T (B)), T (Γ) ⇒ (e左)

よって, LJ ` ¬T (∆),¬(¬T (A) ∧ ¬T (B)), T (Γ) ⇒ .

さらに定義により T (A ∨ B) := ¬(¬T (A) ∧ ¬T (B))だから,

LJ ` ¬T (∆), T (A ∨ B), T (Γ) ⇒ .

6b).Iが (∨右 1)のとき

Γ ⇒ ∆, A
Γ ⇒ ∆, A ∨ B

(∨右 1)

帰納法の仮定より,

¬T (∆),¬T (A), T (Γ) ⇒
¬T (∆), T (Γ),¬T (A) ⇒ (e左)

¬T (∆), T (Γ),¬T (A) ∧ ¬T (B) ⇒ (∧左 1)

¬T (∆), T (Γ) ⇒ ¬(¬T (A) ∧ ¬T (B))
(¬右)

¬¬(¬T (A) ∧ ¬T (B)),¬T (∆), T (Γ) ⇒ (¬左)

¬T (∆),¬¬(¬T (A) ∧ ¬T (B)), T (Γ) ⇒ (e左)

よって, LJ ` ¬T (∆),¬¬(¬T (A) ∧ ¬T (B)), T (Γ) ⇒ .

さらに定義により T (A ∨ B) := ¬(¬T (A) ∧ ¬T (B))だから,

LJ ` ¬T (∆),¬T (A ∨ B), T (Γ) ⇒ .

6c).Iが (∨右 2)のとき
(∨右 1)のときと同様に示せる.

7a).Iが (¬左)のとき
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Γ ⇒ ∆, A
¬A, Γ ⇒ ∆

(¬左)

帰納法の仮定より,

直ちに, LJ ` ¬T (∆), T (¬A), T (Γ) ⇒ .

7b).Iが (¬右)のとき

A, Γ ⇒ ∆
Γ ⇒ ∆,¬A

(¬右)

帰納法の仮定より,

¬T (∆), T (A), T (Γ) ⇒
¬T (∆), T (Γ) ⇒ ¬T (A)

(¬右)

¬¬T (A),¬T (∆), T (Γ) ⇒ (¬左)

¬T (∆),¬¬T (A), T (Γ) ⇒ (e左)

よって, LJ ` ¬T (∆),¬T (¬A), T (Γ) ⇒ .

よって, 1).-7).より Lemma 5が示された.

最後に, Theorem 10の右辺から左辺が導かれることを示す.

Lemma 5の∆に対する formulaの列を高々一つに制限すると,

LK ` Γ ⇒ D ならば LJ ` ¬T (D), T (Γ) ⇒

とできる.ここで, LJ ` ¬T (D), T (Γ) ⇒ に (e左), (¬右)を適用すると,

LK ` Γ ⇒ D ならば LJ ` T (Γ) ⇒ ¬¬T (D)

したがって, Lemma 4より,

LK ` Γ ⇒ D ならば LJ ` T (Γ) ⇒ T (D)

よって, Theorem 10が示された.
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4.2 松田による部分構造論理への拡張
論文 [4]において松田はKolmogorovの定理を部分構造論理間の translationへの拡張を

試みた. ここでは松田による部分構造論理への拡張を述べる.

Definition 9.

Definition 8の translation T を拡張し, T (0), T (1), T (A • B)を次のように定める.

T (0) := 0

T (1) := ¬¬1

T (A • B) := ¬¬(T (A) • T (B))

このように, T の定義を拡張すると,先に示した Theorem 10の証明と同様の証明によ
り以下の結果が得られる.

Theorem 11.

FLe ` T (Γ) ⇒ T (D) iff CFLe ` Γ ⇒ D

FLew ` T (Γ) ⇒ T (D) iff CFLew ` Γ ⇒ D

FLec ` T (Γ) ⇒ T (D) iff CFLec ` Γ ⇒ D

4.3 translation S

ここではこれまで述べたKolmogorovの定理および松田による拡張をふまえた上で新
たに translation Sを導入する.

Definition 10.

S(p) := ¬¬p (pは命題定数および命題変数)

S(¬A) := ¬S(A)

S(A • B) := ¬¬(S(A) • S(B))

S(A ∨ B) := ¬¬(S(A) ∨ S(B))

S(A ∧ B) := S(A) ∧ S(B)

S(A→B) := S(A)→S(B)

次の Lemma 6が示すように, Sと T は FLe上では同値になることがわかる.

Lemma 6.

FLe ` S(D) ⇔ T (D)

この Lemma 6はDの構成に関する帰納法により証明できる.

その証明を与える前に,次のことを示す.先に示したLemma 4 LJ ` ¬¬T (D) ⇒ T (D)

と同じ結果が FLeでも成り立つことが容易に示される.
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Lemma 7.

FLe ` ¬¬T (D) ⇒ T (D)

いま次のことを注意しておく.帰納法の仮定で与えられた論理式Dについて FLe `
S(D) ⇔ T (D)が既に証明できていると仮定すると, Lemma 7により

Lemma 8.

FLe ` ¬¬S(D) ⇒ S(D)

が導かれることになる.この事実

FLe ` S(C) ⇔ T (C) ならば FLe ` ¬¬S(C) ⇒ S(C) · · · (1)

(ただし, FLe ` S(D) ⇔ T (D)は S(D) ⇒ T (D)および T (D) ⇒ S(D)が共
に FLeで provableであることを表わす.)

を, C が Aと Bのそれぞれについて仮定することにより次の証明で Dが A ∧ Bおよび
A→Bの場合に Lemma 6が成り立つことを証明できる.

ここで Lemma 6をDの構成に関する帰納法により証明する.

1).Dが pのとき
帰納法の仮定より, S(p) := ¬¬p , T (p) := ¬¬pとでき,

明らかに FLe ` S(p) ⇔ T (p) .

2).DがA • Bのとき
帰納法の仮定より, FLe ` S(A) ⇔ T (A) , FLe ` S(B) ⇔ T (B)なので

S(A) ⇒ T (A) S(B) ⇒ T (B)

S(A), S(B) ⇒ T (A) • T (B)
(•右)

S(A) • S(B) ⇒ T (A) • T (B)
(•左)

¬(T (A) • T (B)), S(A) • S(B) ⇒ (¬左)

¬(T (A) • T (B)) ⇒ ¬(S(A) • S(B))
(¬右)

¬¬(S(A) • S(B)),¬(T (A) • T (B)) ⇒ (¬左)

¬¬(S(A) • S(B)) ⇒ ¬¬(T (A) • T (B))
(¬右)

よって FLe ` ¬¬(S(A) • S(B)) ⇒ ¬¬(T (A) • T (B)) .

T と Sの定義により T (A • B) := ¬¬(T (A) • T (B))および
S(A • B) := ¬¬(S(A) • S(B))だから, FLe ` S(A • B) ⇒ T (A • B) .
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T (A) ⇒ S(A) T (B) ⇒ S(B)

T (A), T (B) ⇒ S(A) • S(B)
(•右)

T (A) • T (B) ⇒ S(A) • S(B)
(•左)

¬(S(A) • S(B)), T (A) • T (B) ⇒ (¬左)

¬(S(A) • S(B)) ⇒ ¬(T (A) • T (B))
(¬右)

¬¬(T (A) • T (B)),¬(S(A) • S(B)) ⇒ (¬左)

¬¬(T (A) • T (B)) ⇒ ¬¬(S(A) • S(B))
(¬右)

よって FLe ` ¬¬(T (A) • T (B)) ⇒ ¬¬(S(A) • S(B)) .

T と Sの定義により T (A • B) := ¬¬(T (A) • T (B))および
S(A • B) := ¬¬(S(A) • S(B))だから, FLe ` T (A • B) ⇒ S(A • B) .

したがって FLe ` S(A • B) ⇔ T (A • B) .

3).DがA ∨ Bのとき
帰納法の仮定より, FLe ` S(A) ⇔ T (A) , FLe ` S(B) ⇔ T (B)なので

S(A) ⇒ T (A)

S(A),¬T (A) ⇒ (¬左)

S(A),¬T (A) ∧ ¬T (B) ⇒ (∧左 1)

S(B) ⇒ T (B)

S(B),¬T (B) ⇒ (¬左)

S(B),¬T (A) ∧ ¬T (B) ⇒ (∧左 2)

S(A) ∨ S(B),¬T (A) ∧ ¬T (B) ⇒ (∨左)

¬T (A) ∧ ¬T (B) ⇒ ¬(S(A) ∨ S(B))
(¬右)

¬T (A) ∧ ¬T (B),¬¬(S(A) ∨ S(B)) ⇒ (¬左)

¬¬(S(A) ∨ S(B)) ⇒ ¬(¬T (A) ∧ ¬T (B))
(¬右)

よって FLe ` ¬¬(S(A) ∨ S(B)) ⇒ ¬(¬T (A) ∧ ¬T (B)) .

T と Sの定義により T (A ∨ B) := ¬(¬T (A) ∧ ¬T (B))および
S(A ∨ B) := ¬¬(S(A) ∨ S(B))だから, FLe ` S(A ∨ B) ⇒ T (A ∨ B) .

T (A) ⇒ S(A)

T (A) ⇒ S(A) ∨ S(B)
(∨右 1)

T (A),¬(S(A) ∨ S(B)) ⇒ (¬左)

¬(S(A) ∨ S(B)) ⇒ ¬T (A)
(¬右)

T (B) ⇒ S(B)

T (B) ⇒ S(A) ∨ S(B)
(∨右 2)

T (B),¬(S(A) ∨ S(B)) ⇒ (¬左)

¬(S(A) ∨ S(B)) ⇒ ¬T (B)
(¬右)

¬(S(A) ∨ S(B)) ⇒ ¬T (A) ∧ ¬T (B)
(∧右)

¬(S(A) ∨ S(B)),¬(¬T (A) ∧ ¬T (B)) ⇒ (¬左)

¬(¬T (A) ∧ ¬T (B)) ⇒ ¬¬(S(A) ∨ S(B))
(¬右)
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よって FLe ` ¬(¬T (A) ∧ ¬T (B)) ⇒ ¬¬(S(A) ∨ S(B)) .

T と Sの定義により T (A ∨ B) := ¬(¬T (A) ∧ ¬T (B))および
S(A ∨ B) := ¬¬(S(A) ∨ S(B))だから, FLe ` T (A ∨ B) ⇒ S(A ∨ B) .

したがって FLe ` S(A ∨ B) ⇔ T (A ∨ B) .

4).DがA ∧ Bのとき
帰納法の仮定より, FLe ` S(A) ⇔ T (A) , FLe ` S(B) ⇔ T (B)なので

S(A) ⇒ T (A)

S(A) ∧ S(B) ⇒ T (A)
(∧左 1)

S(B) ⇒ T (B)

S(A) ∧ S(B) ⇒ T (B)
(∧左 2)

S(A) ∧ S(B) ⇒ T (A) ∧ T (B)
(∧右)

¬(T (A) ∧ T (B)), S(A) ∧ S(B) ⇒ (¬左)

S(A) ∧ S(B) ⇒ ¬¬(T (A) ∧ T (B))
(¬右)

よって FLe ` S(A) ∧ S(B) ⇒ ¬¬(T (A) ∧ T (B)) .

T と Sの定義により T (A ∧ B) := ¬¬(T (A) ∧ T (B))および
S(A ∧ B) := S(A) ∧ S(B)だから, FLe ` S(A ∧ B) ⇒ T (A ∧ B) .

(1)より FLe ` ¬¬S(A) ⇒ S(A) , FLe ` ¬¬S(B) ⇒ S(B)が成り立ち,

T (A) ⇒ S(A)

T (A) ∧ T (B) ⇒ S(A)
(∧左 1)

T (A) ∧ T (B),¬S(A) ⇒ (¬左)

¬S(A) ⇒ ¬(T (A) ∧ T (B))
(¬右)

¬¬(T (A) ∧ T (B)),¬S(A) ⇒ (¬左)

¬¬(T (A) ∧ T (B)) ⇒ ¬¬S(A)
(¬右) ¬¬S(A) ⇒ S(A)

¬¬(T (A) ∧ T (B)) ⇒ S(A)
(cut)

よって FLe ` ¬¬(T (A) ∧ T (B)) ⇒ S(A) . · · ·(a)

T (B) ⇒ S(B)

T (A) ∧ T (B) ⇒ S(B)
(∧左 2)

T (A) ∧ T (B),¬S(B) ⇒ (¬左)

¬S(B) ⇒ ¬(T (A) ∧ T (B))
(¬右)

¬¬(T (A) ∧ T (B)),¬S(B) ⇒ (¬左)

¬¬(T (A) ∧ T (B)) ⇒ ¬¬S(B)
(¬右) ¬¬S(B) ⇒ S(B)

¬¬(T (A) ∧ T (B)) ⇒ S(B)
(cut)
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よって FLe ` ¬¬(T (A) ∧ T (B)) ⇒ S(B) . · · ·(b)
したがって (a),(b)より

¬¬(T (A) ∧ T (B)) ⇒ S(A) ¬¬(T (A) ∧ T (B)) ⇒ S(B)

¬¬(T (A) ∧ T (B)) ⇒ S(A) ∧ S(B)
(∧右)

よって FLe ` ¬¬(T (A) ∧ T (B)) ⇒ S(A) ∧ S(B) .

T と Sの定義により T (A ∧ B) := ¬¬(T (A) ∧ T (B))および
S(A ∧ B) := S(A) ∧ S(B)だから, FLe ` T (A ∧ B) ⇒ S(A ∧ B) .

したがって FLe ` S(A ∧ B) ⇔ T (A ∧ B) .

5).DがA→Bのとき
帰納法の仮定より, FLe ` S(A) ⇔ T (A) , FLe ` S(B) ⇔ T (B)なので

T (A) ⇒ S(A) S(B) ⇒ T (B)

S(A)→S(B), T (A) ⇒ T (B)
(→左)

S(A)→S(B) ⇒ T (A)→T (B)
(→右)

¬(T (A)→T (B)), S(A)→S(B) ⇒ (¬左)

S(A)→S(B) ⇒ ¬¬(T (A)→T (B))
(¬右)

よって FLe ` S(A)→S(B) ⇒ ¬¬(T (A)→T (B)) .

T と Sの定義により T (A→B) := ¬¬(T (A)→T (B))および
S(A→B) := S(A)→S(B)だから, FLe ` S(A→B) ⇒ T (A→B) .

(1)より FLe ` ¬¬S(A) ⇒ S(A) , FLe ` ¬¬S(B) ⇒ S(B)が成り立ち,

S(A) ⇒ T (A) T (B) ⇒ S(B)

T (A)→T (B), S(A) ⇒ S(B)
(→左)

T (A)→T (B),¬S(B), S(A) ⇒ (¬左)

¬S(B), S(A) ⇒ ¬(T (A)→T (B))
(¬右)

¬S(B),¬¬(T (A)→T (B)), S(A) ⇒ (¬左)

¬¬(T (A)→T (B)), S(A) ⇒ ¬¬S(B)
(¬右) ¬¬S(B) ⇒ S(B)

¬¬(T (A)→T (B)), S(A) ⇒ S(B)
(cut)

¬¬(T (A)→T (B)) ⇒ S(A)→S(B)
(→右)
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よって FLe ` ¬¬(T (A)→T (B)) ⇒ S(A)→S(B) .

T と Sの定義により T (A→B) := ¬¬(T (A)→T (B))および
S(A→B) := S(A)→S(B)だから, FLe ` T (A→B) ⇒ S(A→B) .

したがって FLe ` S(A→B) ⇔ T (A→B) .

よって, 1).-5).より Lemma 6 FLe ` S(D) ⇔ T (D)が示された.

4.4 The Gödel translation

ここではゲーデル変換 (The Gödel translation)について解説する.このゲーデル変換は
A.N.Kolmogorovの後にゲーデル (K.Gödel)によって与えられた translationである.

Definition 11. (The Gödel translation)

U(⊥) := ¬¬⊥
U(>) := >
U(p) := ¬¬p

U(A ∧ B) := U(A) ∧ U(B)

U(A→B) := U(A)→U(B)

U(A ∨ B) := ¬(¬U(A) ∧ ¬U(B))

U(¬A) := ¬U(A)

Theorem 12.

LJ ` U(Γ) ⇒ U(D) iff LK ` Γ ⇒ D

このようにKolmogorovの定理の translationと定義の形こそ多少異なるが本質的には
一致している.いずれにせよどちらも LKと LJ の間の translationである.

一方,本論文で導入した translation Sは FLeとCFLeの間の translationといったよう
に,部分構造論理間の translationであり,またゲーデル変換を自然な形で拡張したものに
なっていることがわかる.

補足になるが,これらの結果と 2章の結果からこれらの translationには否定 (negation)

が大きく関わっているということがわかる.
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第5章 Glivenkoの定理およびその応用

この章ではまず,グリベンコ (V.Glivenko)によって示されたGlivenkoの定理 (Glivenko′s

theorem) を証明論的手法によって示し, その結果を踏まえた上で, Glivenkoの定理を部分
構造論理間への関係へと一般化した結果を述べる.

5.1 Glivenkoの定理
V.Glivenkoは 1929年に次の結果を得た.

Theorem 13. (Glivenko′s theorem)

LK ` A iff LJ ` ¬¬A

この結果は, Aに対し ¬¬Aを与える変換により古典命題論理を直観主義命題論理の中
へ”埋め込む”ことができることを示している.この定理の標準的な証明は次のように行わ
れる.

Proof.

¬¬Aが LJ で provableならば,明らかに ¬¬Aは LKでも provableである. ところが LK

では sequent ¬¬A ⇒ Aが provableだから, Aは LKで provableになる.

よって,

Lemma 9.

LJ ` ¬¬A ならば LK ` A

とできる.

逆を証明するために,次の Lemma 10を示す.

Lemma 10.

LK ` Γ ⇒ ∆ ならば LJ ` ¬∆, Γ ⇒
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この証明は Γ ⇒ ∆に到る証明図の長さに関する帰納法を使って行う.

まず Γ ⇒ ∆が initial sequentのときLemma 10の左辺から右辺への証明は明らかに成
り立つ.そこでΓ ⇒ ∆は initial sequentではないとし, Γ ⇒ ∆の証明図で最後に使われた
推論規則を Iとする.

1a).Iが (w左)のとき

Γ ⇒ ∆
A, Γ ⇒ ∆

(w左)

帰納法の仮定より,

¬∆, Γ ⇒
¬∆, A, Γ ⇒ (w左)

よって, LJ ` ¬∆, A, Γ ⇒ .

1b).Iが (w右)のとき

Γ ⇒ ∆
Γ ⇒ ∆, A

(w右)

帰納法の仮定より,

¬∆, Γ ⇒
¬∆,¬A, Γ ⇒ (w左)

よって, LJ ` ¬∆,¬A, Γ ⇒ .

2a).Iが (c左)のとき

A, A, Γ ⇒ ∆
A, Γ ⇒ ∆

(c左)

帰納法の仮定より,

41



¬∆, A,A, Γ ⇒
¬∆, A, Γ ⇒ (c左)

よって, LJ ` ¬∆, A, Γ ⇒ .

2b).Iが (c右)のとき

Γ ⇒ ∆, A,A
Γ ⇒ ∆, A

(c右)

帰納法の仮定より,

¬∆,¬A,¬A, Γ ⇒
¬∆,¬A, Γ ⇒ (c左)

よって, LJ ` ¬∆,¬A, Γ ⇒ .

3a).Iが (e左)のとき

Γ, A,B, Π ⇒ ∆
Γ, B,A, Π ⇒ ∆

(e左)

帰納法の仮定より,

¬∆, Γ, A,B, Π ⇒
¬∆, Γ, B,A, Π ⇒ (e左)

よって, LJ ` ¬∆, Γ, B,A, Π ⇒ .

3b).Iが (e右)のとき

Γ ⇒ ∆, A,B, Σ
Γ ⇒ ∆, B,A, Σ

(e右)

帰納法の仮定より,
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¬∆,¬A,¬B,¬Σ, Γ ⇒
¬∆,¬B,¬A,¬Σ, Γ ⇒ (e左)

よって, LJ ` ¬∆,¬B,¬A,¬Σ, Γ ⇒ .

4a).Iが (∧左 1)のとき

A, Γ ⇒ ∆
A ∧ B, Γ ⇒ ∆

(∧左 1)

帰納法の仮定より,

¬∆, A, Γ ⇒
¬∆, A ∧ B, Γ ⇒ (∧左 1)

よって, LJ ` ¬∆, A ∧ B, Γ ⇒ .

4b).Iが (∧左 2)のとき
(∧左 1)のときと同様に示せる.

4c).Iが (∧右)のとき

Γ ⇒ ∆, A Γ ⇒ ∆, B
Γ ⇒ ∆, A ∧ B

(∧右)

ところで,

A ⇒ A
A, B ⇒ A

(w左) B ⇒ B
A,B ⇒ B

(w左)

A,B ⇒ A ∧ B
(∧右)

¬(A ∧ B), A,B ⇒ (¬左)

¬(A ∧ B), A ⇒ ¬B
(¬右)

¬(A ∧ B), A,¬¬B ⇒ (¬左)

¬(A ∧ B),¬¬B ⇒ ¬A
(¬右)

¬(A ∧ B),¬¬A,¬¬B ⇒ (¬左)

¬(A ∧ B),¬¬A,¬¬A ∧ ¬¬B ⇒ (∧左 2)

¬¬A ∧ ¬¬B,¬¬A ∧ ¬¬B,¬(A ∧ B) ⇒ (∧左 1)

¬¬A ∧ ¬¬B,¬(A ∧ B) ⇒ (c左)
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より, LJ ` ¬¬A ∧ ¬¬B,¬(A ∧ B) ⇒ .

この結果と帰納法の仮定より,

¬∆,¬A, Γ ⇒
¬∆, Γ ⇒ ¬¬A

(¬右)
¬∆,¬B, Γ ⇒
¬∆, Γ ⇒ ¬¬B

(¬右)

¬∆, Γ ⇒ ¬¬A ∧ ¬¬B
(∧右) ¬¬A ∧ ¬¬B,¬(A ∧ B) ⇒

¬(A ∧ B),¬∆, Γ ⇒ (cut)

よって, LJ ` ¬(A ∧ B),¬∆, Γ ⇒ .

5a).Iが (∨左)のとき

A, Γ ⇒ ∆ B, Γ ⇒ ∆
A ∨ B, Γ ⇒ ∆

(∨左)

帰納法の仮定より,

¬∆, A, Γ ⇒ ¬∆, B, Γ ⇒
¬∆, A ∨ B, Γ ⇒ (∨左)

よって, LJ ` ¬∆, A ∨ B, Γ ⇒ .

5b).Iが (∨右 1)のとき

Γ ⇒ ∆, A
Γ ⇒ ∆, A ∨ B

(∨右 1)

ところで,

A ⇒ A
A ⇒ A ∨ B

(∨右 1)

¬(A ∨ B), A ⇒ (¬左)

¬(A ∨ B) ⇒ ¬A
(¬右)

B ⇒ B
B ⇒ A ∨ B

(∨右 2)

¬(A ∨ B), B ⇒ (¬左)

¬(A ∨ B) ⇒ ¬B
(¬右)

¬(A ∨ B) ⇒ ¬A ∧ ¬B
(∧右)

より, LJ ` ¬(A ∨ B) ⇒ ¬A ∧ ¬B .

この結果と帰納法の仮定より,
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¬(A ∨ B) ⇒ ¬A ∧ ¬B
¬∆,¬A, Γ ⇒

¬∆,¬A ∧ ¬B, Γ ⇒ (∧左 1)

¬∆,¬(A ∨ B), Γ ⇒ (cut)

よって, LJ ` ¬∆,¬(A ∨ B), Γ ⇒ .

5c).Iが (∨右 2)のとき
(∨右 1)のときと同様に示せる.

6a).Iが (→左)のとき

Γ ⇒ ∆, A B, Π ⇒ Σ
A→B, Γ, Π ⇒ ∆, Σ

(→左)

ところで,

A ⇒ A B ⇒ B
A→B,A ⇒ B

(→左)

A→B,A,¬B ⇒ (¬左)

A→B,¬B ⇒ ¬A
(¬右)

A→B,¬¬A,¬B ⇒ (¬左)

A→B,¬¬A,¬¬A ∧ ¬B ⇒ (∧左 2)

A→B,¬¬A ∧ ¬B,¬¬A ∧ ¬B ⇒ (∧左 1)

A→B,¬¬A ∧ ¬B ⇒ (c左)

より, LJ ` A→B,¬¬A ∧ ¬B ⇒ .

この結果と帰納法の仮定より,

¬∆,¬A, Γ ⇒
¬∆,¬A,¬Σ, Γ ⇒ (w左)

¬∆,¬A,¬Σ, Γ, Π ⇒ (w左)

¬∆,¬Σ, Γ, Π ⇒ ¬¬A
(¬右)

¬Σ, B, Π ⇒
¬∆,¬Σ, B, Π ⇒ (w左)

¬∆,¬Σ, B, Γ, Π ⇒ (w左)

¬∆,¬Σ, Γ, Π ⇒ ¬B
(¬右)

¬∆,¬Σ, Γ, Π ⇒ ¬¬A ∧ ¬B
(∧右)

A→B,¬¬A ∧ ¬B ⇒
¬∆,¬Σ, A→B, Γ, Π ⇒ (cut)

よって, LJ ` ¬∆,¬Σ, A→B, Γ, Π ⇒ .

6b).Iが (→右)のとき
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A, Γ ⇒ ∆, B
Γ ⇒ ∆, A→B

(→右)

ところで,

A ⇒ A
¬A,A ⇒ (¬左)

¬A,A ⇒ B
(w右)

¬A ⇒ A→B
(→右)

¬A,¬(A→B) ⇒ (¬左)

¬(A→B) ⇒ ¬¬A
(¬右)

B ⇒ B
B,A ⇒ B

(w左)

B ⇒ A→B
(→右)

B,¬(A→B) ⇒ (¬左)

¬(A→B) ⇒ ¬B
(¬右)

¬(A→B) ⇒ ¬¬A ∧ ¬B
(∧右)

より, LJ ` ¬(A→B) ⇒ ¬¬A ∧ ¬B .

この結果と帰納法の仮定より,

¬(A→B) ⇒ ¬¬A ∧ ¬B

¬∆,¬B,A, Γ ⇒
¬∆,¬B, Γ ⇒ ¬A

(¬右)

¬∆,¬B,¬¬A, Γ ⇒ (¬左)

¬∆,¬¬A ∧ ¬B,¬¬A, Γ ⇒ (∧左 2)

¬∆,¬¬A ∧ ¬B,¬¬A ∧ ¬B, Γ ⇒ (∧左 1)

¬∆,¬¬A ∧ ¬B, Γ ⇒ (c左)

¬∆,¬(A→B), Γ ⇒ (cut)

よって, LJ ` ¬∆,¬(A→B), Γ ⇒ .

7a).Iが (¬左)のとき

Γ ⇒ ∆, A
¬A, Γ ⇒ ∆

(¬左)

帰納法の仮定より,

直ちに, LJ ` ¬∆,¬A, Γ ⇒ .

7b).Iが (¬右)のとき

A, Γ ⇒ ∆
Γ ⇒ ∆,¬A

(¬右)
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帰納法の仮定より,

¬∆, A, Γ ⇒
¬∆, Γ ⇒ ¬A

(¬右)

¬¬A,¬∆, Γ ⇒ (¬左)

¬∆,¬¬A, Γ ⇒ (e左)

よって, LJ ` ¬∆,¬¬A, Γ ⇒ ⇒ .

よって, 1).-7).より Lemma 10が示された.

したがって, Lemma 9と Lemma 10よりTheorem 13は成り立つ.

Q.E.D

5.2 Glivenkoの定理への証明論的アプローチ
ここでは先に述べたGlivenkoの定理をふまえた上で, Glivenkoの定理を部分構造論理

間への関係へと一般化した結果を述べる.

5.2.1 Glivenko propertyと strong Glivenko property

Glivenkoの定理の一般化の為に次の定義が必要になる.

Definition 12. (Glivenko property)

Kが Lに関してGlivenko property(以降, G.p.)を持つ
def⇐⇒ ∀ϕ L ` ϕ iff K ` ¬¬ϕ

このように定義すると, Definition 12は先に述べたGlivenkoの定理の形そのものであり,

Glivenkoの定理は「直観主義論理は,古典論理に関してG.p.を持つ」と呼ぶことができる.

しかし, G.p.の定義は sequent計算を使って証明を行う上で扱いにくいので, 下記の
strong Glivenko propertyを導入する.

Definition 13. (strong Glivenko property)

Kが Lに関して strong Glivenko property(以降, strongG.p.)を持つ
def⇐⇒ ∀ψ, ϕ L ` ψ ⇒ ϕ iff K ` ¬ϕ ⇒ ¬ψ

すなわち L ` ψ→ϕ iff K ` ¬ϕ→¬ψ
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Lemma 11. 次の三つの条件は同値である.

(a) K ` ¬ϕ ⇒ ¬ψ

(b) K ` ψ ⇒ ¬¬ϕ

(c) K ` ψ,¬ϕ ⇒

以下でこの Lemma 11を示す.

Proof.

1). (a)から (b)を示す

ψ ⇒ ψ

¬ψ, ψ ⇒ (¬左)

ψ ⇒ ¬¬ψ
(¬右)

¬ϕ ⇒ ¬ψ

¬¬ψ,¬ϕ ⇒ (¬左)

¬¬ψ ⇒ ¬¬ϕ
(¬右)

ψ ⇒ ¬¬ϕ
(cut)

2). (b)から (c)を示す

ϕ ⇒ ϕ
ϕ,¬ϕ ⇒ (¬左)

¬ϕ ⇒ ¬ϕ (¬右)

¬¬ϕ,¬ϕ ⇒ (¬左)

¬ϕ ⇒ ¬¬¬ϕ (¬右)
ψ ⇒ ¬¬ϕ

¬¬¬ϕ, ψ ⇒ (¬左)

ψ,¬ϕ ⇒ (cut)

3). (c)から (a)を示す

ψ,¬ϕ ⇒
¬ϕ ⇒ ¬ψ

(¬右)

よって, (a), (b), (c)は同値である. Q.E.D

Lemma 12. Lが involutiveのとき,次の二つは同値である.

1). Kは Lに関しG.p.を持つ

2). Kは Lに関し strongG.p.を持つ

以下でこの Lemma 12を示す.
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Proof.

1). strongG.p.からG.p.を示す
Lemma 11の (a), (b)は同値なので strongG.p.は,

L ` ψ ⇒ ϕ iff K ` ψ ⇒ ¬¬ϕ

とでき, ψを空とすると明らかにG.p.が成り立つ.

2). G.p.から strongG.p.を示す
Kが Lに関してG.p.を持つと仮定する.すると,

[a] L ` ψ→ϕ iff K ` ¬¬(ψ→ϕ)

とできる.ここで Lが involutiveであるという仮定を用いると,

[b] K ` ¬¬(ψ→ϕ) iff K ` ¬ϕ→¬ψ

が成り立つことを示す.

(i). [b]の左辺から右辺を導く

⇒ ¬¬(ψ→ϕ)

ψ ⇒ ψ ϕ ⇒ ϕ

ψ, ψ→ϕ ⇒ ϕ
(→左)

¬ϕ, ψ, ψ→ϕ ⇒ (¬左)

¬ϕ, ψ ⇒ ¬(ψ→ϕ)
(¬右)

¬ϕ, ψ,¬¬(ψ→ϕ) ⇒ (¬左)

¬ϕ, ψ ⇒ (cut)

¬ϕ ⇒ ¬ψ
(¬右)

⇒ ¬ϕ→¬ψ
(→右)

よって, [b]の左辺から右辺が導かれる.

ところで,この結果から一般に,

K ` ¬¬(α′→β′) ⇒ ¬β′→¬α′ · · · (∗)

とできる.

(ii). [b]の右辺から左辺を導く

K ` ¬ϕ→¬ψとすると, Lemma 11の (a), (b)は同値なので,

K ` ψ→¬¬ϕ . · · · (d)
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Lは involutiveだから, L ` ¬¬ϕ→ϕ とでき,したがって,

L ` (ψ→¬¬ϕ)→(ψ→ϕ)

が成り立つ.ここでG.p.より,

K ` ¬¬((ψ→¬¬ϕ)→(ψ→ϕ))

ここで (∗)を使うと,

K ` ¬(ψ→ϕ)→¬(ψ→¬¬ϕ)

すなわち,

K ` ψ→¬¬ϕ,¬(ψ→ϕ) ⇒

(d)を使って,

K ` ¬(ψ→ϕ) ⇒

ゆえに, K ` ¬¬(ψ→ϕ) とでき, [b]の右辺から左辺が導かれた.

よって, (i), (ii)より,

[b] K ` ¬¬(ψ→ϕ) iff K ` ¬ϕ→¬ψ

が成り立つ.よってこの K ` ¬ϕ→¬ψに対してG.p.を使うと,

L ` ψ→ϕ

とでき, strongG.p.が成り立つ.

したがって, 1), 2)から Lemma 12は成り立つ.

Q.E.D

5.2.2 杉山による拡張

Glivenkoの定理の拡張については杉山による研究がある (参考文献 [8]).ここでは杉山
による拡張を述べる.

Definition 14.

体系 FLewより強い論理のうち, LKに関するGlivenkoの定理が成立する最小の論理を
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L1と, 体系 FLeより強い論理のうち, LKに関するGlivenkoの定理が成立する最小の論
理を L2を次のように定義する.

L1 : FLew + ¬(A ∧ ¬A)

L2 : FLe + ¬(A ∧ ¬A)

+ ¬B→(A→B)

+ ¬(A ∧ B)→¬(¬¬A ∧ ¬¬B)

+ ¬(A→B)→¬(¬¬A→¬¬B)

このように定義すると以下のTheorem 14が得られる.

Theorem 14.

LK ` A iff L1 ` ¬¬A

LK ` A iff L2 ` ¬¬A

この結果は正しいが, L1, L2は「最小の論理」という点では正しくない.

次の節ではより正確な証明を与える.

5.2.3 Glivenkoの定理が成り立つ最小の論理の一般化

Glivenkoの定理が成り立つ最小の論理を一般化した定理を述べる前準備として, 以下
にいくつかの定義と定理を述べる.

Definition 15. ( 公理 (A→)と (A∧) )

¬(¬¬α→β)→¬(α→¬¬β) · · · (A→)

¬(α ∧ β)→¬(¬¬α ∧ ¬¬β) · · · (A∧)

Definition 16. ( 推論規則 (R→)と (R∧) )

¬¬A→B, Γ ⇒
A→¬¬B, Γ ⇒ (R→)

A ∧ B, Γ ⇒
¬¬A ∧ ¬¬B, Γ ⇒ (R∧)

このように定義すると以下のTheoremが得られる.

Theorem 15. FLeで (A→)と (R→)は等価である.

Theorem 16. FLeで (A∧)と (R∧)は等価である.
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以下でTheorem 15とTheorem 16を示す.

Theorem 15の証明
I). FLeにおいて, (A→)から (R→)を導出する.

A→¬¬B ⇒ ¬¬(A→¬¬B)

¬A→B, Γ ⇒
Γ ⇒ ¬(¬¬A→B)

(¬右) ¬(¬¬A→B) ⇒ ¬(A→¬¬B)

Γ ⇒ ¬(A→¬¬B)
(cut)

¬¬(A→¬¬B), Γ ⇒ (¬左)

A→¬¬B, Γ ⇒ (cut)

II). FLeにおいて, (R→)から (A→)を示す.

¬¬A→B ⇒ ¬¬A→B
¬¬A→B,¬(¬¬A→B) ⇒ (¬左)

A→¬¬B,¬(¬¬A→B) ⇒ (R→)

¬(¬¬A→B) ⇒ ¬(A→¬¬B)
(¬右)

よって, I), II)からTheorem 15は成り立つ.

Theorem 16の証明
I). FLeにおいて, (A∧)から (R∧)を導出する.

¬¬A ∧ ¬¬B ⇒ ¬¬(¬¬A ∧ ¬¬B)

A ∧ B, Γ ⇒
Γ ⇒ ¬(A ∧ B)

(¬右) ¬(A ∧ B) ⇒ ¬(¬¬A ∧ ¬¬B)

Γ ⇒ ¬(¬¬A ∧ ¬¬B)
(cut)

¬¬(¬¬A ∧ ¬¬B), Γ ⇒ (¬左)

¬¬A ∧ ¬¬B, Γ ⇒ (cut)

II). FLeにおいて, (R→)から (A→)を示す.

A ∧ B ⇒ A ∧ B
A ∧ B,¬(A ∧ B) ⇒ (¬左)

¬¬A ∧ ¬¬B,¬(A ∧ B) ⇒ (R∧)

¬(A ∧ B) ⇒ ¬(¬¬A ∧ ¬¬B)
(¬右)
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よって, I), II)からTheorem 16は成り立つ.

ここで次のように contractionと weakeningを制限した推論規則である (Rlc)と (Rlw)を
定義する.

Definition 17. ( 推論規則 (Rlc)と (Rlw) )

A,A, Γ ⇒
A, Γ ⇒ (Rlc) Γ ⇒

A, Γ ⇒ (Rlw)

さらに次のように公理 (Alc)と (Alw)を定義する.

Definition 18. ( 公理 (Alc)と (Alw) )

¬(α • α)→¬α · · · (Alc)

¬β→¬(α • β) · · · (Alw)

このように定義すると以下のTheoremが得られる.

Theorem 17. FLeで (Alc)と (Rlc)は等価である.

Theorem 18. FLeで (Alw)と (Rlw)は等価である.

以下でTheorem 17とTheorem 18を示す.

Theorem 17の証明
I). FLeにおいて, (Alc)から (Rlc)を導出する.

¬(A • A) ⇒ ¬A
A ⇒ A

¬A,A ⇒ (¬左)

¬(A • A), A ⇒ (cut)

A ⇒ ¬¬(A • A)
(¬右)

A,A, Γ ⇒
A • A, Γ ⇒ (•左)

Γ ⇒ ¬(A • A)
(¬右)

¬¬(A • A), Γ ⇒ (¬左)

A, Γ ⇒ (cut)

II). FLeにおいて, (Rlc)から (Alc)を示す.

A ⇒ A A ⇒ A
A,A ⇒ A • A

(•右)

A,A,¬(A • A) ⇒ (¬左)

A,¬(A • A) ⇒ (Rlc)

¬(A • A) ⇒ ¬A
(¬右)
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よって, I), II)からTheorem 17は成り立つ.

Theorem 18の証明
I). FLeにおいて, (Alw)から (Rlw)を導出するが,その前に以下のことを証明する.

Γ : D1, · · ·, Dn

Γ∗ : D1 • · · · • Dnとすると,

D1 ⇒ D1 D2 ⇒ D2

D1, D2 ⇒ D1 • D2
(•右)

D3 ⇒ D3

D1, D2, D3 ⇒ D1 • D2 • D3
(•右)

(•右)
....

D1, · · ·, Dn−1 ⇒ D1 • · · · • Dn−1 Dn ⇒ Dn

D1, · · ·, Dn ⇒ D1 • · · · • Dn
(•右)

が証明可能であり,したがって Γ ⇒ Γ∗が証明可能.

この結果を用いると,

Γ ⇒
Γ∗ ⇒
⇒ ¬Γ∗ (¬右) ¬Γ∗ ⇒ ¬(A • Γ∗)

⇒ ¬(A • Γ∗)
(cut)

A ⇒ A Γ∗ ⇒ Γ∗

Γ∗, A ⇒ A • Γ∗ (•右)

Γ∗, A,¬(A • Γ∗) ⇒ (¬左)

A,¬(A • Γ∗) ⇒ ¬Γ∗ (¬右)

A ⇒ ¬Γ∗ (cut)

¬¬Γ∗, A ⇒ (¬左)

Γ ⇒ Γ∗

Γ,¬Γ∗ ⇒ (¬左)

Γ ⇒ ¬¬Γ∗ (¬右)

A, Γ ⇒ (•右)

II). FLeにおいて, (Rlw)から (Alw)を示す.

B ⇒ B
B,¬B ⇒ (¬左)

A,B,¬B ⇒ (Rlw)

A • B,¬B ⇒ (•左)

¬B ⇒ ¬(A • B)
(¬右)

よって, I), II)からTheorem 18は成り立つ.
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Definition 15, 16, 17, 18および, Theorem 15, 16, 17, 18を踏まえた上で,下記のような
定義を導入する.

論理 Lを L ⊇ FLeかつ involutive(すなわち L ⊇ CFLe = InFLe) とし, Lに関して
Glivenkoの定理が成り立つ最小の論理 K0を次のように定義する.

Definition 19.

K0 : FLe + ¬(¬¬α→β)→¬(α→¬¬β) · · · (A→)

+ ¬(α ∧ β)→¬(¬¬α ∧ ¬¬β) · · · (A∧)

また,次のようにK0と同等の強さを持つ論理 K ′
0を導入する.

Definition 20.

K ′
0 : FLe +

¬¬A→B, Γ ⇒
A→¬¬B, Γ ⇒ (R→)

+
A ∧ B, Γ ⇒

¬¬A ∧ ¬¬B, Γ ⇒ (R∧)

先に示した Theorem 15, Theorem 16により,このK0とK ′
0は同等であることがわかる.

さて,この節でここまで述べた定義や定理から次のTheoremが成り立つ.

Theorem 19. CFLe ` ϕ iff K0 ` ¬¬ϕ

Theorem 20. CFLew ` ϕ iff K0 + (Alw) ` ¬¬ϕ

Theorem 21. CFLec ` ϕ iff K0 + (Alc) ` ¬¬ϕ

Theorem 22. LK(= CFLecw) ` ϕ iff K0 + (Alc) + (Alw) ` ¬¬ϕ

以下でTheorem 19を示す.

Proof.

¬¬ϕが K0 で provableならば,明らかに ¬¬ϕは CFLeでも provableである. ところが
CFLeは involutiveなため, sequent ¬¬ϕ ⇒ ϕが provableだから, ϕは Lで provableに
なる.

よって,
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Lemma 13.

K0 ` ¬¬ϕ ならば CFLe ` ϕ

とできる.

逆を証明するために,次の Lemma 14を示す.

Lemma 14.

CFLe ` Γ ⇒ ∆ ならば K0 ` ¬∆, Γ ⇒

この証明は Γ ⇒ ∆に到る証明図の長さに関する帰納法を使って行う.

まず Γ ⇒ ∆が initial sequentのときLemma 10の左辺から右辺への証明は明らかに成
り立つ.そこでΓ ⇒ ∆は initial sequentではないとし, Γ ⇒ ∆の証明図で最後に使われた
推論規則を Iとする.

1a).Iが (e左)のとき

Γ, A,B, Π ⇒ ∆
Γ, B,A, Π ⇒ ∆

(e左)

帰納法の仮定より,

¬∆, Γ, A,B, Π ⇒
¬∆, Γ, B,A, Π ⇒ (e左)

よって, K0 ` ¬∆, Γ, B,A, Π ⇒ .

1b).Iが (e右)のとき

Γ ⇒ ∆, A,B, Σ
Γ ⇒ ∆, B,A, Σ

(e右)

帰納法の仮定より,

¬∆,¬A,¬B,¬Σ, Γ ⇒
¬∆,¬B,¬A,¬Σ, Γ ⇒ (e左)

よって, K0 ` ¬∆,¬B,¬A,¬Σ, Γ ⇒ .

2a).Iが (∧左 1)のとき
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A, Γ ⇒ ∆
A ∧ B, Γ ⇒ ∆

(∧左 1)

帰納法の仮定より,

¬∆, A, Γ ⇒
¬∆, A ∧ B, Γ ⇒ (∧左 1)

よって, K0 ` ¬∆, A ∧ B, Γ ⇒ .

2b).Iが (∧左 2)のとき
(∧左 1)のときと同様に示せる.

2c).Iが (∧右)のとき

Γ ⇒ ∆, A Γ ⇒ ∆, B
Γ ⇒ ∆, A ∧ B

(∧右)

ところで,

A ∧ B ⇒ A ∧ B
A ∧ B,¬(A ∧ B) ⇒ (¬左)

¬¬A ∧ ¬¬B,¬(A ∧ B) ⇒ (R∧)

より, K0 ` ¬¬A ∧ ¬¬B,¬(A ∧ B) ⇒ .

この結果と帰納法の仮定より,

¬∆,¬A, Γ ⇒
¬∆, Γ ⇒ ¬¬A

(¬右)
¬∆,¬B, Γ ⇒
¬∆, Γ ⇒ ¬¬B

(¬右)

¬∆, Γ ⇒ ¬¬A ∧ ¬¬B
(∧右) ¬¬A ∧ ¬¬B,¬(A ∧ B) ⇒

¬(A ∧ B),¬∆, Γ ⇒ (cut)

よって, K0 ` ¬(A ∧ B),¬∆, Γ ⇒ .

3a).Iが (∨左)のとき

A, Γ ⇒ ∆ B, Γ ⇒ ∆
A ∨ B, Γ ⇒ ∆

(∨左)
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帰納法の仮定より,

¬∆, A, Γ ⇒ ¬∆, B, Γ ⇒
¬∆, A ∨ B, Γ ⇒ (∨左)

よって, K0 ` ¬∆, A ∨ B, Γ ⇒ .

3b).Iが (∨右 1)のとき

Γ ⇒ ∆, A
Γ ⇒ ∆, A ∨ B

(∨右 1)

ところで,

A ⇒ A
A ⇒ A ∨ B

(∨右 1)

¬(A ∨ B), A ⇒ (¬左)

¬(A ∨ B) ⇒ ¬A
(¬右)

B ⇒ B
B ⇒ A ∨ B

(∨右 2)

¬(A ∨ B), B ⇒ (¬左)

¬(A ∨ B) ⇒ ¬B
(¬右)

¬(A ∨ B) ⇒ ¬A ∧ ¬B
(∧右)

より, K0 ` ¬(A ∨ B) ⇒ ¬A ∧ ¬B .

この結果と帰納法の仮定より,

¬(A ∨ B) ⇒ ¬A ∧ ¬B
¬∆,¬A, Γ ⇒

¬∆,¬A ∧ ¬B, Γ ⇒ (∧左 1)

¬∆,¬(A ∨ B), Γ ⇒ (cut)

よって, K0 ` ¬∆,¬(A ∨ B), Γ ⇒ .

3c).Iが (∨右 2)のとき
(∨右 1)のときと同様に示せる.

4a).Iが (→左)のとき

Γ ⇒ ∆, A B, Π ⇒ Σ
A→B, Γ, Π ⇒ ∆, Σ

(→左)

ところで,
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A ⇒ A

B ⇒ B
¬B,B ⇒ (¬右)

B ⇒ ¬¬B
(¬左)

A,A→B ⇒ ¬¬B
(→左)

A→B ⇒ A→¬¬B
(→右)

A→B,¬(A→¬¬B) ⇒ (¬左)

より, K0 ` A→B,¬(A→¬¬B) ⇒ .

この結果と帰納法の仮定と,さらに (A→)より,

¬A,¬∆,Γ ⇒
¬∆,Γ ⇒ ¬¬A

(¬右) ¬Σ, B,Π ⇒
¬¬A→B,¬Σ,¬∆,Γ,Π ⇒ (→左)

¬Σ,¬∆,Γ,Π ⇒ ¬(¬¬A→B)
(¬右)

¬(¬¬A→B) ⇒ ¬(A→¬¬B)
¬Σ,¬∆,Γ,Π ⇒ ¬(A→¬¬B)

(cut)
A→B,¬(A→¬¬B) ⇒

¬Σ,¬∆, A→B,Γ,Π ⇒ (cut)

よって, K0 ` ¬Σ,¬∆, A→B, Γ, Π ⇒ .

4b).Iが (→右)のとき

A, Γ ⇒ ∆, B
Γ ⇒ ∆, A→B

(→右)

ところで,

A ⇒ A
¬A,A ⇒ (¬左)

A ⇒ ¬¬A
(¬右)

B ⇒ B
A,¬¬A→B ⇒ B

(→左)

¬¬A→B ⇒ A→B
(→右)

¬¬A→B,¬(A→B) ⇒ (¬左)

¬(A→B) ⇒ ¬(¬¬A→B)
(¬右)

より, K0 ` ¬(A→B) ⇒ ¬(¬¬A→B) .

この結果と帰納法の仮定と,さらに (A→)より,
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¬(A→B) ⇒ ¬(¬¬A→B)

¬(¬¬A→B) ⇒ ¬(A→¬¬B)

¬B,¬∆, A, Γ ⇒
¬∆, A, Γ ⇒ ¬¬B

(¬右)

¬∆, Γ ⇒ A→¬¬B
(→右)

¬(A→¬¬B),¬∆, Γ ⇒ (¬左)

¬(¬¬A→B),¬∆, Γ ⇒ (cut)

¬∆,¬(A→B), Γ ⇒ (cut)

よって, K0 ` ¬∆,¬(A→B), Γ ⇒ .

5a).Iが (¬左)のとき

Γ ⇒ ∆, A
¬A, Γ ⇒ ∆

(¬左)

帰納法の仮定より,

直ちに, K0 ` ¬∆,¬A, Γ ⇒ .

5b).Iが (¬右)のとき

A, Γ ⇒ ∆
Γ ⇒ ∆,¬A

(¬右)

帰納法の仮定より,

¬∆, A, Γ ⇒
¬∆, Γ ⇒ ¬A

(¬右)

¬¬A,¬∆, Γ ⇒ (¬左)

¬∆,¬¬A, Γ ⇒ (e左)

よって, K0 ` ¬∆,¬¬A, Γ ⇒ ⇒ .

よって, 1).-5).より Lemma 14が示された.

したがって, Lemma 13と Lemma 14よりTheorem 19は成り立つ.

Q.E.D

同様な証明でTheorem 20, 21, 22が成り立つが,左辺から右辺を導く際には同様に証明図
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の長さに関する帰納法で証明を行う.その際の Iが (w左), (w右), (c左), (c右)の場合の
証明を以下に示す.

Proof.

Iが (w左)のとき

Γ ⇒ ∆
A, Γ ⇒ ∆

(w左)

帰納法の仮定より,

¬∆, Γ ⇒
¬∆, A, Γ ⇒ (Rlw)

よって, K0 + (Alw) ` ¬∆, A, Γ ⇒ .

Iが (w右)のとき

Γ ⇒ ∆
Γ ⇒ ∆, A

(w右)

帰納法の仮定より,

¬∆, Γ ⇒
¬∆,¬A, Γ ⇒ (Rlw)

よって, K0 + (Alw) ` ¬∆,¬A, Γ ⇒ .

Iが (c左)のとき

A, A, Γ ⇒ ∆
A, Γ ⇒ ∆

(c左)

帰納法の仮定より,
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¬∆, A,A, Γ ⇒
¬∆, A, Γ ⇒ (Rlc)

よって, K0 + (Alc) ` ¬∆, A, Γ ⇒ .

Iが (c右)のとき

Γ ⇒ ∆, A,A
Γ ⇒ ∆, A

(c右)

帰納法の仮定より,

¬∆,¬A,¬A, Γ ⇒
¬∆,¬A, Γ ⇒ (Rlc)

よって, K0 + (Alc) ` ¬∆,¬A, Γ ⇒ .

Q.E.D

Glivenkoの定理の一般化

先のTheorem 19, 20, 21, 22を一般的な形にすると,

Theorem 23.

CFLe + α ` ϕ iff K0 + ¬¬α ` ¬¬ϕ

(ただし, αは公理)

とできる.以下でこのTheorem 23を示す.

Proof.

sequent計算を用いると, CFLe + α はCFLeに ⇒ α∗ の形の任意の sequentを initial se-

quentとして付け加えることにより定義される (ただし, α∗は αの代入例).同様にK0+¬¬α

はK0に ⇒ ¬¬α∗ を付け加えることにより定義される。ところで,先に示した Theorem

19により,
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CFLe ` Γ ⇒ ∆ iff K0 ` ¬∆, Γ ⇒

を帰納法で証明できた.この証明と同様にして,

CFLe + α ` Γ ⇒ ∆ iff K0 + ¬¬α ` ¬∆, Γ ⇒

が証明できる.

右辺から左辺は明らかである.

逆の証明は Γ ⇒ ∆に到る証明図の長さに関する帰納法を使って行う.

Γ ⇒ ∆ が ⇒ α∗の形のとき.

このとき, ¬¬α∗は ¬¬αの代入例であるから, K0+¬¬αの定義により ⇒ ¬¬α∗はK0+¬¬α

の initial sequentである. したがって, ¬α∗ ⇒ は K0 + ¬¬α で provable.

Γ ⇒ ∆ が他の場合に関してはTheorem 19の証明と同様である.

したがって, K0 + ¬¬αはCFLe + αに関してG.p.を持つ.

よって, Theorem 23は成り立つ. Q.E.D

5.2.4 最小性の証明

ここではK0が最小であるということの証明 (最小性の証明)を行うが,例として Theorem

19においての証明を行う.

Proof.

K ⊇ FLe , K0 : FLe + (A→) + (A∧)として
CFLeに関してKがG.p.を持つと仮定する.

つまり, CFLe ` ϕ iff K ` ¬¬ϕ が成り立つと仮定する.

すると, CFLeは involutiveなのでCFLeで (¬¬α ∧ ¬¬β)→(α ∧ β)が provable.

すると,仮定よりKで ¬¬((¬¬α ∧ ¬¬β)→(α ∧ β))が provableとなる.

ところが, FLe ` ¬¬(ϕ→ψ) ⇒ ¬ψ→¬ϕ . · · · (∗)
が下記のように provable.

ϕ ⇒ ϕ ψ ⇒ ψ

ϕ, ϕ→ψ ⇒ ψ
(→左)

ϕ, ϕ→ψ,¬ψ ⇒ (¬左)

ϕ,¬¬(ϕ→ψ),¬ψ ⇒ (¬2回)

¬¬(ϕ→ψ),¬ψ ⇒ ¬ϕ
(¬右)

¬¬(ϕ→ψ) ⇒ ¬ψ→¬ϕ
(→右)
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ここで ϕとして ¬¬α ∧ ¬¬βをとり, ψとして α ∧ βをとると,

(∗)から FLe ` ¬(α ∧ β)→¬(¬¬α ∧ ¬¬β) .

つまり, K ` (A∧)が得られる.

同様な証明でK ` (A→)も得られる.

よって, Kは FLeも (A∧)も (A→)も含まなくてはならない.

したがって, K ⊇ K0 とでき, K0は最小であると言える. Q.E.D
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第6章 まとめ

これまでの研究により,部分構造論理の諸性質, positive fragments, Kolmogorovの定理,

ゲーデル変換, Glivenkoの定理における基本的な知識を得ることができた.

また,本研究の成果としては, The Kolmogorov-style translationの定義の形をより単
純に再定義した translation Sを与えた.また, CFLex(xには cまたは wが入る)に関して
Glivenkoの定理が成立する最小の論理K0を与え,それを証明論的アプローチにより示し
た証明がある.

本研究ではこれまで,扱う部分構造論理を commutativeなものに限定してきたので,今
後の課題としては, non-commutativeな論理についても考察していきたい.
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