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概 要

本稿では，マルチコアプロセッサをノード内に複数搭載したクラスタに対して，ノード間
及びマルチコアプロセッサチップ間はメッセージパッシングによる並列化を行い，チップ
内では共有メモリによる並列化を行う，チップレベルハイブリッド並列化を提案する．マ
ルチコアプロセッサは共有キャッシュを設けている場合が多く，本研究ではその構造を利
用した並列化を行う．従来の並列化手法とは異なるマルチコアプロセッサの構造を利用し
た新たな並列化を行うことで処理時間を短縮することができる可能性がある．本研究では
簡単な数値計算による評価として行列積，実際のアプリケーションによる評価として一般
逆行列の数値計算を，メッセージパッシングのみで並列化を行う手法や，ノード間はメッ
セージパッシングによる並列化を行いノード内で共有メモリ並列化を行う手法と比較し，
その有効性を調査する．
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第1章 はじめに

1.1 背景
近年，パーソナルコンピュータにマルチコアプロセッサの普及が進んでいる．マルチコ

アプロセッサとは，1つのプロセッサパッケージ内に複数のコア (演算回路)を搭載したプ
ロセッサのことである．マルチコアプロセッサが登場した背景には，プロセッサ単体での
性能向上に限界が見られるようになった点があげられる．2004年頃までは多くのプロセッ
サメーカーは 1回の命令実行速度を速くしたり，命令レベル並列性を高める方法に多くの
努力を費やしてきた．しかし次第にLSIの微細化による消費電力・単位面積あたりの発熱
量が問題となった．そこで複数のプロセッサコアを搭載することで全体の性能向上を狙う
ようになったのである．現在市販されているマルチコアプロセッサは，コア数が 2つであ
るデュアルコアプロセッサまたは 4つのクアッドコアプロセッサである．またマルチコア
プロセッサはコア間が密に結合した構造になっており，大規模な 2次キャッシュもしくは
3次キャッシュをコア間で共有する構造となっている場合が多く，マルチコアプロセッサ
の特徴でもある．
次に並列計算機に目を向けてみると，同様にマルチコアプロセッサ普及の波は押し寄せ

ている．世界の高速な計算機をランク付けしているプロジェクトTOP500[13]によると，
2008年 11月のランキング発表では IBM社のRoadrunnerが 1位を獲得している．Cellプ
ロセッサとデュアルコアプロセッサを搭載しており，総コア数は 12万にも及ぶ．また，
TOP500にランキングされている中でも 336台がクアッドコアプロセッサを，153台がデュ
アルコアプロセッサを搭載している．本学でも 2009年 1月時点でデュアルコアプロセッサ
を 192コア搭載した SGI社のAltix4700が稼働しており，3月にはクアッドコアプロセッ
サを 256ノード，総コア数 2048であるCray社のCray XT5が導入される．今後もこのよ
うな，従来のシングルコアプロセッサとは異なるアーキテクチャを持つマルチコアプロ
セッサが次々と並列計算機に搭載されるようになることは確実である．
そこで近年特にマルチコアプロセッサを搭載した並列計算機の性能を最大限引き出すこ

とができる並列化手法が求められるようになってきた．マルチコアプロセッサを複数搭載
したクラスタに限ると，マルチコアプロセッサを複数搭載したノードが，複数ネットワー
クで接続した形態をとる．そのためノード間，マルチコアプロセッサのチップ間，チップ
内において通信性能が異なり，またチップ内では共有キャッシュを持つために，ノード・
チップ・コアという 3層構造を成している．そのため，並列処理においては，アーキテク
チャの性能を最大限引き出すために，プログラムの並列化において工夫が必要になる．
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1.2 目的
本研究の目的は，マルチコアプロセッサを搭載したクラスタにおいて，共有キャッシュ

が存在するマルチコアプロセッサの構造を利用した並列化を行い，並列処理全体の処理
時間の短縮を目指すものである．従来，マルチコアプロセッサを搭載したクラスタのよう
な共有分散メモリ型並列計算機における並列プログラミングモデルとして 2種類の方法
が考えられてきた．すべてのコア間で通信ライブラリを用いてメッセージパッシングを行
い並列処理を進めていく方法と，ノード間はメッセージパッシングを行うがノード内では
OpenMPなどのスレッドAPIを利用した共有メモリ並列化を行う方法である．すべての
コア間でメッセージパッシングを行う手法は通信オーバーヘッドが大きい．一方ノード間
をメッセージパッシングで，ノード内を共有メモリ並列化で並列処理を行う方法はマルチ
コアプロセッサの構造を無視しており，またノード内のすべてのコアでの共有メモリ並列
化はオーバーヘッドが大きくなる可能性がある．
そこで本研究ではノード間及びマルチコアプロセッサチップ間でMPIライブラリを用

いたメッセージパッシングを行い，チップ内のコア間でOpenMPを用いた共有メモリ並
列化を行うチップレベルMPI/OpenMPハイブリッド並列化手法を提案する．そして基礎
的な数値計算による評価として行列積に，また実際のアプリケーションによる評価として
一般逆行列の数値計算にチップレベルハイブリッド並列化を適用し，全体の処理時間の短
縮を行うことを目的とする．

1.3 本論文の構成
本論文でははじめに，第 1章で本研究の背景と目的について述べる．次に第 2章で並列

計算機の種類及び現状について，また一般的な並列処理の概要を述べる．第 3章では並列
プログラミングモデルについて，従来考えられてきた手法について述べる．また従来手法
を現状のマルチコアプロセッサを搭載した並列計算機で実行するにあたっての問題点，本
研究で提案する並列化手法について詳細に述べる．第 4章では基礎的な数値計算による評
価として行列積の並列処理に提案手法を適用しその結果を示し考察を行う．第 5章では実
際のアプリケーションへの適用として一般逆行列の並列処理に提案手法を適用しその結果
と考察を行う．最後に第 6章で結論を述べる．ここでは研究を通してわかったこと，問題
点や今後の課題について述べる．
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第2章 並列計算機

2.1 はじめに
並列計算機の歴史は古く，これまで様々なタイプの並列計算機が誕生してきた．並列計

算機はメモリなどの構成により共有メモリ型や分散メモリ型などに分類することができ
る．また近年は並列計算機の中に新たなアーキテクチャを持つプロセッサとして，マルチ
コアプロセッサが搭載されたのもが増えてきた．マルチコアプロセッサは共有キャッシュ
を設けるものが多く，またコア間が密に結合した構造となっている．したがって並列計算
には複数の階層構造が生まれることとなる．

2.2 並列計算機の種類
並列計算機の種類はプロセッサ，メモリ，ネットワーク構成の違いにより大別すること

ができる．本節では並列計算機を共有メモリ型，分散メモリ型，共有分散メモリ型に分類
し，以下に詳細を述べる．

2.2.1 共有メモリ型

共有メモリ型とは，プロセッサ間で論理的にメモリを共有する並列計算機である (図
2.1)．複数のプロセッサが通常のアドレス指定によりデータを読み書きできる共有メモリ
が存在する．物理的にはメモリが分散しているが、論理的にはメモリを共有している並列
計算機を分散共有メモリ型並列計算機という．共有メモリ型には次のような特徴がある．

• 利点
– プログラミングが比較的容易である

– データの分割を考慮しなくても並列処理が可能

• 欠点
– メモリへのアクセスで競合が生じる

– キャッシュの一貫性などで同期コストがかかる

– 高価である
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UMA

共有メモリ型の中でも，共有メモリへのアクセスコストが，メモリ領域とプロセッサに
依存せず均一であるアーキテクチャのことをUMA(Unifirm Memory Access)という．

NUMA

共有メモリ型の中でも，共有メモリへのアクセスコストが，メモリ領域とプロセッサに
依存して均一でないアーキテクチャのことをNUMA(Non-Uniform Memory Access)とい
う．更にキャッシュの一貫性を保つものを ccNUMA(cache-coherent Non-Uniform Memory

Access)という．

CPU

Shared Memory

CPUCPU

図 2.1: 共有メモリ型

2.2.2 分散メモリ型

分散メモリ型とは，プロセッサとメモリで構成される計算機 (ノード)が複数ネットワー
クで接続された並列計算機である (図 2.2)．メモリが分散しているため，各計算機がメッ
セージを送受信して並列動作する．分散メモリ型には次のような特徴がある．

• 利点

– 拡張性があり，大規模なシステム構築が可能である

– コストパフォーマンスが高い

– 通信ライブラリが多数存在する

• 欠点

– データ送受信をプログラム中に明示的に書く必要がある

– プログラミングが複雑になる

– データ送受信に通信コストがかかる
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CPU

NETWORK

Memory

CPU

Memory

CPU

Memory

図 2.2: 分散メモリ型

2.2.3 共有分散メモリ型

共有分散メモリ型とは，複数のプロセッサ間でメモリを共有した計算機 (ノード)が複
数ネットワークで接続された並列計算機である (図 2.3)．つまり，共有メモリ型と分散メ
モリ型を合わせた並列計算機である．現在の大規模な並列計算機は，このアーキテクチャ
が主流である．ノード内とノード間という階層構造を持つ．共有分散メモリ型には次のよ
うな特徴がある．

• 利点

– 大規模なシステム構築が可能である

– 大規模な並列処理が可能になる

• 欠点

– 階層構造になるため，良い性能を得るためには並列プログラミングが複雑に
なる

CPU

NETWORK

Shared Memory

CPU CPU

Shared Memory

CPUCPU

Shared Memory

CPU

図 2.3: 共有分散メモリ型
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2.3 並列計算機の現状
1990年代に入ると並列計算機は増加し，多種多様なシステムが現れた．そこで並列計

算機の有意な統計を得るために，TOP500[13]というプロジェクトが発足した．これは世
界で最も高速な計算機システムのうち，上位 500位までを定期的にランク付けし評価す
るプロジェクトである．1993年に発足し，年に 2回リストの更新を行っている．ハイパ
フォーマンスコンピューティングにおけるトレンドを追跡及び分析するための基準を提供
することを目的としており，LINPACKベンチマークによるランク付けを行っている．表
2.1に 2008年 11月に発表されたTOP500ランキングを示す．ランキング 1位は米エネル
ギー省のロスアラモス国立研究所のRoadrunnerで，1.105PFLOPSのベンチマークスコ
アを記録した．日本の計算機は，27位の東京大学の T2Kクラスタ，29位の東京工業大学
のTSUBAMEなどがランクインしている．更に現在，日本の文部科学省主導のもとで次
世代スーパーコンピュータ開発の国家プロジェクトが進められている．これは 2010年度
を目処に完成及び運用を目指しているプロジェクトであり，理論演算性能 10PFLOPSを
目標としている．
現在一般的に販売されているプロセッサのほとんどが，後述するマルチコアプロセッサ

になっているが，並列計算機においてもマルチコアプロセッサを搭載したものが増えて
おり，TOP500の中でも 336台がクアッドコアプロセッサを，153台がデュアルコアプロ
セッサを搭載している．

表 2.1: 2008年 11月TOP500ランキング

順位 システム名 (開発元) 納入先 (国) コア数 TFLOPS
1 Roadrunner (IBM) ロスアラモス国立研究所 (米国) 129600 1105.00
2 Jaguar Cray XT5 (Cray) オークリッジ国立研究所 (米国) 150152 1059.00
3 Pleiades Altix ICE (SGI) NASAエイムズ研究所 (米国) 51200 487.01
4 BlueGene/L (IBM) ローレンス・リバモア国立研究所 (米国) 212992 478.20
5 BlueGene/P (IBM) アルゴンヌ国立研究所 (米国) 163840 450.30
6 Ranger SunBlade x6420 (Sun) テキサス大学 62976 433.20

高度コンピューティングセンター (米国)
7 Franklin Cray XT4 (Cray) ローレンス・バークレイ国立研究所 (米国) 38642 266.30
8 Jaguar Cray XT4 (Cray) オークリッジ国立研究所 (米国) 30976 205.00
9 Red Storm (Cray) サンディア国立研究所 (米国) 38208 204.20
10 Dawning 5000A (Dawning) 上海スーパーコンピューティングセンター 30720 180.60

(中国)
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2.3.1 マルチコアプロセッサ

マルチコアプロセッサとは，1つのプロセッサパッケージ内に複数のコア (プロセッサ
回路の中核部分)を搭載したプロセッサのことである．プロセッサパッケージ内のコアが
2つであればデュアルコアプロセッサ，4つであればクアッドコアプロセッサと呼ばれる．
また，現在のマルチコアプロセッサはコア間で 2次キャッシュもしくは 3次キャッシュを
共有する構造となっている場合が多い．

2004年頃までは多くのプロセッサメーカーは 1回の命令実行速度を速くしたり，命令
レベル並列性を高める方法に多くの努力を費やしてきた．しかし次第にLSIの微細化によ
る消費電力・単位面積あたりの発熱量の増加が問題となり，性能向上に限界が見られるよ
うになった．そこで単一のプロセッサコアの性能向上ではなく，複数のプロセッサコアを
搭載することで全体の性能向上を狙うようになった．また近年のプロセッサ製造技術の向
上により少ない面積に多くの回路を搭載することが可能となったため，1つのプロセッサ
パッケージ内に複数のコアを搭載することができるようになった．こうした理由により最
近になって急速にマルチコアプロセッサが普及してきた．
大型コンピュータやスーパーコンピュータでは，早くから複数のプロセッサを搭載した

対称型マルチプロセッサ (Symmetric Multiple Processor)が登場していたが，これはシン
グルコアプロセッサ (従来のプロセッサ)をマザーボード上に複数搭載したものでありマ
ルチコアプロセッサとは異なる．

ホモジニアス・マルチコアプロセッサ

同種のコアだけを複数搭載するマルチコアプロセッサをホモジニアス・マルチコアプロ
セッサと呼ぶ．2008年現在市場に出回っているほとんどのマルチコアプロセッサはホモ
ジニアス・マルチコアプロセッサである．各々のコアは全く同じ性能・構造・命令体系を
持つので，あるコアで動作するプログラムは他のコアでも同様に動作する．

ヘテロジニアス・マルチコアプロセッサ

異種のコアを複数搭載するマルチコアプロセッサをヘテロジニアス・マルチコアプロ
セッサと呼ぶ．1 個の PPE(Power Processor Element) と呼ばれる汎用コアと，8 個の
SPU(Synergistic Processor Unit)と呼ばれるマルチメディア処理に適したコアを搭載し
たCellプロセッサが有名である．ホモジニアス・マルチコアプロセッサとは異なり，異種
のコアが存在するため，あるコアで動作するプログラムがそのまま他のコアでも動作する
とは限らない．

7



2.3.2 マルチコアクラスタと諸問題

本研究で述べるマルチコアクラスタとは，マルチコアプロセッサを搭載した計算機 (ノー
ド)が，複数ネットワークで接続された並列計算機のことである (図 2.4)．つまり，従来の
クラスタ型並列計算機のプロセッサがマルチコアプロセッサに置き換わったものである．
現在販売されているプロセッサはほとんどがマルチコアプロセッサであり，現在では普通
にクラスタを構築しただけでマルチコアクラスタになる．ノード内に複数のマルチコア
プロセッサを搭載すると，コア・マルチコアプロセッサチップ・ノードの 3層構造が生ま
れる．コア間・チップ間・ノード間は階層毎に通信速度が異なる．また，マルチコアプロ
セッサはコア間で共有キャッシュを持つ形態のものが多い．よって，ノード内に複数の共
有キャッシュ単位の構造 (チップ単位の構造)が生まれる．
ここでマルチコアクラスタによる並列処理を考えると，このような従来とは異なるアー

キテクチャの性能を最大限引き出すためには，プログラムの並列化において工夫が必要で
ある．プログラムの並列化におけるプログラミングモデルは，メッセージパッシングによ
るものや共有メモリを利用した並列化がある．しかしこのような構造の違いを利用した並
列プログラミングモデルの研究はまだあまり多くない．
例えば最近のプログラミングモデルに関する研究では，中島の研究 [2]や馬場らの研

究 [3]がある．中島の研究では並列有限要素法アプリケーションにメッセージパッシング
モデルとハイブリッドモデルの並列化を適用し，TSUBAME Grid Cluster(dual-core)上
で評価実験を行っている．しかし，dual-coreを考慮した並列化や実験は行われていない．
また馬場らの研究では連立一次方程式 IDR(s)法にメッセージパッシングモデルとハイブ
リッドを適用し，プロセス数やスレッド数を変化させて実験を行っている．こちらも日立
SR11000(dual-core)などの環境で実験を行っているが，dual-coreを考慮した実験は行わ
れていない．
そこで本研究ではチップ (共有キャッシュ)構造に着目し，チップ内・チップ間・ノード

間という構造を利用した並列プログラミングモデルの提案を行う．

core0 core1 core0 core1

L1/L2 L1/L2 L1/L2 L1/L2

NETWORK

Shared L3 Cache

Shared Memory

Shared L3 Cache

core0 core1 core0 core1

L1/L2 L1/L2 L1/L2 L1/L2

Shared L3 Cache

Shared Memory

Shared L3 Cache

図 2.4: マルチコアプロセッサを搭載したクラスタ
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2.4 使用計算機
本研究で使用したマルチコアクラスタの外観・仕様及び評価実験で使用したツールにつ

いて述べる．

2.4.1 仕様

本研究で使用した計算機は，クアッドコア AMD Opteron プロセッサを 2基搭載した
ノードがGigabit Ethernetで 4ノード接続されたクラスタである．計算機の外観を図 2.5

に示す．また仕様の詳細について表 2.2に示す．

図 2.5: 本研究で使用したマルチコアクラスタの外観

表 2.2: 本研究で使用したクラスタの仕様

CPU Quad-Core AMD Opteron 2.1GHz 2-sockets ( 4core× 2 )

Cache L1 Data Cache 64KB, L2 Cache 512KB, Shared-L3 Cache 2MB

Memory 4GB / Node

Network Gigabit Ethernet

Number of Nodes 4

OS CentOS 4.6 kernel 2.6.9

Compiler PGI 7.1

MPI Library mpich1.2.7p1

Math Library ScaLAPACK, AMD Core Math Library

Analysis TAU(Tuning and Analysis Utilities), AMD CodeAnalyst
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2.4.2 解析ツール

本研究では，MPIによる通信時間の測定にTAU(Tuning and Analysis Utilities)[18]を
使用した．また，プログラムのキャッシュヒット率の測定に AMD CodeAnalyst[19]を使
用した．

TAU(Tuning and Analysis Utilities)

TAU(Tuning and Analysis Utilities)[18]とは，C,C++,Java,Python言語で記述された
並列プログラムの解析を行うツールセットである．オレゴン大学，ロスアラモス研究所，
ユーリッヒ研究所が共同で開発するプロジェクトである．専用コンパイラによりプログラ
ムをコンパイルする．そしてプログラム実行時に解析結果ファイルが出力される．解析結
果ファイルは専用ツールにより可視化することができる．本研究ではMPIによる通信時
間の測定に用いた．

AMD CodeAnalyst

AMD CodeAnalyst[19]とは，AMD社が提供するソフトウェア性能の解析やプロセッサ
イベントのサンプリングを行うことができるツールである．時間ベース・イベントベー
ス・命令ベース・パイプラインシミュレーションなど，様々な解析を行うことができる．
本研究ではプロセッサイベントのサンプリングを行いキャッシュヒット率の測定に用いた．

2.5 並列処理について
並列処理とは，処理する問題を複数の小部分に分割し，それらを複数のプロセッサで同

時に処理することで，全体の処理時間を短縮しようとするものである．並列処理にはさま
ざまな問題点も存在し，適切に行わなければ良い性能が出ない．また，並列処理の性能や
効率を知るための指標もある．それらについて以下に詳細を述べる．

2.5.1 オーバーヘッド

並列処理は，プロセッサ同士が独立して同時に処理を行うため，理想的な状況下ではプ
ロセッサの数に比例した性能が得られると考えられる．しかし，実際にはいくつかの要因
により図 2.6に示すようなオーバーヘッドが発生する．以下に並列処理における主なオー
バーヘッドについて記述する．
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Time
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図 2.6: 並列処理におけるオーバーヘッド
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通信時間

通信時間が存在することは逐次処理と並列処理の大きな違いの一つである．各々のプ
ロセッサは処理する問題のすべてのデータを保持しているわけではなく，問題の一部分の
データを保持している．つまり，１つのプロセッサのみで処理を行う逐次処理は，必要な
データすべてを保持しているが，並列処理では各プロセッサが分割してデータを保持して
いる場合が多いため，処理の途中でデータを交換する必要がある．このデータの交換を
行っている時間が通信時間である．またこの通信は，ネットワークを通して異なるノード
のコンピュータにアクセスする場合，同じプロセッサ内や同じノード内，つまり共有メモ
リ内と比較すると大幅に時間がかかるため，並列処理の効率は著しく悪くなる．

負荷の不均衡

負荷の不均衡とは，各プロセッサに与えられる計算負荷が均衡していない状態のことで
ある．負荷の不均衡が生じると負荷の高いプロセッサに対し，負荷の低いプロセッサは計
算量が少なくなり，同期待ち時間が多くなることで並列処理の効率が悪くなる．同期をと
るために負荷が高いプロセッサ，つまり計算時間が長くかかるプロセッサを待つことにな
り，いくら他のすべてのプロセッサが早く処理を済ませていても，一番遅いプロセッサに
合わせることになる．このため各プロセッサ間での負荷が均等になるように，処理を分散
して割り当てる負荷分散を行う必要がある．この負荷分散には，並列処理をはじめる最初
に負荷のバランスを考えて処理を各プロセッサに割り当てる静的負荷分散や，並列処理の
途中で各プロセッサの負荷を測定し，動的に処理を割り当てる動的負荷分散などがある．

スレッド並列化

通信時間や負荷の不均衡は主に分散メモリ上でのプロセス並列化におけるオーバーヘッ
ドである．しかし，共有メモリを利用したスレッド並列化を行うにあたってもオーバー
ヘッドは存在する．一つは，スレッドの生成や消滅によるオーバーヘッドである．スレッ
ドによる並列処理を行うにあたり，スレッドの生成と消滅を頻繁に繰り返しているとその
オーバーヘッドは大きくなる．しかしこのオーバーヘッドは最初にスレッドを生成し，な
るべく消滅させないよう適切に実装を行うことでかなり軽減できる．また，メモリアクセ
スの衝突によるオーバーヘッドも考えられる．これは複数のプロセッサが同時に共有メモ
リにアクセスするとプロセッサとメモリを繋ぐバスの奪い合いが生じる．このためメモリ
アクセスが性能を決めているような並列処理プログラムではプロセッサの数を増やした
分だけ性能が低下する場合がある．この問題を解決するにはキャッシュの有効利用などの
工夫が必要になる．この他にも様々なオーバーヘッドが存在し，共有メモリを利用したス
レッド並列化の性能評価は複雑で難しいところがある．
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2.5.2 性能の解析

スピードアップ (Speedup)とは逐次処理による実行時間と並列処理による実行時間の比
により求められる．Tσ(n)を逐次処理による実行時間，Tπ(n, p)を p個のプロセスからな
る並列処理による実行時間とするとき，並列プログラムのスピードアップは

S(n, p) =
Tσ(n)

Tπ(n, p)
(2.1)

である．固定した pの値に対して，普通は 0 < S(n, p) ≤ pである．もし，S(n, p) = pな
らばプログラムは線形スピードアップ (Linear speedup)をもつという．また，ごく希に，
線形スピードアップを超えたスーパー線形スピードアップ (Super-linear speedup)をもつ
ことがある．これは，プロセッサ 1台ではデータセットが大きくキャッシュヒット率が低
かった問題が，並列化を行ったことによりプロセッサ 1台あたりのデータセットが小さく
なり，キャッシュヒット率が飛躍的に向上し，メモリアーキテクチャに起因するボトルネッ
クが解消したことで起こる現象である．しかしほとんどの並列プログラムではオーバー
ヘッドが加わるので，線形スピードアップやスーパー線形スピードアップになることはま
ずない．
もう一つの指標として効率 (efficiency)がある．効率は逐次プログラムと比較したとき

の並列プログラムのプロセス利用の計量である．これは次のように定義される．

E(n, p) =
S(n, p)

p
=

Tσ(n)

pTπ(n, p)
(2.2)

0 < S(n, p) ≤ pなので 0 < E(n, p) ≤ 1となる．もしE(n, p) = 1であるならば，プログ
ラムは線形スピードアップを示している．

2.5.3 Amdahlの法則

Amdahl（アムダール）の法則とは，Gene Amdahl（ジーン・アムダール）氏が提唱し
た，システムの処理性能改善に関する法則である．並列処理の分野でよく使われ，複数の
プロセッサを使用したときの理論上の性能向上を予測する．
図 2.7に 1個のプロセッサを用いた逐次処理時間とp個のプロセッサを用いた並列処理

時間の関係を示す．

Tp = (1 − q)T1 +
qT1

p
=

(
(1 − q) +

q

p

)
T1 (2.3)

このときのスピードアップは，式 2.3を代入し

Sp =
T1

Tp
=

1

(1 − q) +
q

p

(2.4)
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と表され，プロセッサ数 pが無限大に近づく極限では，

lim
p→∞

Sp =
1

1 − q
(2.5)

となる．つまりAmdahlの法則は，「並列処理プログラムの速度向上は，対象となるプロ
グラム中の並列化できない部分の割合に大きく左右される」ということを示している．

T1

Time

q*T1(1 - q)*T1

(q*T1)/p

Tp

並列化前

並列化後

図 2.7: 並列化可能部分と不可能部分

2.6 まとめ
本章では並列計算機の分類とその詳細について述べた．また並列計算機の現状について

説明を行い，近年普及しているマルチコアプロセッサについて詳細を述べ，並列計算機に
搭載された場合の諸問題についても述べた．また，並列処理の一般論について述べた．
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第3章 並列プログラミングモデル

3.1 はじめに
並列計算機を用いて並列処理を行うためには，プログラムをどのようにして並列化を行

うかについて，適用する並列プログラミングモデルの検討を行う必要がある．並列プログ
ラミングモデルにはそれぞれに特徴があり使用する並列計算機の種類によっても変わる．
どのモデルを選択するのかは非常に重要な問題であり，最適なモデルを選択することで良
いパフォーマンスを得ることができる．

3.2 メッセージパッシング並列化
メッセージパッシング並列とは，分散メモリ型並列計算機で広く使われている並列化手

法である．各プロセッサ上でそれぞれ独立したプログラム，つまりプロセスが，それぞれ
独立したメモリアドレス空間を持って実行される．共有メモリ上であってもメモリアドレ
ス空間が独立したプロセスによって実行される．そして各プロセスは互いに通信を行いな
がらプログラムの実行を行う．通信メッセージは，データと制御情報から成り，送信側プ
ロセスは送信データを含むメッセージを作り，受信側プロセスに渡す．受信側プロセスは
受け取ったメッセージからデータを取り出してメモリに書き込む．つまり，メッセージを
送受信するときには，送信側または受信側のメモリを直接アクセスすることはない．
このように各プロセスは通信により互いに協調して並列処理を実行していく．以下に

メッセージパッシング並列の特徴を示す．

• 特徴

– 各プロセッサ上で独立したプログラム (プロセス)を実行する

– メッセージパッシング・ライブラリ (mpich, OpenMPI)を使用する

– 通信を明示的にコントロールして並列処理を行う

– プログラミングは共有メモリ並列と比較して複雑である
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3.2.1 MPI(Message Passing Interface)

MPI[9]はMessage Passing Interfaceを意味し，メッセージ通信のプログラムを記述する
ためのインターフェイスの標準化を目指して作られた，メッセージ通信のAPI仕様である．
1990年代の初頭に，それまでベンダーごとに独自に作成されていたプロセス間のメッセー
ジ通信の仕組み・インターフェイスを共通化することを目的にMPIの規格作成が開始さ
れた．1994年にMPI-1(version1)が，翌 1995年には修正を加えたMPI-1.1(version1.1)が
リリースされた．同年，新規機能拡張を考慮したMPI-2(version2)の検討が始まり，1997

年にはMPI-2がリリースされた．
MPIでは 100個以上の関数が定義されているが，実際には 20個程度の関数で十分プロ

グラミングが可能である．
MPIでは主に以下の機能を有している．

1対 1通信

MPIにおける基本的な通信機能である．あるプロセスと別のプロセス間で 1対 1で通
信を行う．例えば，MPI_Sendや MPI_Recvなどである．

集団通信

複数のプロセス間で通信を行う．例えば，MPI_Bcastなどである．これはあるプロセス
からプロセスグループ内のすべてのプロセスへデータをブロードキャストする．

3.2.2 MPIライブラリ

MPIライブラリとは，MPIを実装したライブラリのことである．MPIそのものはイン
ターフェイスの規格でしかない．つまりMPI規格に沿っていれば，ライブラリの中身を
どのように実装するかはライブラリ作成者によって異なる．有名なフリーのMPI実装と
しては，MPICH[14]がある．これは，アルゴンヌ国立研究所が模範実装として開発し，無
償でソースコードを配布したライブラリである．移植性を重視した作りで，盛んに移植が
行われ，世界中のほとんどのベンダーの並列計算機上で利用することができる．その他
にもフリーの実装として，LAMやその後継であるOpenMPIなどがある．また SGI社の
MPTや Intel社の Intel MPI Libraryなど，商用ベンダー各社が独自の実装を行い提供す
るライブラリも存在する．本研究では，MPICH 1.2.7p1を使用した．

3.3 共有メモリ並列化
共有メモリ並列化とは，共有メモリ型並列計算機で広く使われている並列化手法であ

る．各プロセッサ上では，スレッドが実行される．スレッドは生成元のプロセスが持つメ
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モリ空間を共有している．つまり，各スレッドは共有したメモリ空間を通じて協調して並
列処理を行う．共有メモリを利用しているため，分散メモリ型並列計算機では実行するこ
とができない．

• 特徴

– 各プロセッサ上でメモリ空間を共有したスレッドを実行する

– あるプロセスから生成された複数のスレッドはメモリ空間を共有している

– スレッドを生成したり制御するためのスレッドシステムやスレッドAPI(OpenMP,

pthread)を利用する

– プログラミングはメッセージパッシング並列化と比較して簡単である

3.3.1 自動並列化

自動並列化は，共有メモリ並列化を行うにあたって最も簡単な並列化の方法である．自
動並列化コンパイラを使用して，プログラムのソースコードを解析し並列実行可能な領域
を見つけ，マルチスレッド化する．データの共有設定やスレッドのスケジューリング，同
期といった並列化の作業をプログラマーが行わなくても並列化を行うことができる．この
自動並列化で主に焦点が当てられるソースコード内の構造はループである．これは，一般
的にプログラムの実行時間のほとんどは何らかのループの中で消費されるからである．ま
た，自動並列化の性能はコンパイラの性能に依存するところが大きく，コンパイラによっ
てはループ内に外部関数の呼び出しがある場合には並列化できないなどの条件がある場
合があり，スレッドAPIを利用して手動で並列化を行った場合と比較して良い性能が出
ない場合が多い．自動並列化コンパイラには Intelコンパイラや PGIコンパイラなどがあ
り，コンパイル時に自動並列化を行うオプションを付けることで利用することができる．

3.3.2 OpenMP

OpenMP[15]とは，マルチスレッド並列プログラミングを行うための標準APIである．
OpenMPは 1997年に発表された標準規格であり，多くのハードウェアやソフトウェア・
ベンダーが参加する非営利団体「OpenMP Architecture Review Board」によって管理さ
れている．OpenMPはC/C++や Fortranのようなコンパイラ言語ではなく，コンパイラ
に対する並列処理の機能拡張を規定したものである．したがって，OpenMPを利用するに
はOpenMPをサポートするコンパイラが必要になる．最近ではスレッド機構が使える多
くのコンパイラがサポートしており，ほとんどのUNIX系OSに移植されている gcc(GNU

Compiler Collection)でもバージョン 4.2から正式サポートしている．
OpenMP APIは，プログラムの並列化領域や，データ属性などの宣言子と並列処理を

補助するためのOpenMPライブラリ，また並列処理を行う場合の実行環境を指定する環
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境変数から構成される．OpenMP APIでプログラムの並列化を行うと，将来のシステム
スケールアップに合わせてプログラムを書き直す必要はなく，OpenMP APIをサポート
しているプラットフォーム間であれば，プログラムの移行は非常に容易である．

OpenMPでは主に以下の機能を有している [10]．

並列化領域の指示

OpenMPでは，プログラムの並列実行領域を，並列実行指示文によってプログラマが
明示的に指定する．並列化領域が開始すると，プログラムはスレッドに分かれて並列処理
を行う．並列化領域が終了すると分かれたスレッドは消滅し，1つのマスタースレッドに
戻る．

変数属性の指示

並列化領域内の変数 (データ)に対し，その変数をスレッド間で共有するか (Shared)，ス
レッド固有の変数にするか (Private)を指示する．Privateと指示された変数は，各スレッ
ドごとに個別の変数領域が確保される．こうすることで，各スレッドが同一の変数に同時
多発的に書き込みを行うことによって起こるデータの不整合を回避することができる．

3.4 ハイブリッド並列化
ハイブリッド並列化とは，メッセージパッシング並列化と共有メモリ並列化を組み合わ

せて並列処理を行う方法のことである．並列化手法を組み合わせることからハイブリッド
並列化と呼ばれる．共有分散メモリ型並列計算機のように共有メモリと分散メモリが混在
する環境で適用される場合が多い．メッセージパッシングによる通信処理は元々オーバー
ヘッドが大きく，それならばメモリを共有している部分は共有メモリ並列化を行ったほう
が性能向上が見込まれるのではないかという考えから来ている．しかしこれまでの研究
から，どのようなアプリケーションでも性能が向上するわけではなく，すべてメッセージ
パッシングのみで並列化した方が高速な場合もある．

• 特徴

– メッセージパッシング並列と共有メモリ並列を組み合わせる

– メッセージパッシングによるオーバーヘッドを減らせる可能性がある

– 負荷の不均衡による性能低下を軽減できる可能性がある

– 2種類の並列化を考える必要がありプログラミングが複雑になる
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3.4.1 MPI/OpenMPハイブリッド

MPI/OpenMPハイブリッドとは，メッセージパッシング並列化にMPIを，共有メモリ
並列化にOpenMP APIを使用して並列化を行う方法である．ハイブリッド並列化を行う
方法としては最もよく使用される方法であり，過去のハイブリッド並列処理の研究の多く
がこの方法を採用している．MPIはメッセージパッシング並列化のスタンダードであり
これを用いることに疑いの余地はない．OpenMPはコンパイラの能力に依るところもあ
り，最も性能が良い共有メモリ並列化の方法であるとは言い切れないが，プログラミング
を行う際のAPIの使い勝手が非常に良く，プログラミングが容易でありかつ，細かな調
整も可能である点があげられる．このような理由によりMPIとOpenMPを組み合わせた
ハイブリッド並列処理が最も使用されるのではないかと考えられる．その他のハイブリッ
ド並列化の方法としてはMPI/pthreadハイブリッドやMPI/自動並列化ハイブリッドな
どが考えられる．
ハイブリッド並列化の研究においては，山田らの研究 [4]で通信と演算のオーバーラッ

プによる研究が行われている．これはハイブリッド並列化を行い，ノード内の 1CPUが
MPI通信を行っている間に他のCPUで可能な演算を先に行い，通信と演算をオーバー
ラップさせる手法である．この研究では通信と演算の比率が小さい場合にはパフォーマン
スが落ちるが，その比率が適切な場合には 1,7倍以上の高速化を達成している．
次にTA QUOC VIETらの研究 [1]を取り上げる．これはSMP Clusterにおいてメッセー

ジパッシングのみによる並列化とプロセス間MPI通信によるハイブリッド並列化，スレッ
ド間MPI通信によるハイブリッド並列化をモデル化し比較実験を行っている．NAS-CG

ベンチマークとHigh Performance Linpackに実装を行い，すべての結果において，スレッ
ド間MPI通信によるハイブリッド並列化がメッセージパッシングのみによる並列化より
も優れた結果を出している．

3.5 従来手法の問題点
本研究が対象とするようなクラスタ型の並列計算機，つまり共有分散メモリ型並列計

算機において並列処理を行うには従来 2つの方法が考えられてきた．一つはMPIなどの
通信ライブラリを用いてすべてのコア (プロセッサ)間でメッセージパッシングのみによ
る並列処理を行う方法 (以降PureMPIと呼ぶ,図 3.1)と，ノード間はメッセージパッシン
グによる並列処理を行い，ノード内では共有メモリ並列処理を行うハイブリッド並列処理
(以降NodeHybridと呼ぶ,図 3.2)である．
次に，マルチコアプロセッサがノード内に複数搭載された環境での従来手法の問題点に

ついて以下に示す．

• PureMPI

– 通信・同期処理の増加による性能低下．したがって台数効果が得られない
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– マルチコアプロセッサの共有キャッシュが有効利用できない (図 3.3)

• NodeHybrid

– OpenMPによるノード内すべてのコアを使用した共有メモリ並列化によるオー
バーヘッド

– ノード間で大きなデータサイズの通信を行うことによるネットワークバンド幅
の飽和

まずPureMPIについては，通信・同期処理の増加による性能低下が考えられる．マル
チコアプロセッサは 1チップに複数のコアを搭載している．よって従来の並列計算機より
もノード内に搭載されたコア数が多い．PureMPIはノード内外すべてのコア同士が通信
を行う並列モデルである．したがって通信や同期による処理の増加がボトルネックとなり
並列処理全体の性能が低下する可能性がある．さらにマルチコアプロセッサの共有キャッ
シュを有効利用ができない点があげられる (図 3.3)．PureMPIはプロセス並列のモデルで
ある．つまり各コアは独自のメモリ空間を持つプロセスを実行しているため，共有キャッ
シュのデータも各コア独自のデータがそれぞれ入っていることになる．したがって共有
キャッシュは各コアがコア数分で割った大きさのキャッシュを使っていることになる．
一方の NodeHybridでは，OpenMPによる共有メモリ並列化のオーバーヘッドが考え

られる．これはアプリケーションの実装方法によって異なるが，大抵はスレッド生成やス
レッド間で同期などの処理によるオーバーヘッドがある．したがってノード内のすべての
コアでOpenMPを用いた共有メモリ並列化を行えばオーバーヘッドは大きくなる．また，
通信に関しても問題点が考えられる．これはマルチコアプロセッサに限った問題ではな
いが，NodeHybridはノード間でのみ通信を行うため，通信回数は少ない．しかし，1度
に送るデータ量が大きい．したがって一斉にデータを送受信する場合，ノード間のネット
ワークバンド幅が飽和し，通信性能が低下する可能性がある．
そこで本研究ではこれらの問題点を解決するために，ノード内のチップ単位の構造，つ

まり共有キャッシュ単位の構造を利用し，チップレベルでのハイブリッド並列化を提案
する．

3.6 チップレベルハイブリッド並列化の提案
マルチコアプロセッサを搭載したクラスタ環境での従来手法の問題点を解決するため

に，本研究ではチップレベルでのMPI/OpenMPハイブリッド並列化を提案する．これは，
マルチコアプロセッサを搭載することでノード内にできた共有キャッシュ構造，つまりマ
ルチコアプロセッサのチップ構造を利用し，ノード間及びチップ間でMPIによるメッセー
ジパッシング並列化を，共有キャッシュが存在するチップ内ではOpenMPによる共有メ
モリ並列化を行う並列化手法である (図 3.4)．チップ内で共有メモリ並列化を行うため共

20



L3 L3 

C C

C C

C C

C C

Memory

MPI communication

Memory
L3 L3 

C C

C C

C C

C C

図 3.1: PureMPI
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図 3.2: NodeHybrid
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図 3.3: PureMPIの問題点:共有キャッシュが有効利用できない
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有キャッシュを活用することができ，またノード内全体で共有メモリ並列化を行うわけで
はないのでオーバーヘッドも小さいと考えられる．

OpenMP
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OpenMPOpenMP
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図 3.4: チップレベルMPI/OpenMPハイブリッド並列化

3.6.1 プロセス・スレッドのコアへの割り当て

通常，プロセスやスレッドをどのコアで実行するかはオペレーティングシステム (OS)

が管理している．しかし本提案手法を実現するには，ノード内に生成されたMPIプロセ
スを各マルチコアプロセッサチップ内の 1コアに割り当て，そのプロセスから生成され
るスレッドをマルチコアプロセッサチップ内の全コアに割り当てる必要がある．したがっ
て，プログラマが明示的にプロセスやスレッドの割り当てを指定する必要がある．また，
プロセスやスレッドをコアに静的に割り当てることで，マイグレーションを止めることが
でき，それによって起こるキャッシュの無効化によるアプリケーションの性能低下を防ぐ
ことができる．
本研究ではプロセッサアフィニティ機構 (Processor Affinity Mechanism)[8]を利用して

プロセスやスレッドを任意のコアに割り当てる．以下では文献 [8]を参考にしてプロセッ
サアフィニティ機構の説明を行う．
プロセッサアフィニティ機構とは Linux Kernel 2.6以降で利用できる，プロセスやス

レッドが動作するプロセッサもしくはコアをアプリケーションが明示的に指定できるメカ
ニズムである．アフィニティ機構では，あるスレッドがどのプロセッサ上で動作できるか
という許可情報をアフィニティマスク (Affinity Mask)と呼ばれるマスクデータで表す．ア
フィニティマスクは「そのコンピュータ上に搭載されるプロセッサもしくはコアの集合」
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図 3.5: 提案手法による共有キャッシュの有効利用

を表すビットデータ cpu_set_t構造体で表され，このビットデータの各ビットがそれぞれ
1つのプロセッサもしくはコアに対応する．スレッドやプロセスは，自分のアフィニティ
マスクのうち 1がセットされているコア上でのみ動作が許可される．もし全ビットが 1で
ある場合には，コアへの割り当ては完全にOSに任される．この機構を利用して，1つの
ビットだけを 1にして残りのビットをすべて 0にすれば，ある特定のコア上でだけそのプ
ロセス・スレッドの実行を許可することができる．なお，アフィニティマスクはプロセス
構造体中に保持されるデータであるが，マスクの値はスレッド毎に管理される．
アフィニティマスクをプロセスやスレッドに設定するには，sched_setaffinityシス

テムコールを，現在のアフィニティマスクを取得するには sched_getaffinityシステム
コールを使用する．アフィニティマスク関連のシステムコールとマクロを表 3.1に示す．
これらシステムコールやマクロはヘッダファイル”sched.h”をインクルードすることで

利用可能である． システムコールの具体的な使い方についてはいくつかの方法が考えら
れる．プロセス・スレッドをコアへ割り当てるだけのプログラムを記述し，共有オブジェ
クトとしてコンパイルし LD_PRELOADを利用して本プログラムと共に実行する方法や，本
プログラムの中に直接記述する方法などである．本研究では本プログラムの中に直接記述
する方法を採用した．MPIプログラムにおいては，MPIの初期化関数の直後などにシス
テムコールを使用してMPIプロセスを各コアに割り当てる処理を記述する．OpenMPプ
ログラムでは，OpenMPの並列化領域が開始される前もしくは直後にスレッドを各コア
に割り当てる処理を記述することで利用可能である．図 3.8にMPI+OpenMPハイブリッ
ド並列プログラムにおけるプロセスとスレッドのコアへの割り当て動作させる場合の例を
示す．
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図 3.6: L3共有キャッシュが有効利用できない場合
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図 3.7: スレッドを適切に割り当てることによるL3共有キャッシュの有効利用
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� �
#include <sched.h>

#include "mpi.h"

#include "omp.h"

...

cpu_set_t mask; /* アフィニティマスク */

int tn; /* スレッド番号を格納する変数 */

int num_threads = 4; /* スレッド数 (コア数)を格納する変数 */

MPI_Init( &argc, &argv );

MPI_Comm_rank( MPI_COMM_WORLD, &my_rank );

...

/* MPIプロセスのコアへの割り当てを行う */

if( my_rank % 2 == 0 ){

__CPU_ZERO( &mask );

__CPU_SET( 0, &mask );

}else{

__CPU_ZERO( &mask );

__CPU_SET( num_threads, &mask );

if( sched_setaffinity( 0, sizeof( mask ), &mask ) == -1 )

printf("WARNING: faild to set CPU affinity");

...

/* スレッドのコアへの割り当てを行う */

#pragma omp parallel shared( num_threads ) private( mask, tn )

{

tn = omp_get_thread_num();

if( my_rank % 2 == 0 ){

__CPU_ZERO( &mask );

__CPU_SET( tn, &mask );

}else{

__CPU_ZERO( &mask );

__CPU_SET( tn + num_threads );

}

if( sched_setaffinity( 0, sizeof( mask ), &mask ) == -1 )

printf("WARNING: faild to set CPU affinity");

}

...
� �

図 3.8: MPIプロセス・OpenMPスレッドのコアへの割り当て (QuadCore-2socketsの場合)
26



表 3.1: Linuxプロセッサアフィニティ関数・マクロ

関数・マクロ 説明
sched_setaffinity 第 1引数で指定されるプロセス IDを持つプロセスのアフィニティマスクを設定す

る．プロセス IDに 0を指定した場合，自プロセスの実行中スレッドに対して指定
したことになる．

sched_getaffinity 第 1引数で指定されるプロセス IDを持つプロセスのアフィニティマスクを取得す
る．プロセス IDに 0を指定した場合，自プロセスの実行中スレッドのマスクを取
得する．

__CPU_CLR 第 1引数で指定されたプロセッサを第 2引数で指定されたアフィニティマスクから
クリアする．

__CPU_ISSET 第 1引数で指定されたプロセッサが第 2引数で指定されたアフィニティマスクにお
いてセットされているかチェックする

__CPU_SET 第 1引数で指定されたプロセッサを第 2引数で指定されたアフィニティマスクに
セットする

__CPU_ZERO 第 1引数で指定されたアフィニティマスクの全ビットをクリアする

3.6.2 通信時間

通信時間は並列処理において，また各並列化手法を比較するにあたり最も重要な要素の
一つである．一般的に並列処理における全通信時間 TCOMM は，データ転送の立ち上がり
時間 (セットアップ時間,Setup T ime)とデータサイズ (DataSize)，データ転送速度 (バン
ド幅.Bandwidth)，通信回数 (nc)を用いて次式で表すことができる．

TCOMM =

(
Setup T ime +

DataSize

Bandwidth

)
× nc (3.1)

データ転送の立ち上がり時間とは，通信関数を呼び出した際にかかる時間，データ転送を
開始する前処理にかかる時間のことである．また，各プロセッサ間の負荷が不均衡な場合
にはこれに同期時間 (待ち時間)が加わることになるがここでは無視することとする．
ここで，PureMPI・NodeHybrid・提案手法の比較を行う．ソフトウェアの実装方法や，

通信が 1対 1通信であるか集団通信であるかによって細かくは違うのであるが，ここでは
一般論を述べる．まず各手法において違いが現れるのはデータサイズDataSizeと通信回
数 ncである．前提として，コア数・マルチコアチップ数・クラスタノード数は

コア数 ≥マルチコアチップ数 ≥クラスタノード数 (3.2)

である．
データサイズDataSizeは，処理する問題をメッセージパッシングで分割する粒度で比

較することができる．PureMPIはすべてのコア間でメッセージパッシングを行う手法で
あるため，問題をコア数で分割する．つまり最も細粒度になる．提案手法はすべてのマル
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チコアチップ間でメッセージパッシングを行うため，問題をマルチコアチップ数で分割す
る．よって中粒度となる．NodeHybridはすべてのクラスタノード間で行うため粗粒度に
なる．したがってDataSizeを比較すると

NodeHybrid ≥提案手法 ≥ PureMPI (3.3)

となる．
通信回数ncは単純にコア数・マルチコアチップ数・クラスタノード数に比例する．PureMPI

はすべてのコア間で，提案手法はすべてのマルチコアチップ間で，NodeHybridはすべて
のクラスタノード間で通信を行うからである．したがって通信回数 ncを比較すると

PureMPI ≥提案手法 ≥ NodeHybrid (3.4)

となる．
以上の点から，NodeHybridは通信データのサイズが最も大きくなるためノード間のネッ

トワーク帯域が飽和し，ボトルネックとなる可能性がある．一方，PureMPIは通信回数が
最も多くなるためデータ転送の立ち上がり時間がボトルネックとなる可能性がある．よっ
て提案手法が最も短い通信時間になる可能性がある．

3.6.3 共有キャッシュ

共有キャッシュの存在はマルチコアプロセッサの大きな特徴である．本提案手法はチッ
プ内でスレッドによる共有メモリ並列化を行っているため，共有キャッシュを有効に利用
できると考えられる．NodeHybridも同様にノード内のすべてで共有メモリ並列化を行っ
ているため，共有キャッシュを利用できると考えられる．しかし，スレッドがノード内の
各コアにデータ配置を考慮せず各々実行されていたとすれば，提案手法よりも共有キャッ
シュのヒット率は下がる可能性がある．PureMPIはプロセスによる並列化であるため共
有キャッシュを有効利用できない．したがって，各並列化手法の共有キャッシュのヒット
率は

提案手法 ≥ NodeHybrid > PureMPI

になるのではないかと予想される．またこの違いは演算時間に影響すると考えられる．

3.6.4 処理時間

PureMPIの実行時間 TMPI は，演算時間を TCalcMPI，通信時間を TCommMPI とお
くと

TMPI = TCalcMPI + TCommMPI (3.5)

と表すことができる．
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一方，NodeHybridの実行時間TNodeHybは，演算時間をTCalcNodeHyb，通信時間をTCommNodeHyb，
OpenMPスレッドによるオーバーヘッドをOMPNodeHybとおくと

TNodeHyb = TCalcNodeHyb + TCommNodeHyb + OMPNodeHyb (3.6)

と表すことができる．
さらに提案手法の実行時間TProposalは，演算時間をTCalcProposal，通信時間をTCommProposal，

OpenMPスレッドによるオーバーヘッドをOMPProposalとおくと

TProposal = TCalcProposal + TCommProposal + OMPProposal (3.7)

と表すことができる．
ここで，使用するノード数が増えるとPureMPIの通信オーバーヘッドが大きくなるた

めに
TCommMPI > TCommProposal (3.8)

TCommMPI > TCommNodeHyb (3.9)

になると考えられる．ただし，TCommProposalとTcommNodeHybの関係は，並列計算機の
構成やアプリケーションによって変化すると思われるので，どのようになるか推定するこ
とは困難である．
またOpenMPスレッドによるオーバーヘッドは

OMPNodeHyb > OMPProposal (3.10)

が成り立つと考えられる．これは提案手法はチップ内でのみOpenMPによる共有メモリ
並列化であるが，NodeHybridはノード内全体で共有メモリ並列化を行うからである．
これらの条件を踏まえると，使用ノード数が増え通信オーバーヘッドが大きくなり，ま

たノード内のコア数が多く共有メモリ並列化のオーバーヘッドが大きい，上の条件を満た
す場合には

TMPI > TNodeHyb > Tproposal (3.11)

となると考えられる．

3.6.5 台数効果

本提案手法はPureMPIと比較して台数効果が得られると考えられる．PureMPIはすべ
てのコアと通信を行っているため，ノード数が増えることでコア数が増加し通信のオー
バーヘッドが増加する．したがってノード数が増えることで本提案手法の方が良い台数効
果を示すと思われる．
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3.7 まとめ
本章ではまずはじめに従来から考えられてきた並列プログラミングモデルについて詳

細を述べた．またマルチコアプロセッサを搭載することによって生まれる共有キャッシュ
の構造を利用した，本研究での提案手法について詳細を述べた．提案手法を実現するため
にはスレッドやプロセスを明示的にコアに割り当てる必要があり，本研究ではプロセッサ
アフィニティ機構を利用した．また従来手法と提案手法の通信時間や演算時間についてそ
の比較を行った．
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第4章 基礎的な数値計算による評価

4.1 はじめに
並列プログラミングモデル及び従来手法のマルチコアクラスタ環境での問題点，またそ

の解決法としてチップレベルでハイブリッド並列処理を行う手法を第 3で述べた．本研究
では，並列処理における通信時間の短縮やキャッシュヒット率の向上による演算時間の短
縮により，全体の処理時間の短縮を目指すものである．さらに通信時間が短縮することに
より台数効果の向上も期待される．
そこで，本章では基礎的な数値計算として行列積による評価実験を行う．行列積は科学

技術計算においてもっとも基礎的な数値計算の一つであり，提案手法を適用することでそ
の有効性を調査することができる．まず通信時間の調査実験を行い，従来手法と提案手
法における通信時間と演算時間の比較を行う．また，行列サイズを増加させた場合や使用
ノード数を変化させた場合の比較を行う．次にキャッシュヒット率の調査実験を行い，従
来手法と提案手法におけるキャッシュヒット率の比較を行う．最後に全体の処理時間の調
査実験を行い，行列サイズを変化させた場合及び使用ノード数を変化させた場合の比較を
行う．そして台数効果を導出し評価する．

4.2 行列積の並列化
行列積は科学技術計算で頻繁に行われる，もっとも基礎的な数値計算の一つである．図

4.1に行列積A×B = Cをどのように並列化したのかを示す．行列Aに関しては行方向に
プロセス数分を均等に分割して各プロセスに送信し部分行列Aを保持する．行列Bに関
しては全データを各プロセスが保持し，部分行列Cの計算を行う．そしてデータを集め
て処理が完了する．PureMPIはすべてのコア数分のプロセスを生成するので行分割の粒
度は小さい．提案手法はすべてのマルチコアプロセッサチップ数分のプロセスを生成する
ので中粒度，NodeHybridはノード数分の分割なので粗粒度になる．また共有キャッシュ
を有効活用するために参考文献 [6]に示されているOpenMPにおける reduction節の使用
を行列積の演算部分に取り入れた．演算量はO(n3)，通信量はO(n2)である．
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図 4.1: 行列積の並列化

4.3 評価実験
行列積の並列処理について評価を行うために，通信時間の調査，キャッシュヒット率の

調査，全体の処理時間の調査及び台数効果の調査を行った．

4.3.1 通信時間の調査

行列積に関して，通信時間の調査実験を行った．この実験により，従来手法と提案手法
の通信時間と演算時間の違いを明らかにする．
図 4.2にノード数 2(コア数 16)の実験結果を，図 4.3にノード数 4(コア数 32)の実験結

果を示す．
まず通信時間に着目すると，行列サイズN=3840の提案手法だけ著しく時間がかかって

いるのがわかる．しかし行列サイズN=1920や 2880の場合には，提案手法と従来手法の
通信時間に大きな違いは見られない．そこでツールによる解析結果データから原因を調査
してみると，各プロセスが部分行列積を計算し最後に行列を集めるときの通信にほとんど
の時間が消費されているのがわかった．つまりN=3840の提案手法だけ，各コアのキャッ
シュヒット率の違いなどによるコア間のロードバランスの不均一が起こり，通信待ち時間
(同期時間)が非常に大きくなってしまったからであると思われる．これは手法による違い
ではなく，行列の分割が偶然キャッシュヒット率に影響したために通信時間が増加したの
で，特に考察する必要はないと考えられる．
次に演算時間に着目すると，行列サイズ N=1920及び N=2880のときには提案手法が

もっとも短くなっている．しかし，N=3840のときには PureMPIがもっとも短い値を示
している．これらの原因を調べるために，次にキャッシュヒット率の調査を行う．
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図 4.2: 行列積 - ノード数 2(コア数 16)の解析結果
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図 4.3: 行列積 - ノード数 4(コア数 32)の解析結果
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4.3.2 キャッシュヒット率の調査

キャッシュヒット率の調査実験を行う．この実験により，従来手法及び提案手法のキャッ
シュヒット率の違いを明らかにする．
実験にはノード数 4(32コア)を使用した．表 4.1に行列一辺サイズ N=2880のときの

キャッシュヒット率を，表 4.2に行列一辺サイズN=3840のときのキャッシュヒット率を
示す．また，ここでは Average memory access time(平均メモリアクセス時間)の算出を
行った．本実験の環境はプロセッサがOpteronプロセッサである．Opteronは Exclusive

Cache Architectureを採用しており，各キャッシュレベルで同じデータを持たない仕組み
になっている．よってこれらの影響により単純に平均メモリアクセス時間の比較だけでは
キャッシュ性能を推定することはできない．また平均メモリアクセス時間の導出に使用し
た L3共有キャッシュのアクセスレイテンシは各コアの負荷などで変化することがわかっ
ている．したがって以下に示す平均メモリアクセス時間はあくまでも目安であるという前
置きをしておくことにする．導出に使用したキャッシュやメモリのレイテンシは参考文献
[7]の値を利用した．

表 4.1: 行列積 - 行列一辺サイズN=2880のキャッシュヒット率

N=2880 PureMPI Proposal NodeHybrod

L1 data cache hit (%) 50.3 62.7 62.7

L2 cache hit (%) 83.9 79.4 78.9

L3 cache hit (%) 56.4 79.2 83.9

Average memory access time (ns) 7.80 5.91 5.75

表 4.2: 行列積 - 行列一辺サイズN=3840のキャッシュヒット率

N=3840 PureMPI Proposal NodeHybrod

L1 data cache hit (%) 50.5 63.2 63.3

L2 cache hit (%) 89.4 89.0 88.3

L3 cache hit (%) 1.22 1.04 1.05

Average memory access time (ns) 8.31 6.66 6.84

行列一辺サイズN=2880の実験結果の表4.1に着目すると，PureMPIのL1，L3共有キャッ
シュヒット率が低い．一方，共有メモリ並列化を行っている提案手法及びNodeHybridは
L3共有キャッシュのヒット率が高くなっていることがわかる．このヒット率の違いは通信
時間の調査実験におけるノード数 4(コア数 32)の解析結果の図 4.3の行列サイズ 2880に表
れている．キャッシュヒット率が低いPureMPIの演算時間が最も長くなっている．平均メ
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モリアクセス時間も PureMPIが最も長くなっている．提案手法とNodeHybridのヒット
率を比較すると L2キャッシュは提案手法が高いヒット率を示しているが，L3共有キャッ
シュはNodeHybridが高い．そこで平均メモリアクセス時間を見ると NodeHybridの方が
若干時間が短いようである．そこで図 4.3の行列サイズ2880を見ると，演算時間は提案手
法が短いという逆の結果になっている．したがって，NodeHybridの演算時間増加はキャッ
シュヒット率の低下ではなく，OpenMPによるオーバーヘッドの可能性が最も高いと推
定される．
一方，行列サイズN=3840の実験結果の表 4.2に着目すると，PureMPIのL3共有キャッ

シュヒット率が最も高くなっている．しかし各手法を見るとすべて L3共有キャッシュは
1%程度のヒット率と非常に低い．L1キャッシュは PureMPIが最も低い値となっている．
にもかかわらず，通信時間の調査実験におけるノード数 4(コア数 32)の解析結果の図 4.3

の行列サイズ 3840を見ると，PureMPIの演算時間がもっとも短く，NodeHybridの演算時
間がもっとも長くなっている．つまりここでも，キャッシュヒット率の違いよりもOpenMP

による共有メモリ並列化のオーバーヘッドが大きく影響したために，NodeHybridの演算
時間が長く，次に提案手法の演算時間が長いという結果になっていると考えられる．

4.3.3 処理時間の調査

行列積による全体の処理時間の調査実験を行う．図 4.4から図 4.7に，ノード数 1(8コ
ア)からノード数 4(32コア)までの行列サイズを変化させたときの処理時間を示す．
全体的に，処理時間の増加曲線は緩やかにはならず，大きな振れ幅がある．これは行列

サイズと使用するコア数・行列分割サイズによってキャッシュのヒット率に大きな違いが
あるために，このような振れ幅のある結果となっている．しかし全体を見ると，ほとんど
の場合でNodeHybridがもっとも長い処理時間を示している．つまり共有メモリによる並
列化のオーバーヘッドの影響が大きいことがわかる．一方，PureMPIと提案手法では行
列サイズによって処理時間が長くなったり短くなったりする．キャッシュのヒット率の影
響が大きいために，正確に性能を比較するのは難しいが，全体的に処理時間の曲線を見る
と，ほぼ同じ性能と考えてよいと思われる．

4.3.4 台数効果の調査

行列積による台数効果 (Speed-up)の調査を行う．行列サイズN=960のときからN=3840

の Speedupを図 4.8から図 4.11に示す．
行列サイズN=960ではPureMPIがもっとも良いスピードアップを示した．これは行列

サイズが非常に小さいので通信オーバーヘッドが比較的小さかったためであると考えられ
る．一方，N=1920,2880では提案手法がもっとも良いスピードアップを示した．しかし，
N=3840ではPureMPIが良いスピードアップを示している．つまり，キャッシュのヒット
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図 4.4: 行列積-ノード数 1(コア数 8)の処理時間
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図 4.5: 行列積-ノード数 2(コア数 16)の処理時間
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図 4.6: 行列積-ノード数 3(コア数 24)の処理時間
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図 4.7: 行列積-ノード数 4(コア数 32)の処理時間
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図 4.9: 行列積-行列一辺のサイズN=1920の Speedup
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率の影響が大きく，手法の違いによる比較が難しくなっている．しかしNodeHybridが最
も良いスピードアップを示している場合はない．

4.4 まとめ
本章では，基礎的な数値計算による評価として行列積の数値計算をとりあげ，実験を

行った．行列積は科学技術計算においてもっとも基礎的なそして重要な数値計算の一つで
ある．
はじめに通信時間の調査を行った．使用ノード数の変化による各並列化手法の通信時間

の変化はほとんどなく，通信時間に大きな違いは見られなかった．これは行列積の通信処
理が，はじめに各プロセスにデータを送信し，最後に結果のデータを集めるという非常に
簡単なモデルであるからだと考えられる．PureMPIであってもほとんど通信によるオー
バーヘッドは起きない．またサイズ 3840の提案手法の場合だけ極端に通信時間が長くなっ
たが，これは各コアのキャッシュヒット率が著しく異なるために負荷の不均一が起こり，
最後の結果データを集める際に待ち時間が長くなったためである．キャッシュヒット率の
調査では，共有メモリ並列化を行う提案手法とNodeHybridにおいてL3共有キャッシュの
ヒット率向上が見られた．また平均メモリアクセス時間を見てもPureMPIより小さい時
間であった．にもかかわらず演算時間の増加が確認された理由は，共有メモリ並列化によ
るオーバーヘッドの方が大きいからであると推定できる．処理時間やスピードアップの調
査では，キャッシュヒット率の違いによる影響が大きく，純粋に各手法の性能比較が難し
いが，全体を見ると NodeHybridが最も悪い性能を示しており，提案手法と PureMPIは
ほぼ同じ性能であると結論付けた．
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第5章 実際のアプリケーションによる
評価

5.1 はじめに
本章では，実際のアプリケーションによる評価として一般逆行列の並列処理による評

価実験を行う．一般逆行列の数値計算は蛍光トモグラフィーと呼ばれる生体内を可視化す
る，現在盛んに研究が行われている分野で使われている数値計算である．計算時間に時間
がかかることから並列処理が求められており，提案手法を適用することでその有効性を調
査する．評価実験は第 4章で行ったものと同じ内容を行う．まず通信時間の調査を行い，
従来手法と提案手法における通信時間と演算時間の比較を行う．また，行列サイズや使用
ノード数を変化させて実験を行う．次にキャッシュヒット率の調査実験を行い，従来手法
と提案手法の比較を行う．最後に全体の処理時間の調査実験を行い，行列サイズを変化さ
せた場合及び使用ノード数を変化させた場合の比較を行う．そして台数効果を調査する．

5.2 蛍光トモグラフィー
蛍光トモグラフィーとは，近赤外線を用いて生物個体の内部構造を可視化する，生命科

学分野で最も期待されている技術である．生きた生物の断層像を非侵襲的に得る方法は，
生体の構造と機能を解析する上で最も重要な技術の一つである．X線によるCT(Computed

Tomography)やMRI(Magnetic Resonance Imaging)がよく知られた技術として存在する．
しかしX線は生体には有害であり多量に浴びると非常に危険である．一方の光トモグラ
フィーは近赤外線を用いるため安全であり，組織透過率がよく組織深層の蛍光分子を励起
できる特徴がある．マウスなどの固体内の生体分子を可視化する目的では，生物発光を利
用した画像化技術が開発研究されている [5]．励起光源を必要としないため，暗箱の中に
試料となるマウスなどの生物をセットし，高感度CCDカメラで画像取得するという単純
な原理に基づいている 5.1．カメラの性能向上により秒単位で生体内の深部の発光を検出
することができる．新たな分子画像化技術として注目されている．この画像化処理におい
て，一般逆行列の演算を行う必要があり，マウスなどではなく人体のようなさらに大きな
生体の画像化を行う際には膨大な計算時間が必要になる．よって並列処理による高速化が
求められている．
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CCDカメラレーザ

図 5.1: 蛍光分子トモグラフィーシステム

5.3 一般逆行列
本節では一般逆行列の数値計算法について，参考文献 [11]と [12]を引用して詳細な説明

を行う．

5.3.1 定義

Aを (m, n)型長方行列とする．次の 4条件をすべて満足する行列A−を一般逆行列（ムー
ア・ペンローズ型一般逆行列）と定義する．

(AA−)T = AA− (5.1)

(A−A)T = A−A (5.2)

AA−A = A (5.3)

A−AA− = A− (5.4)

式 (5.1)，(5.2)はAA−とA−Aが対称行列であることを示している．Aが正方行列 (m = n)

で，|A| �= 0の場合には，A−とA−1とは一致する．Aのランクを rとすると，Aは次式
のように分解できる．

m
n

A = m
r

B
r

n

C (5.5)

ここに，
rank(B) = r, rank(C) = r (5.6)

ここで，BT B，CCT の大きさは r × rとなり，

rank(BT B) = r, rank(CCT ) = r (5.7)

となるから，|BT B| �= 0，|CCT | �= 0が成り立つ．よって，(BT B)−1，(CCT )−1は存在す
る．そこで，

n
m

A− = CT (CCT )−1(BT B)
−1

BT (5.8)
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と置くと，この A− は式 (5.1)から式 (5.4)をすべて満足する．つまり，任意の行列は一
般逆行列を持つことがわかる．ここで，式 (5.8)が式 (5.1)から式 (5.4)を満足することを
示す．

1. (AA−)T = AA− AA− = BCCT (CCT )−1(BT B)−1BT = B(BT B)−1BT であるから，
(AA−)T = [B(BT B)−1BT ]T = AA−となる．この誘導において，BT Bが対称行列
であることを利用している．

2. (A−A)T = A−A A−A = CT (CCT )−1(BT B)−1BT BC = CT (CCT )−1C であるから，
(A−A)T = [CT (CCT )−1C]T = CT (CCT )−1C = A−Aとなる．この誘導において，
CCT が対称行列であることを利用している．

3. AA−A = A AA−A = BCCT (CCT )−1(BT B)−1BT BC = BC = A

4. A−AA− = A− A−AA− = CT (CCT )−1(BT B)−1BT BCCT (CCT )−1(BT B)−1BT =

CT (CCT )−1(BT B)−1BT = A−

Aの分解は唯一ではないがA−は唯一となる．このことを以下に示す．
式 (5.1)から式 (5.4)のすべてを満足する 2個の行列A−

1，A−
2 が存在するとして，A−

1 =

A−
2 となることを示す．A−

1 は式 (5.3)を満足するから，AA−
1 A = Aである．この両辺

に A−
2 を掛けると，AA−

1 AA−
2 = AA−

2 となる．AA−
2 は式 (5.1)より対称行列であるから，

AA−
1 AA−

2 = (AA−
1 AA−

2 )Tとなる．よって，式 (5.1)，(5.3)を用いると，AA−
2 = AA−

1 AA−
2 =

(AA−
1 AA−

2 )T = [(AA−
1 )(AA−

2 )]T = (AA−
2 )T (AA−

1 )T = AA−
2 AA−

1 = AA−
1 となる．同様に，

式 (5.2)と式 (5.3)を用いると，A−
2 A = A−

2 AA−
1 A = (A−

2 AA−
1 A)T = (A−

1 A)T (A−
2 A)T =

A−
1 AA−

2 A = A−
1 Aとなる．以上の関係と式 (5.4)を用いると，A−

1 = A−
1 AA−

1 = (A−
1 A)A−

1 =

(A−
2 A)A−

1 = A−
2 (AA−

1 ) = A−
2 AA−

2 = A−
2 となる．よって，一般逆行列は唯一であることが

わかる．この証明において，式 (5.1)から式 (5.4)のすべての条件を利用していることに注
目していただきたい．
一般逆行列は線形方程式系Ax = gの解法が研究される過程で導入，発展されてきた．

その過程で，種々の目的に応じて，各種の一般逆行列が考案され，利用されてきている．
以下に，各種の一般逆行列の定義と名称をまとめておく．

• 反射型一般逆行列
AA−A = A (5.9)

A−AA− = A− (5.10)

上式を満足する行列A−を反射型一般逆行列と呼び，A−
r で表す．

• ノルム最小型一般逆行列
AA−A = A (5.11)

(A−A)T = A−A (5.12)

上式を満足する行列A−をノルム最小型一般逆行列と呼び，A−
mで表す．
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• 最小 2乗型一般逆行列

AA−A = A (5.13)

(AA−)T = AA− (5.14)

上式を満足する行列A−を最小 2乗型一般逆行列と呼び，A−
l で表す．

式 (5.1)から式 (5.4)の 4条件をすべて満足する一般逆行列はムーア・ペンローズ型
一般逆行列と呼ばれる．ムーア・ペンローズ型一般逆行列は A+で表される場合が
多いが，以下においては，特に断らない限り，ムーア・ペンローズ型一般逆行列を，
単に一般逆行列と呼び，A−で表し，使用することとする．

5.3.2 性質

(1) (m, n)型行列Aの一般逆行列A−は (n, m)型行列である．

(2) Aを (m, n)型の零行列とする．そのとき，A−は (n, m)型の零行列である．

(3) Aの転置行列の一般逆行列はAの一般逆行列の転置である．つまり，

(AT )− = (A−)T (5.15)

(4) A−の一般逆行列はAに等しい．つまり，

(A−)− = A (5.16)

(5) Aの一般逆行列のランクはAのランクに等しい．つまり，

rank(A−) = rank(A) (5.17)

(6) Aのランクを rとする．そのとき，A−, AA−, A−A, AA−A, A−AA−のランクは rで
ある．つまり，

rank(A) = rank(A−) = rank(AA−) = rank(A−A)

= rank(AA−A) = rank(A−AA−) = r (5.18)

(7) 行列Aについて次式が成立する．

(AT A)− = A−(AT )− = A−(A−)T (5.19)

(8) 行列Aについて次式が成立する．

(AA−)− = AA−(A−A)− = A−A (5.20)
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(9) P を (m, m)型直交行列，Qを (n, n)型直交行列，Aを任意の (m, n)型行列とすると
き次式が成り立つ．

(PAQ)− = QT A−P T (5.21)

(10) Aが対称行列のとき，A−も対称行列である．

(11) Aが対称行列のとき，AA− = A−Aが成立する．

(12) Aを n次正方行列とする．AT = AおよびA2 = Aを満足する行列Aを直交射影行列
という．このときA− = Aが成立する．

(13) Dを dii(i = 1, · · · , n)を対角要素とするn次元の対角行列とする．このとき次の関係
が成り立つ．

D =

⎡
⎢⎢⎢⎣

d11 0
d22

. . .

0 dnn

⎤
⎥⎥⎥⎦ , dii �= 0のとき D− =

⎡
⎢⎢⎢⎣

d−
11 0

d−
22

. . .

0 d−
nn

⎤
⎥⎥⎥⎦ (5.22)

D =

⎡
⎢⎢⎢⎣
d11 0

d22

. . .

0 dnn

⎤
⎥⎥⎥⎦ , d11 = 0, dii �= 0(i = 2, · · · , n)のとき

D− =

⎡
⎢⎢⎢⎣

0 0
d−1

22

. . .

0 d−1
nn

⎤
⎥⎥⎥⎦ (5.23)

(14) A =

[
B 0

0 C

]
の一般逆行列はA− =

[
B− 0

0 C−

]
である．

(15) Aを (m, n)型行列とする．このとき次の関係が成り立つ．

rank(A) = mのとき：A− = AT (AAT )−1, AA− = Im (5.24)

rank(A) = nのとき：A− = (AT A)−1AT , A−A = In (5.25)

(16) AA−，A−A，I − AA−，I − A−Aはすべて直交射影行列である．

(17) Bをランク rの (m, r)型行列，Cをランク rの (r, n)型行列とする．このとき次式が
成り立つ．

(BC)− = C−B− (5.26)
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5.3.3 数値計算法

任意の行列に対して，唯一に存在するムーア・ペンローズ型一般逆行列の数値計算法を
大別すると次のようになる．

• 階数分解による方法
• 特異値分解による方法
• 収束計算による方法
• その他の方法

本節では上記に示した分類に従い，計算法の概説を行う．

階数分解による方法

この方法は，何らかの方法で行列Aを分解し，式 (5.8)を用いてA−を求めるものであ
る．以下ではAを (m, n)型行列とする．

ガウスの消去法による方法 Aの i行目の成分をピボット aij（Aの i行 j列の成分）で割
り，次いで akj倍し，k行目から引く．この作業を表す行列をMiとする．このMiを用い
るとガウスの消去法は次式で表される．

MrMr−1 · · ·M1A = r
m−r

[
nU

O

]
(5.27)

上式において rは消去が終了する最終の行の番号，すなわち，Aのランクである．また，
U は (r, n)型上台形行列である．式 (5.27)より，

A = M−1
1 · · ·M−1

r−1M
−1
r

[
U

O

]
(5.28)

ここで，
P−1 = M−1

1 · · ·M−1
r−1M

−1
r (5.29)

と置くと，式 (5.28)は次式となる．

A = P−1

[
U

O

]
= m[

r

P1 |
m−r

P2 ]rm−r

[
nU

O

]
(5.30)

ここで，
L = P1 (5.31)

と置くと，Lは対角成分がすべて 1の (m, r)型下台形行列となる．U と Lを用いると

A = LU (5.32)

と階数分解できる．また，Aの一般逆行列は式 (5.8)より

A− = UT (UUT )−1(LT L)−1LT = UT (LT AUT )−1LT . (5.33)
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ハウスホルダー法を用いたQR分解による方法 ハウスホルダー変換（鏡映変換）を表
す行列を変換を行う順にP1, P2. · · · , Pmとすると，Aは次のように分解できる．

A = P1P2 · · ·Pm

[
R

Q

]
= QR (5.34)

QはP1, P2. · · · , Pmの前半 r列から成る (m, r)型分割行列で，互いに直交する r個のm次
正規化列ベクトルから成っている．一般に，P 2

i = Im(i = 1, · · · , m)であるから，QT Q = Ir

となる．Rは (r, n)型上台形行列である．式 (5.34)の階数分解を用いると，式 (5.8)より

A− = RT (RRT )−1QT . (5.35)

特異値分解による方法

行列Aが実対称行列の場合は次式で与えられる固有値分解が可能である．

A = UDUT (5.36)

ここに，U は変換行列，Dは対角行列である．
Aがランク rを持つ (m, n)型行列のときには次のように分解することができ，これを

特異値分解という．

A = μ1u1v
T
1 + · · ·+ μrurv

T
r

= UΣV T (5.37)

ここに，

Σ =

⎡
⎢⎣

μ1 0. . .

0 μr

⎤
⎥⎦ , U = [u1, · · · , ur], V = [v1, · · · , vr] (5.38)

AT Aの 0でない固有値を λi(i = 1, · · · , r)とするとき

μi =
√

λi (5.39)

ui,viは μiに対して一意に定まる正規化ベクトルで

UT U = V T V = Ir (5.40)

の直交条件を満足している．このときA−は

A− =
1

μ1
v1u

T
1 +

1

μ2
v2u

T
2 + · · ·+ 1

μr
vru

T
r

= V Σ−1UT . (5.41)
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特異値分解を用いる方法 行列Aの特異値分解を求め，次いで，式 (5.41)よりA−を求め
る方法である．本研究では，一般逆行列を求める数値計算法として特異値分解を用いる方
法を採用した．詳しくは 5.3.4小節で述べる．

固有値分解を用いる方法 A−の計算に固有値分解を用いる方法を述べる．

V = AT UΣ−1 (5.42)

式 (5.42)を式 (5.41)へ代入すると

A− = V Σ−1(Σ−1)T V T AT = V (Σ2)−1V T AT (5.43)

あるいは
A− = AT UΣ−1Σ−1UT = AT U(Σ2)−1UT (5.44)

ここで，式 (5.62)から式 (5.39)との比較より，V Σ2V TはAT Aの固有値分解であり，UΣ2UT

はAAT の固有値分解であることがわかる．従って，式 (5.43)，あるいは，式 (5.44)より
A−はAT A，あるいは，AAT の固有値分解から求めることができる．その手順は

(i) AT A（あるいは AAT）を固有値分解し，すべての固有値 λiと固有ベクトル vi(i =

1, · · · , r)を計算する．

(ii) λiと viを用いて

Δ = Σ2 =

⎡
⎢⎣

λ1 0. . .

0 λr

⎤
⎥⎦ , V = [v1, · · · , vr] (5.45)

を作成する．

(iii) Δ−1を求め，V Δ−1V T を作る．

(iv) 右側からAT を掛ける（AAT のときは左側から掛ける）．

以上よりA−が得られる．AT Aを使うか，AAT を使うかは，結果がなるべく小さな行列に
なるようにすれば良く，Aが縦長行列のときはAT A，横長行列のときはAAT を利用する．

収束計算による方法

繰り返し計算や収束計算によりA−を求める方法を述べる．
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ペンローズの方法 以下の手順に従って繰り返し計算を行う．

(i) B = AT Aとおく．

(ii) C(1) = Inとおく．

(iii)

C(j+1) = In
1

j
trace(C(j)B) − C(j)B (j = 1, 2, · · · ) (5.46)

(iv) 上式の繰り返し計算をおこない，最初にC(r+1)B = 0となった時点で計算を終える．

(v) このとき，trace(C(r)B) �= 0, rank(B) = rank(A) = rとなり，

A− =
rC(r)

trace(C(r)B)
AT (5.47)

この方法ではAのランクに等しい回数で繰り返し計算が終わり，これからAのランクも
知ることができる．しかし，数値計算の誤差が含まれるときには，C(r+1)B = 0の判定が
困難となる場合も生じるので注意が必要である．

Aが縦長行列 (m < n)のときにはAの代わりにAT を用いて計算し，最後に (AT )− =

(A−)T よりA−を求めればよい．

ベン-イスラエルの収束計算法 λ1をAT Aの最大固有値とし，実数 αを次の式を満たす
ように選ぶ．

0 < α <
2

λ1

(5.48)

このとき，次のように与えられる行列の列

X0 = αAT (5.49)

Xk+1 = Xk(2Im − AXk), k = 0, 1, · · · (5.50)

はA−に収束する．従って，本計算法ではXkがA−に必要な精度で収束するまで式 (5.50)

を繰り返すことになる．

その他の方法

前述した 3つの分類に入らない計算法も提案されており，それらの方法を述べる．
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グレヴィーユの方法 Aを列ベクトルで表示すると

A = [a1, a2, · · · , an] (5.51)

ここで，
An−1 = [a1, a2, · · · , an−1] (5.52)

と置くと，式 (5.51)は次式となる．

A = [An−1, an] (5.53)

上式を用いるとA−は次式の形に書くことができる．

A− =

[
A−

n−1 − A−
n−1anb−n

b−n

]
(5.54)

ここで，b−n はm次元列ベクトル bnの一般逆行列であり，次式で与えられる．

(1) an �= An−1A
−
n−1anの場合

bn = (Im − An−1A
−
n−1)an (5.55)

(2) an = An−1A
−
n−1anの場合

bn =
[1 + aT

n (An−1A
T
n−1)

−an](An−1A
T
n−1)

−an

aT
n (An−1AT

n−1)
−(An−1AT

n−1)
−an

(5.56)

また，

b−n =

⎧⎨
⎩

bn = 0のとき 0

bn �= 0のとき
bT
n

bT
nbn

(5.57)

以上を準備として，次の手順でA−を求めることができる．ただし，

Ak = [a1, · · · , ak] (5.58)

(i) A1 = a1と置き，式 (5.57)からA−
1 を求める．

(ii) A2 = [A1a2]と置き，式 (5.54)からA−
2 を求める．

(iii) 以下同様に，Ak = [Ak−1ak]よりA−
k を求める．

(iv) 最終的にAn = [An−1 an]よりA−
n を求める．
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近似計算法 A−の近似計算法として，式 (5.25)を基とした方法がある．つまり，

A− = lim
δ→0

(AT A + δI)−1AT (5.59)

ただし，δ > 0で
|AT A + δI| �= 0 (5.60)

δを小さくするほど精度は良くなるが，(AT A+ δI)−1の計算中にランク落ちが生じないよ
うにする必要があり，δを小さくするには限度がある．

5.3.4 特異値分解による方法

本研究では　本小節では特異値分解による数値計算法について詳細に述べる．

特異値分解

行列Aがm行 n列であるとする．行列Aに対して，適当な直交行列 Ũ および Ṽ を選
ぶなら，行列Aを次のとおりに分解することができる．

A = ŨΣ̃Ṽ T (5.61)

ここで，Ũ および Ṽ はそれぞれ m行 n列および n行 m列の直交行列であり，Σ̃は
diag(σi), σi ≥ 0なるm行 n列の対角行列である．
式 (5.61)を，行列Aの特異値分解といい，対角行列Σの各要素 σiを行列Aの特異値と

いう．いま，m ≥ nと仮定する．ここで，Σ̃が対角行列であることに着目すると，m行 n

列の対角行列の左側より掛け合わせる行列 Ũの場合，行列 Ũのm行 n列だけが有効であ
り，他の要素は，結果になんら影響を与えていない．さらに，対角行列の右側より掛け合
わせる行列 Ṽ の場合，行列 Ṽ の n行 n列だけが有効であり，他の要素は，結果になんら
影響を与えていない．

m < nの場合にも同様のことがいえる．
上記の事柄を踏まえて，実用的な特異値分解は，式 (5.61)ではなく，不要な領域を持た

ない，不要な計算を行わないために，下式のとおり行われる．

A = UΣV T (5.62)

ここで，l = min(m, n)として，Uはm行 l列，V はn行 l列の行列，Σは diag(σi), σi ≥ 0

なる l次の対角行列である．
特異値分解を実現するアルゴリズムを解説する前に，特異値に関する性質を述べる．

(1) 特異値 σ1, σ2, · · · , σlは，AT Aの固有値の大きい方から数えて，l番目までの正平方根
である．また，V の第 i列は，固有値 σ2

i に対するAT Aの固有ベクトルであり，U の
第 i列は，固有値 σ2

i に対するAAT の固有ベクトルである．
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(2) Aの条件数 (COND)は，COND(A) = σ1/σlで得られる．ここで，σ1および σlは，
代数的に 1番目および l番目に大きい特異値である．よって，σl = 0であるとは，行
列Aの階数落ちが発生しており，その条件数が無限に広がることを意味する．

(3) Aの階数は，行列Aを特異値分解して得られる対角行列Σの，ゼロでない対角要素
σiの数に等しい．

このような性質を活用することにより，特異値分解による行列のもつ特性を把握すること
ができる．

特異値分解を行うアルゴリズム

ここでは，ハウスホルダー法とQR法を組み合わせたアルゴリズムについて述べる．m

行 n列の行列Aが与えられたとき，どのように特異値分解されていくかを述べる．

(a) 行列の上 2重対角行列化 2つのハウスホルダー変換行列 P1, · · · , PnとQ1, · · · , Qn−2

を適当に選び，行列Aの左右から掛け合わせると，上 2重対角行列 J0を得ることが
できる．

J0 = Pn · · · p1AQ1 · · ·Qn−2 (5.63)

まず，行列AをA1とする，ここで，

Ak+1/2 = PkAk (k = 1, · · · , n)

Ak+1 = Ak+1/2Qk (k = 1, · · · , n − 2) (5.64)

と定義する．また，行列Akの要素をAk = (a
(k)
ij )とする，ここで，行列 Pkを

a
(k+1/2)
ik = 0 (i = k + 1, · · · , m)

となるように選び，行列Qkを，

a
(k+1)
kj = 0 (j = k + 2, · · · , n)

となるように選ぶ．

このような行列 PkやQkをどのように決めたらよいかを，以下に示す．

Pk = I − xkx
T
k /bk (k = 1, · · · , n)

Qk = I − yky
T
k /ck (k = 1, · · · , n − 2) (5.65)
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ただし，

xk = (0, · · · , 0, a
(k)
kk + dk, a

(k)
k+1,k, · · · , a

(k)
nk )T

dk = ((a
(k)
kk )2 + · · · + (a

(k)
nk )2)1/2sign(a

(k)
kk )

bk = d2
k + dka

(k)
kk

yk = (0, · · · , 0, a
(k+1/2)
k,k+1 + ek, a

(k+1/2)
k,k+2 , · · · , a

(k+1/2)
kn )T

ek = ((a
(k+1/2)
k,k+1 )2 + · · ·+ (a

(k+1/2)
k,n )2)1/2sign(a

(k+1/2)
k,k+1 )

ck = e2
k + eka

(k+1/2)
k,k+1

このように，行列 PkおよびQkを用いて，行列Aを上 2重対角行列化する方法をハ
ウスホルダー法という．

(b) 上 2重対角行列の対角行列化上 2重対角行列を J0として，J0に対してQRアルゴリ
ズムを逐次適用して対角行列化していく．

2つの直交変換の列Si, Ti, i = 0.1. · · · を適当に選び，J0の左右から掛け合わせていく．

Ji+1 = ST
i JiTi (5.66)

このような行列 Ji+1を次第に対角行列Σ化することができる．

J0 → · · · → Ji → Ji+1 → · · · → Σ

すなわち，適当な回数 lの変換によって対角化を図る．

J1 = ST
0 J0T0

J2 = ST
1 ST

0 J0T0T1

...

Σ = Jl+1 = ST
l · · ·ST

0 J0T0T1 · · ·Tl

となるようにする．

以上より，行列Aは，対角行列化される．変換行列 U と V は，

U = P1 · · ·PnS0 · · ·Sl

V = Q1 · · ·Qn−2T0 · · ·Tl

と表現される．つまり，行列 U と V は，これまでに現れた変換行列を掛け合わせて
得ることができる．

次に，直交である行列 Tiや Siをどのように選ぶかを説明する．

54



(c) QR法における変換行列の選び方ひと言でいうなら，直交行列 Tiは，Mi = JT
i Jiが対

角行列に収束するように選び，もう一方の直交行列 Siは，すべての Jiが上 2重対角
行列となるように選べばよい．

ここでは，上項で述べた上 2重対角行列の対角行列化を行った際に用いた直交行列の
選び方を，さらに，説明する．

説明を始める前に，これから使用される記号について定義しておく．

J ≡ Ji, J̄ ≡ Ji+1, S ≡ Si, T ≡ Ti, M ≡ JT J, M̄ ≡ J̄T J̄

ここで，J̄T ≡ SJT なる変換は，Jに対して，ギブンズの回転を，右および左側より
交互に適用させて行う．

J̄ = LT
nLT

n−1 · · ·LT
2 JR2R3 · · ·Rn (5.67)

ここで，

Lk =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

k − 1 k

1
...

...

· · · ...
...

1
...

...

k − 1 · · · · · · cosθk −sinθk

k · · · · · · sinθk cosθk

1

· · ·
1

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

Rk =

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

k − 1 k

1
...

...

· · · ...
...

1
...

...

k − 1 · · · · · · cosφk −sinφk

k · · · · · · sinφk cosφk

1

· · ·
1

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

角度 θ2, · · · , θnと φ3, · · · , φnを，発生した 2重対角外要素を順次消去するように選ぶ
なら，任意な角度 φ2に対して，J̄ が上 2重対角行列にすることができる．すなわち，
以下のとおりにする．

J = Jij
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とするならば，

R2は，何も消去せず，非零要素 J21を発生させる．
LT

2 は，J21を消去して，非零要素 J13を発生させる．
R3は，J13を消去して，非零要素 J32を発生させる．
· · · · · · · · ·
Rnは，Jn−2,nを消去して，非零要素 Jn,n−1を発生させる．
LT

n は，Jn,n−1を消去する．

S = L2L3 · · ·Ln

T = R2R3 · · ·Rn (5.68)

とおくと，式 (5.67)より，
J̄ = STJT (5.69)

となる．ここで，J̄ は上 2重対角行列であるから，

M̄ = J̄T J̄ = T T JT SST JT = T TJT JT = T TMT (5.70)

は，対称 3重対角行列となる．

ところで，いままで，行列R2における角度φ2を任意としていたが，φ2の値を次のと
おり定める．つまり，式 (5.70)なる行列Mから行列 M̄ への変換は，式 (5.71)に示す
原点移動量 sを伴うQR変換であるようにできる．

M̄s = T T
s MTs

ここで，

M − sI = TsRs (5.71)

RsTs + sI = M̄s

T T
s Ts = I

Rs: 上三角行列

原点移動量 sは，行列Mの右下隅の 2行 2列の小行列の固有値より決める．この sの
選択によって，ほとんど 3次のオーダで収束することが広く知られている．

実際には，Tsと T は，同じであることが確かめられる．このためには，M − sIの第
1列がR2の第 1列に比例するように回転角 φ2を決めればよい．

これで，行列 Sと T が確定したことになる．
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特異値分解要素の一般逆行列

行列Aの特異値分解を
A = UΣV T (5.72)

とする．また，行列 U の右側に，既存の列ベクトルと互いに直交する (m − n)個の列ベ
クトルを付加した，m次の直交行列 Ũを導入する．さらに，Σの下側に (m− n)× nなる
ゼロ行列（すべての要素がゼロである行列）を付加した行列 Σ̃を導入する．
導入されたm次の直交行列 Ũ およびm行 n列の対角行列 Σ̃を用いて，式 (5.72)は式

(5.73)のとおり表現できる．
A = Ũ Σ̃V T . (5.73)

Σの一般逆行列は，次式で定義される．

Σ̃+ = diag(σ+
1 , σ+

2 , · · · , σ+
n )

ここで，

σ+
i =

{
1/σi (σi > 0)

0 (σi = 0)

このことは，Σ̃がm行 n列の対角行列であることから，すぐにわかる．
X = V Σ̃+ŨT と仮定する．この n行m列の行列X と式 (5.73)の行列Aを一般逆行列

の定義へ代入してみると，式 (5.74)が得られる．

Σ̃Σ̃+Σ̃ = Σ̃ (5.74)

Σ̃+Σ̃Σ̃+ = Σ̃

(Σ̃Σ̃+)T = Σ̃Σ̃+

(Σ̃+Σ̃)T = Σ̃+Σ̃

したがって，一般逆行列の一意性から，A−は

A− = V Σ̃+ŨT (5.75)

で与えられることがわかる．
さらに，Σ̃+の性質と Ũ の定義から，

A− = V Σ̃+UT (5.76)

と書き換えることができる．
このように，行列Aの一般逆行列は、行列Aの特異値分解要素を用いて計算できる．
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5.4 一般逆行列の並列化
本節では，本研究で行った一般逆行列の並列化について説明する．これまで説明したよ

うに本研究では特異値分解による一般逆行列の数値計算を行った．一般逆行列の計算を行
う対象となる行列をA，特異値分解により分解された行列を U，V，特異値の対角行列を
S，計算した一般逆行列をA−とおくと，式 (5.72)より

A = USV T

と表すことができる．次に分解した行列を用いて一般逆行列は，式 (5.75)より

V S−UT = A−

と表すことができる．
これらの，本研究での並列化を図 5.2に示す．行列Aに関しては列方向に分割する．特

異値分解により分解された行列U は行方向に分割される．Sはすべてのプロセスが保持
する．V T は列方向に分割される．
次に，分解行列を用いて一般逆行列を計算するときに，行列 V はすべてのプロセスが

保持する．つまり通信により各プロセスが保持していた V T の部分行列をすべてのプロセ
スに送信する．Sはすべてのプロセスが保持している．ここで対角行列 Sの逆行列 S−が
必要であるが，これは対角行列の性質を利用すると，対角要素の逆数で除算することで
計算を進めることができる．行列U に関しては列方向に分割して各プロセスが保持する．
このようにして各プロセスは一般逆行列A−の部分行列を計算し，最後にデータを集めて
並列処理が完了する．

5.4.1 PureMPI並列化の適用

PureMPIはすべてのコア数分のプロセスを実行し，MPI通信により並列処理を進めて
いく．よって図 5.2のプロセスの分割がコア数分に分割され細粒度になる．また，本研究
では特異値分解に ScaLAPACKライブラリを使用した．ScaLAPACK内部で呼び出され
る LAPACKルーチンにはAMD Core Math Libraryを用いた．特異値分解以降の計算に
はライブラリを用いていない．

5.4.2 NodeHybrid並列化の適用

NodeHybridはノード数分のプロセスを実行し，MPI通信により並列処理を進めていく．
よって図 5.2のプロセスの分割が粗粒度になる．また，特異値分解には ScaLAPACKライ
ブラリを使用した．ScaLAPACK内部で呼び出されるLAPACKルーチンにはOpenMPに
より共有メモリ並列化を施されたAMD Core Math Libraryを用いることでハイブリッド
並列化を実現した．特異値分解以降の計算にはライブラリを用いていない．
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図 5.2: 一般逆行列の並列化

5.4.3 チップレベルハイブリッド並列化 (提案手法)の適用

チップレベルハイブリッド (提案手法)はマルチコアプロセッサチップ数分のプロセスを
実行し，MPI通信により並列処理を進めていく．よって図 5.2のプロセス分割が中粒度に
なる．また，特異値分解には ScaLAPACKライブラリを使用した．ScaLAPACK内部で
呼び出されるLAPACKルーチンにはOpenMPにより共有メモリ並列化を施されたAMD

Core Math Libraryを用いることで提案手法によるハイブリッド並列化を実現した．特異
値分解以降の計算にはライブラリを用いていない．

5.5 評価実験
一般逆行列の並列処理について評価を行うために，通信時間の調査，キャッシュヒット

率の調査，全体の処理時間の調査及び台数効果の調査を行った．

5.5.1 使用ライブラリ

本研究では，一般逆行列の計算途中で行われる特異値分解で数値計算ライブラリScaLA-

PACKを使用した．本節では，数値計算ライブラリScaLAPACK及び，AMD Core Math
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Libraryの説明を行う．

ScaLAPACK

ScaLAPACK[16]とは，テネシー大学 ICL(Innovative Computing Lab)の J.Dongarraら
によって開発された数値計算ライブラリである．長年にわたり行列計算ライブラリの標
準化が行われており，その成果として逐次計算ライブラリがLAPACK，分散メモリ型並
列計算機用に並列化されたものがScaLAPACKである．ScaLAPACKには，合計で約 200

種類のルーチンが提供されており，それらのほとんどで実数，複素数データを扱うことが
できる．また，単精度と倍精度がサポートされている．ScaLAPACKは次のような特徴が
ある．

• 豊富なライブラリ群

• 簡潔なプログラミングインタフェース

• 高い移植性

• 高い性能

• オープンソース

また，ScaLAPACKは以下のライブラリを用いて構築されている．

• メッセージパッシング・ライブラリ
プロセス間の通信を行うルーチンを提供するライブラリ

• BLACS

行列の転送に特化したプロセス間通信ライブラリ

• PBLAS

BLACSの Interfaceを用いた，基本的な行列計算を分散メモリ型並列計算機上で効
率よく行うためのライブラリ

• LAPACK

多数の計算ルーチンを提供する線形計算ライブラリ

本研究では，一般逆行列の計算内部で行われる特異値分解に ScaLAPACKとACMLを
組み合わせて使用した．
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AMD Core Math Library(ACML)

AMD Core Math Library(ACML)[17]とは，AMD社が提供するAMD64プロセッサに
最適化された数値演算ルーチンのセットである．ACMLには以下のような特徴がある．

• BLASのレベル 1，レベル 2，レベル 3をすべて実装し，AMDプロセッサで高い性
能が出るように主なルーチンを最適化してある．

• LAPACKルーチンをすべて実装している．重要な部分に更なる最適化を施してお
り，LAPACKの標準的な実装よりもはるかに高い性能を得ることができる．

• 高速フーリエ変換 (FFT)は，データタイプとして単精度，倍精度，単精度複素数，
倍精度複素数に対応している．

ACMLは GCCや PGI，Intelなど様々なコンパイラで利用できる．また OpenMPに
より共有メモリ並列化を施されたバージョンのライブラリも提供している．本研究では
ScaLAPACKとACMLを組み合わせて使用している．これは ScaLAPACK内部で呼び出
される LAPACKルーチン部分をACMLの LAPACKルーチンに置き換えることにより
可能となる．これはライブラリのリンク時にLAPACK部分をACMLに置き換えるだけ
で簡単に利用できる．また本研究ではハイブリッド並列化を行っている．その場合には，
OpenMPにより並列化されたACMLライブラリをリンクすることによりMPI/OpenMP

ハイブリッド並列化となった ScaLAPACKが利用できるのである．

5.5.2 通信時間の調査

一般逆行列の並列処理に関して，従来手法 (PureMPI，NodeHybrid)及び提案手法を適
用し通信時間の調査を行った．この実験で従来手法及び提案手法の通信時間と演算時間の
違いを明らかにする．
図 5.3にノード数 2(コア数 16)の実験結果を，図 5.4にノード数 4(コア数 32)の実験結

果を示す． 通信時間に着目すると，ノード数 2(コア数 16)のときには従来手法，提案手
法ともに大きな差は見られなかった．しかしノード数 4(コア数 32)のときには従来手法
の PureMPIが著しく通信時間が増加している．これは PureMPIがすべてのコアと通信
を行っているために，通信・同期回数がボトルネックとなっているからであると考えられ
る．一方，提案手法とNodeHybridの通信時間を比較すると，NodeHybridの方が少し増
加しているのが見て取れる．これは通信回数はNodeHybridがもっとも少ないが，逆に一
回の通信データ量が大きいために，ノード間での通信処理がボトルネックとなっているか
らであると考えられる．つまり提案手法が通信回数，通信データ量の点で最適であったた
めに従来手法よりも優れた結果が出たと考えられる．
次に演算時間を見ると，PureMPIが最も良く，次に提案手法，最後に NodeHybridが

著しく増加するという結果になっている．PureMPIと比較して提案手法及びNodeHybrid
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図 5.3: 一般逆行列 - ノード数 2(コア数 16)の解析結果
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が増加している点は，キャッシュヒット率もしくはOpenMPによる共有メモリ並列化を
行ったことによるオーバーヘッドなどが考えられる．この点を考察するために，次にキャッ
シュヒット率の調査を行った．

5.5.3 キャッシュヒット率の調査

従来手法及び提案手法について，キャッシュヒット率の調査を行った．この実験により，
従来手法及び提案手法のキャッシュヒット率の違いを明らかにする．
表 5.1に行列一辺のサイズが 1920のときの，使用ノード数 2及びノード数 4の結果を，

表 5.2に行列一辺のサイズが 3840のときの，使用ノード数 2及びノード数 4の結果を示
す．また，ここでもAverage memory access time(平均メモリアクセス時間)の算出を行っ
た．詳細については 4.3.2節で説明したので参照して頂きたい．つまりここで示す平均メ
モリアクセス時間はあくまで目安である．導出に使用したキャッシュやメモリのレイテン
シは参考文献 [7]の値を利用した．

表 5.1: 一般逆行列 - 行列一辺サイズN=1920のキャッシュヒット率

N=1920 PureMPI Proposal NodeHybrod

num of Nodes 2 4 2 4 2 4

L1 data cache hit (%) 99.6 99.6 98.0 98.0 98.1 98.1

L2 cache hit (%) 89.8 89.7 88.2 88.0 88.5 88.4

L3 cache hit (%) 4.49 4.81 8.16 9.03 8.43 9.15

Average memory access time (ns) 1.48 1.49 1.72 1.72 1.70 1.69

表 5.2: 一般逆行列 - 行列一辺サイズN=3840のキャッシュヒット率

N=3840 PureMPI Proposal NodeHybrod

num of Nodes 2 4 2 4 2 4

L1 data cache hit (%) 99.6 99.6 98.1 98.0 98.1 98.2

L2 cache hit (%) 89.9 89.8 88.7 88.8 88.8 88.8

L3 cache hit (%) 8.10 7.73 9.41 9.35 9.08 9.23

Average memory access time (ns) 1.48 1.48 1.70 1.70 1.69 1.68

行列サイズN=1920とN=3840で比較すると，キャッシュヒット率の傾向はほぼ同じで
ある．次に、並列化手法で比較すると，L1データキャッシュのヒット率はPureMPIの方
が約 1.5%程度優れており，提案手法とNodeHybridは同じ程度の結果となった．この違
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いはOpenMPによる共有メモリ並列化を行っているかどうかの違いであると考えられる．
OpenMPによる共有メモリ並列化はデータを共有して並列処理を行うために，あるスレッ
ドが共有データへのアクセスを行った場合には，キャッシュ内でそのデータがあるライン
はキャッシュの一貫性を保つためにアクセスできなくなる．これをFalse Sharingというが，
この問題により共有メモリ並列化を行っている場合にはどうしてもヒット率が下がる傾
向にあるようである．この傾向は L2キャッシュヒット率にも見て取れる．しかし L3共有
キャッシュのヒット率を見ると共有メモリ並列化を行った提案手法とNodeHybridが優れ
た結果となった．これはPureMPIがメッセージパッシングによるプロセス並列化を行って
いるために，共有キャッシュ全体を利用することができない一方，提案手法とNodeHybrid

はスレッドによる並列化で共有キャッシュ全体を利用できるからである．L3共有キャッシュ
に関しては提案手法が最も良いか，もしくはNodeHybridと同じヒット率になるのではな
いかと予想していた 3.6.3が，実際にはNodeHybridと同程度という結果であった．
通信時間の調査結果では，NodeHybridの演算時間が非常に増加しており，次に提案手

法の演算時間が長かった．キャッシュヒット率の違いではないかと考えられたが，本節の
結果を見るとNodeHybridと提案手法は同じようなヒット率であり，平均メモリアクセス
時間を見てもほとんど同じ程度である．これらの結果から総合して，キャッシュヒット率
低下による演算時間の増加ではなく，PureMPIと比較して提案手法及びNodeHybridの
演算時間増加はOpenMPを利用したスレッド並列化によるスレッドの生成や同期処理に
よるオーバーヘッドが原因であると考えられる．事実，ノード内のコアすべてを用いて
スレッド並列化を行っているNodeHybridの演算時間が著しく増加していることからも，
OpenMPによるオーバーヘッドの可能性が最も高いと思われる．

5.5.4 処理時間の調査

従来手法及び提案手法について，全体の処理時間の調査を行う．この実験により，行列
サイズを変化させたとき及び使用ノード数を変化させたときの，全体の処理時間の変化を
明らかにする．
図 5.5から図 5.8に，ノード数 1(8コア)からノード数 4(32コア)までの行列サイズを変

化させたときの処理時間を示す．
使用ノード数 1(コア数 8)及び 2(コア数 16)では PureMPIが最も短い処理時間となっ

た．これは使用コア数が少ないためにPureMPIでの通信によるオーバーヘッドが少なく，
提案手法及び NodeHybridではOpenMPによるオーバーヘッドがあるためであると考え
られる．使用ノード数 3(コア数 24)では行列サイズによって提案手法が最も短い処理時間
の場合やPureMPIが最も短い処理時間の場合が見られる．使用ノード数 4(コア数 32)に
なると提案手法が最も短い処理時間となり，PureMPIは通信によるオーバーヘッドが大
きく最も長い処理時間となっている．使用ノード数 4の行列サイズ 4160では提案手法が
PureMPIの処理時間の 57%と優れた結果が示されている．
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5.5.5 台数効果の調査

従来手法及び提案手法について台数効果 (Speedup)の調査を行う．この実験により，ノー
ド数が増加した際の従来手法と提案手法の並列処理性能の違いを明らかにする．Speedup

は逐次による処理時間との比較である．行列サイズN=960のときの Speedupを図 5.9に，
N=1920を図 5.10，N=2880を図 5.11，N=3840を図 5.12に示す．
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図 5.9: 一般逆行列 - 行列一辺のサイズN=960の Speedup

行列サイズN=960の結果では従来手法，提案手法ともに台数効果が表れていない．こ
れは行列サイズが小さすぎたために，逐次処理と比較して並列処理によるオーバーヘッド
が大きいからである．行列サイズN=1920とN=2880では，使用ノード数 2(16コア)まで
はPureMPIがもっとも良い Speedupを示しているが，ノード数 3及び 4になると提案手
法が最も良い Speedupを示している．これはノード数 (コア数)が増加すると通信による
オーバーヘッドでPureMPIの性能が低下しているからである．行列サイズN=3840では
ノード数 3(24コア)まではPureMPIが良い Speedupを示しているが，ノード数 4では提
案手法が最も良い Speedupを示している．これも同じく，ノード数増加によるPureMPI

の通信オーバーヘッド増加で性能低下が起きたからである．
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図 5.10: 一般逆行列 - 行列一辺のサイズN=1920の Speedup
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図 5.11: 一般逆行列 - 行列一辺のサイズN=2880の Speedup
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図 5.12: 一般逆行列 - 行列一辺のサイズN=3840の Speedup

5.6 まとめ
本章では，実際のアプリケーションによる評価として一般逆行列の数値計算をとりあ

げ，実験により提案手法の有効性を示した．一般逆行列の数値計算は，近年注目されてい
る生体内の構造を画像化する技術である蛍光トモグラフィーにおいてボトルネックとなっ
ている処理である．
まずはじめに通信時間の調査を行った．使用ノード数 2(16コア)では各並列化手法に

おいて通信時間の差はほとんど見られなかった．一方，使用ノード数 4(32コア)では従
来手法の一つであるPureMPIの通信時間が最も長くなっていることがわかった．これは
PureMPIがすべてのコアと通信を行っているために，コア数が増えると通信・同期回数
がボトルネックとなるからである．演算時間ではPureMPIがもっとも短く，次に提案手
法，最も長いのはNodeHybridであることがわかった．この原因を調査するために，次に
キャッシュヒット率の調査実験を行った．結果を見ると、コア間独立の L1,L2キャッシュ
のヒット率はPurePMIが最も良く，コア間共有キャッシュの L3キャッシュは提案手法と
NodeHybridが良い結果を示した．また提案手法とNodeHybridの平均メモリアクセス時
間を見るとほとんどその差はない．しかし，NodeHybridの演算時間増加が起きている．
これらの結果を総合すると，NodeHybridの演算時間の増加はキャッシュヒット率の差で
はなく，OpenMPによるスレッド並列化のオーバーヘッドである可能性が高いことがわ
かった．全体の処理時間の調査では，使用ノード数 3(24コア)程度まではPureMPIが良
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い性能を示していたが，ノード数 4(コア数 32)になると提案手法が最も良い性能を示すこ
とが示された．これは通信時間の調査からわかるように，コア数増加によるPureMPIの
通信時間がボトルネックとなるからである．最後に台数効果の結果では，ノード数が増え
ると提案手法が最も良い Speedupとなることが示された．
以上の結果から，使用ノード数 1から 3の場合には PureMPIによる並列化が良い性能

を示すが，使用ノード数が 4(32コア)になると提案手法による並列化が最も良い性能を示
すことがわかった．
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第6章 結論

本研究ではマルチコアプロセッサをノード内に複数搭載したクラスタを対象とし，ノー
ド間及びマルチコアプロセッサのチップ間ではMPIによるメッセージパッシング並列化
を行い，チップ内では共有キャッシュが存在することからOpenMPによる共有メモリ並
列化を行う，チップレベルMPI/OpenMPハイブリッド並列化を提案した．また，本提案
の有効性を調査するために，基礎的な数値計算による評価として行列積に，また実際の
アプリケーションによる評価として一般逆行列に適用し，PureMPI及び NodeHybridと
の比較実験を行った．ここで，PureMPIとはすべてのコアでメッセージパッシングによ
る並列化を行う手法であり，NodeHybridとはノード間をMPIメッセージパッシング並列
化，ノード内のすべてのコアでOpenMPによる共有メモリ並列化を行う手法のことであ
る．本研究で得た結論を以下に示す．

• 行列積による評価実験で本提案手法は，NodeHybridと比較して大幅な並列性能向
上が見られた．また PureMPIと比較してほぼ同じ並列性能が得られた．

• 一般逆行列による評価実験では，すべてのノードを使用した場合，行列一辺サイズ
N=3840でNodeHybridと比較して 51%の処理時間短縮を示した．またPureMPIと
比較しても 57%の処理時間短縮を示した．

• PureMPIはMPIによる通信オーバーヘッドを大きく受ける．一方 NodeHybridは
OpenMPによる共有メモリ並列化のオーバーヘッドを大きく受ける．本提案手法は
その影響が少なかったために，従来手法よりも高性能が得られたと考えられる．

• マルチコアプロセッサを搭載したクラスタを想定した場合，本提案手法は有効な並
列化手法であると考えられる．

マルチコアプロセッサが普及してきた現在，その性能を最大限発揮できるような並列
プログラミングモデルを選択することは非常に重要な問題である．今後はさらに，1つの
プロセッサパッケージ内に含まれるコア数が増加すると思われる．そのような状況で，す
べてのコアでメッセージメッセージパッシングを行う並列モデルは通信処理の増加や共有
キャッシュを利用できないなど，そのデメリットは大きい．一方，ノード内のすべてのコ
アでOpenMP共有メモリ並列化を行うのもまたオーバーヘッドがあり性能が出ない場合
がある．そのような状況の中，本提案手法は，マルチコアプロセッサを搭載したクラスタ
で並列処理を行う際の最適な並列モデルの１つになるといえる．
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6.0.1 今後の課題

本研究では行列積及び一般逆行列に提案手法を適用して，その有効性を示した．しかし
本提案手法が有効に働くアプリケーションや計算機の具体的な条件について明確にはして
いない．当然ながらどのようなアプリケーションでも，どのようなマルチコアクラスタの
計算機性能でも有効なのではなく，最適に働く適用条件があるはずである．今後は本提案
手法が有効な範囲について明確に提示できるようにする必要があると考えられる．
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