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概 要

本稿では, 位相空間の上の層を対象とした圏である空間性トポスが圏の特別な場合である
トポスとなっていることを示し,層の集合による位相空間の上の構造を具体的に構成する
ことで, 直観主義論理の形式体系LJで証明不可能な論理式の存在を示す.
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第1章 序論

1.1 研究の背景
Brouwerが唱えた数学的直観主義における構成的な考え方の流れを汲んで, 1920年代の

末にHeyting等によって整備された論理が直観主義論理である. 直観主義論理に基づく構
成的な証明には,コンピュータの計算モデルの一種である型付きλ計算との間に対応関係
がつくというCurry-Howardの対応と呼ばれる事実が知られている. このことは数学的命
題の構成的な証明を分析することにより,それに対応するプログラムが持つ性質もまた分
析できること,構成的な証明からプログラムを抽出できることなどを意味する. よって, 情
報科学の立場からは,ある数学的命題が直観主義論理で証明できるということは重要であ
る. しかしながら, 直観主義論理はその定義から古典論理よりも弱い論理であり, 古典論
理で証明することができた命題のいくつかは直観主義論理で証明することができない. し
たがって, 古典論理では証明することができるが直観主義論理では証明することができな
い命題を明らかにすることは重要な意味を持っているといえる.

一方, 直観主義論理に基づく形式体系の意味論として, 従来の数学においてある種の位
相的性質を分析するために考え出された層という概念が相性が良いことが知られている.

また, 現在の数学において根底を成している集合概念を層として位相空間の上に拡大する
と, それらは圏論的な立場で見れば一つのトポスを構成している. このトポスは空間性ト
ポスと呼ばれ, 直観主義論理の意味論において用いられる.

1.2 本稿の概要
本研究では, 古典論理で証明可能ないくつかの数学的命題が, 直観主義論理では証明不

可能であるということを意味論的な手法を用いて示す.

一般に, ある数学的命題が特定の論理の上で証明可能であるということを示すためには,

その論理の形式体系を導入し, その形式体系における証明図の存在を示せば十分である.

逆に, ある数学的命題が特定の論理の上で証明不可能であるということを示す際には, 構
文論的な手法ではなく意味論的な手法を用いて示されることが多い. ここでの意味論的な
手法とは, まず形式体系に構造という概念を用いて意味付けを行い, そこで成り立つ形式
体系の健全性と呼ばれる性質, つまり「ある数学的命題が形式体系で証明可能ならば, 任
意の構造においてその数学的命題は正しくなる」ということを利用したものである.
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本研究では, 上記の流れに則り, 直観主義論理の形式体系LJを導入した上で, 直観主義
論理の意味論として相性の良い位相空間上の層による構造を考え, 意味付けを行う. その
後, 形式体系LJの健全性の対偶, つまり「ある構造において数学的命題が正しくないなら
ば, 形式体系LJで証明不可能である」ということから, そのような具体的な構造を構成す
ることによって, 古典論理では証明することができるが直観主義論理では証明することが
できない命題の存在を示す.

1.3 論文の構成
本稿では, まず第 2章で圏という概念の定義と, そこでの中心的な話題である射の性質

について言及し, 章の終わりに圏の特別な場合であるトポスの定義を与える.

次に, 第 3章では層の定義を与えた上で, ひとつの位相空間上の層からなる圏として空
間性トポスを考え, それが第 2章の最後に定義したトポスの性質をみたすことを示す.

続いて第 4章では直観主義論理の形式体系LJを導入し, LJの健全性を用いて特定の数学
的命題が直観主義論理で証明不可能となることを意味論的な手法によって示す.

最後に, 第 5章で本研究の成果と今後の課題について述べる.
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第2章 圏

この章では, まず圏という概念を定義し, そこから圏論において中心的な話題となる射
に関するいくつかの性質と, それらの間になりたつ関係について述べる. その後, 圏の特
別な場合であるトポスと呼ばれる圏の定義を記す.

2.1 mono・epi

定義 2.1 (圏) Cにおいて以下の 1. ～ 5. がなりたつとき, Cを圏 (category)という.

1. Cは, 対象の集まりA,B,C, · · · と射の集まり f, g, h, · · · とから構成されている.

2. Cの任意の射 f に対して, domf と codf という対象が対応している. domf = Aか
つ codf = Bのとき, f : A→ BまたはA

f−→ Bと表す.

3. Cの任意の射 f, gに対して, domg = codf のとき, g ◦ f : domf → codgが存在する.

g ◦ f のことを f と gとの合成 (composite)という.

A
g◦f ��

f
��������������� C

B

g

���������������

4. Cの任意の射 f, g, hに対して, A
f−→ B

g−→ C
h−→ Dのとき, h◦ (g ◦f) = (h◦ g)◦f

がなりたつ. また, 以下では h ◦ g ◦ f と括弧を省略して表す.

5. Cの任意の対象Bに対して, f = idB ◦ f かつ g = g ◦ idBをみたす idB : B → Bが
存在する. idBのことをBの恒等射 (identity)という.

B
g

���������������

idB

��

A

f

���������������

f
��������������� C

B

g

���������������
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圏の例

Set: 対象A,B,C, · · · をそれぞれ集合とし,射 f, g, h, · · · をそれぞれ集合間の写像とした
とき, それらは一つの圏を構成する. この圏を集合の圏といい, Setと表す.

Grp: 対象A,B,C, · · · をそれぞれ群とし, 射 f, g, h, · · · をそれぞれ群の間の準同型写像
としたとき, それらは一つの圏を構成する. この圏を群の圏といい, Grpと表す.

Ab: 対象 A,B,C, · · · をそれぞれ Abel群とし, 射 f, g, h, · · · をそれぞれ Abel群の間の
準同型写像としたとき, それらは一つの圏を構成する. この圏をAbel群の圏といい,

Abと表す.

Top: 対象A,B,C, · · · をそれぞれ位相空間とし, 射 f, g, h, · · · をそれぞれ位相空間の間
の連続写像としたとき, それらは一つの圏を構成する. この圏を位相空間の圏とい
い, Topと表す.

Cop : Cが圏のとき, 対象 A,B,C, · · · はCの対象と等しく, 射 f, g, h, · · · はCの射の
domと codを入れ替えた射であって, 射の合成はその結合の順序を入れ替えるとす
るとき, それらは一つの圏を構成する. この圏をCの双対圏といい, Cop と表す. な
お, 定義より明らかに (Cop)op = Cである.

以降では, 定義されたそれぞれの概念について, 特に Setにおける具体例を脚注にて紹介
しておく. 随時, 参照されたい.

命題 2.1 任意の対象Aについて, 恒等射 idAは一意的である.

証明
idA, id

′
AをそれぞれAの恒等射とすると, 定義 2.1より, 下図が可換である. よって,

idA = id′A ◦ idA = id′A

となり, 恒等射は一意的である.

A
id′A

���������������

idA

��

id′A

��

A

idA

���������������

idA ��������������� A

A
id′A

���������������

�

定義 2.2 (mono) C
g

��

h
�� A

f−→ Bなる任意のC, g, hに対して, f ◦g = f ◦hならば g = h

がなりたつとき, f : A→ Bをmonoといい, f : A � BまたはA ��
f

�� Bと表す. 1

1Setでは「f は mono ⇐⇒ f は単射」がなりたつ.
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定義 2.3 (epi) B
f−→ A

g
��

h
�� Cなる任意のC, g, hに対して, g ◦ f = h ◦ f ならば g = h

がなりたつとき, f : B → Aを epiといい, f : B � AまたはB
f

�� �� Aと表す. 2

命題 2.2 A
f−→ B

g−→ Cなる射 f, gについて以下のことがなりたつ.

1. g ◦ f が monoならば, f は monoである.

2. g ◦ f が epiならば, gは epiである.

3. f, gがともに monoならば, g ◦ f は monoである.

4. f, gがともに epiならば, g ◦ f は epiである.

証明

1.について. D
h1 ��

h2

�� Aとし, f ◦ h1 = f ◦ h2と仮定する. 仮定より g ◦ f ◦ h1 = g ◦ f ◦ h2.

よって, g ◦ f が monoであることから h1 = h2となり, f は monoである.

2.について. C
k1 ��

k2

�� Eとし, k1 ◦ g = k2 ◦ gと仮定する. 仮定より k1 ◦ g ◦ f = k2 ◦ g ◦ f .

よって, g ◦ f が epiであることから k1 = k2となり, gは epiである.

3.について. D
h1 ��

h2

�� Aとし, g ◦ f ◦ h1 = g ◦ f ◦ h2と仮定する. gが monoであることか

ら f ◦h1 = f ◦h2. また, fが monoであることからh1 = h2. よって, g ◦ fは monoである.

4.について. C
k1 ��

k2

�� Eとし, k1 ◦ g ◦ f = k2 ◦ g ◦ f と仮定する. f が epiであることから

k1 ◦ g = k2 ◦ g. また, gが epiであることから k1 = k2. よって, g ◦ f は epiである.

�

定義 2.4 (同型射) f : A → Bに対して, ある g : B → Aが存在して g ◦ f = idAかつ
f ◦ g = idBがなりたつとき, f : A → Bを同型射 (isomorphism)という. また, 上記のよ
うな gを f の逆射 (inverse)といい, f−1と表す. 3

命題 2.3 f : A→ Bが同型射ならば, f は monoかつ epiである. 4

証明
f : A→ Bを同型射とすると, 定義 2.4より, f−1 : B → Aが存在して f−1 ◦ f = idAか

つ f ◦ f−1 = idBである. 今, C
g1 ��

g2
�� Aとして f ◦ g1 = f ◦ g2と仮定する. すると,

g1 = idA ◦ g1 = f−1 ◦ f ◦ g1 = f−1 ◦ f ◦ g2 = idA ◦ g2 = g2

2Setでは「f は epi ⇐⇒ f が全射」がなりたつ.
3Setでは「f は同型射 ⇐⇒ f は全単射」がなりたつ.
4Setでは明らかに「f は同型射 ⇐⇒ f は monoかつ epi」がなりたつ. しかし, 圏一般において命題

2.3の逆がなりたつわけではない.
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となるので, f は monoである. 次に, B
h1 ��

h2

�� Dとして h1 ◦ f = h2 ◦ fと仮定する. すると,

h1 = h1 ◦ idB = h1 ◦ f ◦ f−1 = h2 ◦ f ◦ f−1 = h2 ◦ idB = h2

となるので, f は epiである.

�

命題 2.4 f : A→ Bの逆射 f−1 : B → Aは, 存在すれば一意的である.

証明
f−1, (f−1)′をそれぞれ f の逆射とすると, 定義 2.4より,

f−1 = idA ◦ f−1 = (f−1)′ ◦ f ◦ f−1 = (f−1)′ ◦ idB = (f−1)′.

よって, 逆射が存在すれば一意的である.

�

定義 2.5 (同型) 対象 A,Bに対して, 同型射 f : A → Bが存在するとき, AとBは同型
(isomorphic)であるといい, A ∼= Bと表す.

2.2 終対象・直積・equalizer

定義 2.6 (終対象) 任意の対象Aに対して, A→ Bなる射が一意的に存在するとき, Bを
終対象 (terminal object)といい, 1と表す. また, A→ 1なる一意的な射を !Aと表す. 5

命題 2.5 終対象 1について以下のことがなりたつ.

1. 任意の対象Aに対して, f : 1→ Aは monoである.

2. 終対象 1は同型を除いて一意的である.

証明

1.について. B
g

��

h
�� 1とし, f ◦ g = f ◦ hと仮定する. 定義 2.6より, g = !B = h. よっ

て, f : 1→ Aは monoである.

2.について. 1, 1′をそれぞれ終対象とする. 定義 2.6より, !1 : 1 → 1′と !1′ : 1′ → 1

がそれぞれ一意的に存在する. よって, これら二つの射の合成として !1◦!1′ : 1 → 1と
!1′◦!1 : 1′ → 1′が得られる. また, 定義 2.1より, 1, 1′にはそれぞれ恒等射 id1, id1′が存在し,

再び定義 2.6より, !1◦!1′ = id1かつ !1′◦!1 = id1′となる. したがって, 定義 2.5より 1 ∼= 1′.
�

5Setでは, 終対象 1は単一集合 (singleton) に相当する.
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定義 2.7 (始対象) 任意の対象Aに対して, B → Aなる射が一意的に存在するとき, Bを
始対象 (initial object)といい, 0と表す. また, 0→ Aなる一意的な射を 0Aと表す. 6

定義 2.8 (直積) 対象A,Bに対して, 圏Cの中に以下の 1. と 2. をみたす対象A×Bが
存在するとき, A× BをAとBとの直積 (product)という. 7

1. A
π1←− A× B π2−→ Bなる二つの射 π1, π2が存在する.

2. 下図のような C, f, gに対して, f = π1 ◦ hかつ g = π2 ◦ hをみたす h : C → A × B
が一意的に存在する. なお, この hを 〈f, g〉と表す.

C

f

����
��

��
��

��
��

��
��

��

h

���
�
�
�
�
�

g

����
��

��
��

��
��

��
��

��

A A× Bπ1
��

π2
�� B

命題 2.6 下図において, f または gのいずれかが monoならば, 〈f, g〉 は monoである.

C

f

����
��

��
��

��
��

��
��

��

〈f,g〉

��

g

���
��

��
��

��
��

��
��

��
�

A A× Bπ1

��
π2

�� B

証明
f が monoであるとすると, 定義 2.8より f = π1 ◦ 〈f, g〉であるから, π1 ◦ 〈f, g〉が mono

である. よって, 命題 2.2の 1.より 〈f, g〉が monoである. gが monoである場合も同様.

�

定義 2.9 (直和) 対象A,Bに対して, 圏Cの中に以下の 1. と 2. をみたす対象A+Bが
存在するとき, A+BをAとBとの直和 (coproduct)という.

1. A
π1−→ A+B

π2←− Bなる二つの射 π1, π2が存在する.

6Setでは, 始対象 0は空集合 ∅に相当する.
7Setでは, Aと B との直積 A × B は {〈x, y〉|x ∈ Aかつ y ∈ B}に相当する. また, π1, π2 はそれぞれ

π1(x, y) = x, π2(x, y) = y なる射影 (projection) であり, hは z ∈ C に対して h(z) = 〈f(z), g(z)〉なる写
像である.

7



2. 下図のような C, f, gに対して, f = h ◦ π1かつ g = h ◦ π2をみたす h : A + B → C

が一意的に存在する.

C

A

f

		������������������
π1

�� A+B

h



�
�
�
�
�
�

B

g

��������������������

π2

��

定義 2.10 (equalizer) A
f

��

g
�� Bに対して, C

e−→ A
f

��

g
�� Bが以下の 1. と 2. をみたす

とき, eを f と gの equalizerという. 8

1. f ◦ e = g ◦ e.

2. 下図のようなD, hに対して, f ◦ h = g ◦ hならば h = e ◦ kをみたす k : D → Cが
一意的に存在する.

C
e �� A

f ��

g
�� B

D

k



�
�
�
�
�
�

h

������������������

命題 2.7 C
e−→ A

f
��

g
�� B なる e, f, g について, eが f と g との equalizerならば, e は

monoである.

証明

D
h1 ��

h2

�� C
e−→ A

f
��

g
�� Bとする. eが equalizerであることから,定義2.10よりf◦e = g◦e.

よって, f ◦ e ◦ h1 = g ◦ e ◦ h1より, 再び eが equalizerであることから,下図を可換にする
h1は一意的に存在している.

C
e �� A

f ��

g
�� B

D

h1





e◦h1

������������������

8Setでは, equalizer eは C から Aの部分集合である {x ∈ A|f(x) = g(x)}に一対一に対応付ける写像
に相当する.
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まったく同様に, 下図を可換にする h2もまた一意的に存在している.

C
e �� A

f ��

g
�� B

D

h2





e◦h2

������������������

したがって, e ◦ h1 = e ◦ h2を仮定すれば, h1 = h2となり, eは monoである.

�

定義 2.11 (coequalizer) B
f

��

g
�� Aに対して, B

f
��

g
�� A

e−→ Cが以下の 1. と 2. をみた

すとき, eを f と gの coequalizerという.

1. e ◦ f = e ◦ g.

2. 下図のようなD, hに対して, h ◦ f = h ◦ gならば h = k ◦ eをみたす k : C → Dが
一意的に存在する.

B
f ��

g
�� A

e ��

h



�
��

��
��

��
��

��
��

� C

k

���
�
�
�
�
�

D

2.3 pullback・冪

定義 2.12 (pullback) A
f−→ C

g←− Bに対して, A
g′←− D

f ′−→ Bが以下の 1. と 2. を

みたすとき, A
g′←− D

f ′−→ BをA
f−→ C

g←− Bの pullbackという. 9

1. f ◦ g′ = g ◦ f ′.

2. 任意のEと h : E → Aおよび k : E → Bに対して, f ◦ h = g ◦ kならば h = g′ ◦ lか

9Setでは, A
f−→ C

g←− B の pullback として D = {〈x, y〉|x ∈ A かつ y ∈ B かつ f(x) = g(y)},
f ′(x, y) = y, g′(x, y) = xをとることができる.

9



つ k = f ′ ◦ lとなる l : E → Dが一意的に存在する.

E

h

��

k

��

l

���������

D
f ′

��

g′

��

B

g

��
A

f
�� C

命題 2.8 下図が pullbackであり, f が (gが) monoならば f ′も (g′も) monoである.

D
f ′

��

g′

��

pullback

B

g

��
A

f
�� C

証明

E
l1 ��

l2
�� Dとし, f ′ ◦ l1 = f ′ ◦ l2と仮定する. 仮定より, g ◦ f ′ ◦ l1 = g ◦ f ′ ◦ l2. また,

下図が pullbackであることより, f ◦ g′ = g ◦ f ′であるから, f ◦ g′ ◦ l1 = g ◦ f ′ ◦ l1かつ
f ◦ g′ ◦ l2 = g ◦ f ′ ◦ l2.

E

l1 ��������������� l2

���������������

D
f ′

��

g′

��

pullback

B

g

��
A

f
�� C

よって, f ◦ g′ ◦ l1 = f ◦ g′ ◦ l2となるので, f が monoであることから g′ ◦ l1 = g′ ◦ l2. 今,

h := g′ ◦ l1 = g′ ◦ l2, k := f ′ ◦ l1 = f ′ ◦ l2とおくと, f ◦ h = g ◦ kより, 再び下図が pullback
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であることから, h = g′ ◦ lかつ k = f ′ ◦ lをみたす l : E → Dが一意的に存在する.

E

h

��

k

��

l

���������

D
f ′

��

g′

��

pullback

B

g

��
A

f
�� C

したがって, l1 = l = l2となるので, f ′は monoである.

�

命題 2.9 下図が可換であるとき, 二つの正方形が pullbackならば, 外枠の長方形も pull-

backである.

• ��

��

• ��

��

•

��• �� • �� •
証明
下図において, l1と l2を除いた図式が可換であるとする.

•

��

��

l1

��													

l2 ��








• ��

��

• ��

��

•

��• �� • �� •
すると, 右の正方形が pullbackであることから, ある l1が一意的に存在して l1を加えた図
式が可換である. また, 左の正方形が pullbackであることから, ある l2が一意的に存在し
てさらに l2を加えた図式が可換である. よって, 外枠の長方形は pullbackである.

�

定理 2.1 圏Cにおいて, 任意の二つの対象に対してその直積が存在し, 任意の • ��
�� •

なる二つの射についてその equalizerが存在するとき, 任意の A
f−→ C

g←− Bに対して,

A
g′←− D

f ′−→ Bなる pullbackが存在する.
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証明

eをA×B f◦π1 ��

g◦π2

�� Cの equalizerとする.

D
e �� A× B π2 ��

π1

��

B

g

��
A

f
�� C

その上で, 下図が pullbackとなることを示す.

D
π2◦e ��

π1◦e

��

B

g

��
A

f
�� C

まず, 定義 2.10より, f ◦ π1 ◦ e = g ◦ π2 ◦ e. 次に, h : E → Aと k : E → Bなる任意
の射 h, kについて, f ◦ h = g ◦ kと仮定する. すると, 定義 2.8より, h = π1 ◦ 〈h, k〉かつ
k = π2 ◦ 〈h, k〉をみたす 〈h, k〉が一意的に存在する.

E

h

��

k

��

〈h,k〉

���������������

D e
�� A× B π2 ��

π1

��

B

g

��
A

f
�� C

よって, 仮定より f ◦ π1 ◦ 〈h, k〉 = g ◦ π2 ◦ 〈h, k〉. ゆえに, eが f ◦ π1と g ◦ π2の equalizer

であることから, 〈h, k〉 = e ◦ lをみたす l : E → Dが一意的に存在する.

E

h

��

k

��

〈h,k〉

����������������������������

l
���������

D e
�� A× B π2 ��

π1

��

B

g

��
A

f
�� C
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したがって, h = π1 ◦ e ◦ l かつ k = π2 ◦ e ◦ l をみたす l が一意的に存在するので,

A
π1◦e�� D

π2◦e �� BはA
f−→ C

g←− Bの pullbackである.

�

定義 2.13 (pushout) A
f←− C

g−→ Bに対して, A
g′−→ D

f ′←− Bが以下の 1. と 2. をみ

たすとき, A
g′−→ D

f ′←− BをA
f←− C

g−→ Bの pushoutという.

1. g′ ◦ f = f ′ ◦ g.

2. 任意のEと h : A→ Eおよび k : B → Eに対して, h ◦ f = k ◦ gならば h = l ◦ g′か
つ k = l ◦ f ′となる l : D → Eが一意的に存在する.

C

f

��

g �� B

f ′

��

k

��

A
g′

��

h
��

D
l

���������

E

定義 2.14 (射の積) f : A → B, g : C → Dとする. このとき 〈f ◦ π1, g ◦ π2〉 : A × C →
B ×Dを f と gとの射の積といい, f × gと表す.

A
f �� B

A× C f×g ��

π1





π2

��

B ×D
π1





π2

��

(f × g = 〈f ◦ π1, g ◦ π2〉)

C g
�� D

定義 2.15 (冪) 圏Cが以下の 1. と 2. をみたすとき, Cは冪 (exponentiation)をもつと
いう.

1. Cの任意の二つの対象には, その直積が存在する.

2. Cの任意の対象A,Bについて, ある対象BAと射 ev : BA × A→ Bが存在して, 任
意の対象 Cと射 g : C × A→ Bに対し, 下図を可換とする ĝ : C → BAが一意的に

13



存在する.

BA × A

C ×A

Bĝ×idA




ev

���������������

g

����������������

2.4 トポス
定義 2.16 (subobject classifier) 圏Cには終対象 1が存在するとした上で, ある対象Ω

に対して以下の条件をみたす射 t : 1 � ΩをCの subobject classifierという.

• 任意のmono f : A � Bに対して, 下図が pullbackとなるような χf : B → Ωが一
意的に存在する.

A

B

1

Ω

��

f

��

!A ��

��

t

��

χf

��








pullback

定義 2.17 (トポス) 圏Eにおいて以下の1. ～ 4. がなりたつとき, Eをトポス (topos)と
いう.

1. Eには, 終対象 1が存在する.

2. Eには, Eの任意の二つの対象A,Bについて, その直積A× Bが存在する.

3. Eには, Eの任意の二つの対象A,Bについて, その冪BAが存在する.

4. Eには, subobject classifier t : 1→ Ωが存在する.
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第3章 空間性トポス

この章では, まず位相空間の上の層と,層から層への射を定義する. その上で, それらか
ら構成される空間性トポスと呼ばれる圏が第2章の最後に定義されたトポスの一つの具体
例となっていることをみる.

3.1 位相空間の上の層
定義 3.1 (位相空間) X を空でない集合とする. X の部分集合系Oが以下の 1. ～ 3. を
みたすとき, OをXの上の位相 (topology)といい, 〈X,O〉を位相空間 (topological space)

という.

1. ∅ ∈ O かつ X ∈ O.

2. O1, O2 ∈ Oならば, O1 ∩O2 ∈ O.

3. (Oλ)λ∈ΛがOの元からなる任意の集合族ならば,
⋃

λ∈Λ

Oλ ∈ O.

また, O ∈ Oなる集合 Oを位相空間 〈X,O〉の開集合 (open set)といい, Oを位相空間
〈X,O〉の開集合系ともいう. 1

定義 3.2 (前層) 集合AとE : A→ O,
�

: A×O → Aなる二つの写像が以下の 1. ～ 4.

をみたすとき, 〈A,E, � 〉をXの上の前層 (presheaf)という. 2

1. 任意の x, y ∈ Aに対して, x
� ∅ = y

� ∅.

2. 任意の x ∈ Aに対して, x
�

Ex = x.

3. 任意の x ∈ A, 任意のU ∈ Oに対して, E(x
�

U) = Ex ∩ U .

4. 任意の x ∈ A, 任意のU, V ∈ Oに対して, (x
�

U)
�

V = x
�

(U ∩ V ).

命題 3.1 〈A,E, � 〉をXの上の前層とする. 任意の x ∈ A, 任意の U ∈ Oに対して, 以下
の 1. ～ 3. がなりたつ.

1以降では, 特に断りの無い限りひとつの位相空間 〈X,O〉を固定して話を進める.
2E と

�

の二つの写像について, それぞれ E(x)を Exと表し,
�

(x, U)を x
�

U と表す.
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1. x
�

U = x
�

(Ex ∩ U).

2. Ex ⊆ U ⇐⇒ x
�

U = x.

3. U ⊆ Ex⇐⇒ E(x
�

U) = U .

証明
1. について. 定義 3.2の 2.と 4.より,

x
�

U = (x
�

Ex)
�

U = x
�

(Ex ∩ U).

2. について.

(=⇒) 仮定より, Ex ∩ U = Ex. よって, 命題 3.1の 1.と定義 3.2の 2.より,

x
�

U = x
�

(Ex ∩ U) = x
�

Ex = x.

(⇐=) 仮定と定義 3.2の 3.より,

Ex ∩ U = E(x
�

U) = Ex.

よって, Ex ⊆ U .

3. について.

(=⇒) 仮定より, Ex ∩ U = U . よって, 定義 3.2の 3.より,

E(x
�

U) = Ex ∩ U = U.

(⇐=) 仮定と定義 3.2の 3.より,

Ex ∩ U = E(x
�

U) = U.

よって, U ⊆ Ex.

�

定義 3.3 (両立) 〈A,E, � 〉をXの上の前層とする. x, y ∈ Aに対して,

x
�

Ey = y
�

Ex

がなりたつとき, xと yは両立する (compatible)という.

定義 3.4 (層) 〈A,E, � 〉をXの上の前層とする. Aの任意の部分集合A0について, A0の
任意の二元が両立しているならば, 以下の 1. と 2. をみたす y ∈ Aが一意的に存在すると
き, 〈A,E, � 〉をXの上の層 (sheaf)という.

1. x ∈ A0ならば, y
�

Ex = x.
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2. Ey =
⋃

x∈A0

Ex.

また, この一意的に定まる yを
⋃
A0と表す.

命題 3.2 〈A,E, � 〉をXの上の層とする. A0 ⊆ AなるA0とU ∈ Oに対して, A0

�

U を以
下のように定義する.

A0

�

U := {x �

U |x ∈ A0}.
このとき, A0の任意の二元が両立しているならば,

⋃
A0と

⋃
(A0

�

U)がそれぞれ一意的に
存在して, ⋃

(A0

�

U) =
(⋃

A0

)
�

U

がなりたつ.

証明
まず, A0の任意の二元が両立しているとして, A0

�

U の任意の二元が両立することを示
す. 今, y, y′ ∈ A0

�

U を任意にとって, y = x
�

U, y′ = x′
�

U とすると,

y
�

Ey′ = (x
�

U)
�

E(x′
�

U) = (x
�

Ex′)
�

U = (x′
�

Ex)
�

U = (x′
�

U)
�

E(x
�

U) = y′
�

Ey.

よって, A0

�

U の任意の二元は両立しているので,
⋃
A0と

⋃
(A0

�

U)がそれぞれ一意的に
存在する.

次に,
⋃

(A0

�

U) =
(⋃

A0

)
�

U となることを示す. 今, 任意に y ∈ A0

�

U をとって,

y = x
�

U とすると,((⋃
A0

)
�

U

)
�

Ey =

((⋃
A0

)
�

U

)
�

E(x
�

U) =

((⋃
A0

)
�

Ex

)
�

U

= x
�

U = y.

また, さらに,

E

((⋃
A0

)
�

U

)
= E

(⋃
A0

)
∩ U =

( ⋃
x∈A0

Ex

)
∩ U =

⋃
x∈A0

(Ex ∩ U)

=
⋃

x∈A0

E(x
�

U) =
⋃

y∈A0
�
U

Ey =
⋃

(A0

�

U).

したがって,
⋃

(A0

�

U)の一意性により,
⋃

(A0

�

U) =
(⋃

A0

)
�

U .

�
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3.2 空間性トポスの終対象と直積
定義 3.5 (層から層への射) 〈A,E, � 〉, 〈B,E ′,

� ′〉をそれぞれXの上の層とする. f : A→
Bなる写像が以下の 1. と 2. をみたすとき, f を層から層への射という.

1. 任意の x ∈ Aに対して, E ′f(x) = Ex.

2. 任意の x ∈ A, 任意のU ∈ Oに対して, f(x
�

U) = f(x)
� ′U .

定義 3.6 (空間性トポス) 対象をそれぞれX上の層とし, 射をそれぞれ層から層への射と
するとき, それらによって構成される圏を空間性トポス (spatial topos)といい, Top(X)と
表す. 3

命題 3.3 Top(X)には, 終対象 1が存在する.

証明
1 = 〈O, E, � 〉とし, E : O → Oと �

: O ×O → Oを以下のように定義する.

任意のU ∈ Oに対して, EU := U.

任意の U, V ∈ Oに対して, U
�

V := U ∩ V.
まず, 1が定義 3.2 の性質をみたすことを示す.

1. について. 任意のU, V ∈ Oに対して,

U
� ∅ = U ∩ ∅ = ∅ = V ∩ ∅ = V

� ∅.

2. について. 任意のU ∈ Oに対して,

U
�

EU = U ∩EU = U ∩ U = U.

3. について. 任意のU, V ∈ Oに対して,

E(U
�

V ) = U
�

V = U ∩ V = EU ∩ V.

4. について. 任意のU, V,W ∈ Oに対して,

(U
�

V )
�

W = (U
�

V ) ∩W = U ∩ V ∩W = U
�

(V ∩W ).

よって, 1は前層である.

次に, 1が定義 3.4 の性質をみたすことを示す. 今, 任意にO0 ⊆ Oをとり, O0の任意の
二元が両立していると仮定すると,

⋃O0として
⋃

U∈O0

U をとることができる.

3恒等射 idA として恒等写像をとり, 射の合成 g ◦ f は f と gをそれぞれ集合間の写像と見た上で, その
合成写像が再び定義 3.5の性質をみたすことから, 容易に Top(X) が圏であることが確認できる.
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1.について. V ∈ O0とすると,( ⋃
U∈O0

U

)
�

EV =

( ⋃
U∈O0

U

)
∩ EV =

( ⋃
U∈O0

U

)
∩ V = V.

2.について.

E

( ⋃
U∈O0

U

)
=
⋃

U∈O0

U =
⋃

U∈O0

EU.

一意性について. 定義 3.4 の性質をみたす y′ ∈ Oが別に存在したとすると, 定義 3.4 の
2. より, ⋃

U∈O0

U =
⋃

U∈O0

EU = Ey′ = y′.

ゆえに, 1は層である.

最後に1が定義2.6の性質をみたすことを示す. 今,任意に Top(X)の対象A = 〈A,E ′,
� ′〉

をとり, f を f : A → 1なる任意の射とすると, 定義 3.5 の 1. より, 任意の x ∈ Aに対
して,

f(x) = Ef(x) = E ′x.

よって, Aから 1への一意的な射 !Aが存在して, それはE ′ : A → Oとなる. したがって,

1は Top(X)の終対象である.

�

命題 3.4 Top(X)には, 任意の二つの対象A,Bについて, その直積A× Bが存在する.

証明
A = 〈A,EA,

�

A〉, B = 〈B,EB,
�

B〉をそれぞれ Top(X)の対象とする. このとき, A×B =

〈A× B,E, � 〉を以下のように定義する.

A× B := {〈x, y〉|x ∈ Aかつ y ∈ BかつEAx = EBy}.

任意の 〈x, y〉 ∈ A× Bに対して, E〈x, y〉 := EAx = EBy.

任意の 〈x, y〉 ∈ A× B,任意のU ∈ Oに対して, 〈x, y〉 �

U := 〈x �

AU, y
�

BU〉.
まず, A× Bが定義 3.2 の性質をみたすことを示す.

1. について. 任意の 〈x, y〉, 〈x′, y′〉 ∈ A× Bに対して,

〈x, y〉 � ∅ = 〈x �

A∅, y
�

B∅〉 = 〈x′ �

A∅, y′
�

B∅〉 = 〈x′, y′〉 � ∅.

2. について. 任意の 〈x, y〉 ∈ A×Bに対して,

〈x, y〉 �

E〈x, y〉 =
〈
x

�

AE〈x, y〉, y
�

BE〈x, y〉
〉

= 〈x �

AEAx, y
�

BEBy〉 = 〈x, y〉.
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3. について. 任意の 〈x, y〉 ∈ A×B, 任意の U ∈ Oに対して,

E
(
〈x, y〉 �

U
)

= E
(
〈x �

AU, y
�

BU〉
)

= EA(x
�

AU) = EAx ∩ U = E〈x, y〉 ∩ U.

4. について. 任意の 〈x, y〉 ∈ A×B, 任意の U, V ∈ Oに対して,(
〈x, y〉 �

U
)

�

V = 〈x �

AU, y
�

BU〉
�

V =
〈
(x

�

AU)
�

AV ), (y
�

BU)
�

B

〉
=
〈
x

�

A(U ∩ V ), y
�

B(U ∩ V )
〉

= 〈x, y〉 �

(U ∩ V ).

よって, A× Bは前層である.

次に, A×Bが定義 3.4 の性質をみたすことを示す. 今, 任意に S ⊆ A×Bをとり, Sの
任意の二元が両立していると仮定する. その上で, A0 ⊆ A, B0 ⊆ Bなる二つの集合A0, B0

を以下のように定義する.

A0 := {x ∈ A|ある y ∈ Bが存在して 〈x, y〉 ∈ S}.

B0 := {y ∈ B|ある x ∈ Aが存在して 〈x, y〉 ∈ S}.
ここで, 任意に x, x′ ∈ A0をとると, ある y, y′ ∈ B0が存在して, 〈x, y〉, 〈x′, y′〉 ∈ S. S ⊆
A×Bより, Sの任意の二元が両立しているので, 〈x, y〉 �

E〈x′, y′〉 = 〈x′, y′〉 �

E〈x, y〉. また,

S ⊆ A×Bより, A×Bの定義から, E〈x, y〉 = EAx = EByかつE〈x′, y′〉 = EAx
′ = EBy

′.
よって,

〈x, y〉 �

E〈x′, y′〉 =
〈
x

�

AE〈x′, y′〉, y
�

BE〈x′, y′〉
〉

= 〈x �

AEAx
′, y

�

BEBy
′〉,

〈x′, y′〉 �

E〈x, y〉 =
〈
x′

�

AE〈x, y〉, y′
�

BE〈x, y〉
〉

= 〈x′ �

AEAx, y
′ �

BEBy〉
となるから, x

�

AEAx
′ = x′

�

AEAx. したがって, A0の任意の二元は両立している. また,

同様にB0の任意の二元も両立している. ゆえに, 〈A,EA,
�

A〉, 〈B,EB,
�

B〉がともに層であ
ることから, 定義 3.4の性質をみたす

⋃
A0,
⋃
B0がそれぞれ一意的に存在し,

⋃
Sとして〈⋃

A0,
⋃
B0

〉
をとることができる.

1.について. 〈x, y〉 ∈ Sとすると,〈⋃
A0,
⋃

B0

〉
�

E〈x, y〉 =
〈(⋃

A0

)
�

AE〈x, y〉,
(⋃

B0

)
�

BE〈x, y〉
〉

=
〈(⋃

A0

)
�

AEAx,
(⋃

B0

)
�

BEBy
〉

= 〈x, y〉.

2.について.

E
〈⋃

A0,
⋃

B0

〉
= EA

⋃
A0 =

⋃
x∈A0

EAx =
⋃

〈x,y〉∈S

E〈x, y〉.
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一意性について. 定義 3.4 の性質をみたす 〈x̃, ỹ〉 ∈ A× Bが別に存在したとして,
⋃
A0

と
⋃
B0それぞれの一意性を用いて示す. 今, 任意に x ∈ A0をとると, ある y ∈ B0が存在

して, 〈x, y〉 ∈ S. よって,

〈x̃ �

AEAx, ỹ
�

BEBy〉 =
〈
x̃

�

E〈x, y〉, ỹ �

E〈x, y〉
〉

= 〈x̃, ỹ〉 �

E〈x, y〉 = 〈x, y〉

となるので, x̃
�

AEAx = x. また,

EAx̃ = E〈x̃, ỹ〉 =
⋃

〈x,y〉∈S

E〈x, y〉 =
⋃

x∈A0

EAx.

したがって,
⋃
A0の一意性により,

⋃
A0 = x̃. まったく同様に

⋃
B0 = ỹを示すことがで

きるので,
〈⋃

A0,
⋃
B0

〉
= 〈x̃, ỹ〉. ゆえに, A×Bは層である.

最後にA×Bが定義 2.8の性質をみたすことを示す. そのために, まず π1 : A×B → A,

π2 : A× B → Bなる二つの写像を以下のように定義する.

任意の 〈x, y〉 ∈ A×Bに対して, π1(x, y) = x, π2(x, y) = y.

すると,

EAπ1(x, y) = EAx = E〈x, y〉,
EBπ2(x, y) = EBy = E〈x, y〉.

また, 任意の U ∈ Oに対して,

π1

(
〈x, y〉 �

U
)

= π1(x
�

AU, y
�

BU) = x
�

AU = π1(x, y)
�

AU,

π2

(
〈x, y〉 �

U
)

= π2(x
�

AU, y
�

BU) = y
�

BU = π2(x, y)
�

BU.

よって, π1, π2はそれぞれ層から層への射である. 今, C = 〈C,EC,
�

C〉を Top(X) の対象
とし, f, gを f : C → A, g : C → Bなる射とする. その上で, h : C → A× Bなる写像を
以下のように定義する.

任意の z ∈ Cに対して, h(z) = 〈f(z), g(z)〉.

すると, f, gがそれぞれ射であることから,

Eh(z) = E〈f(z), g(z)〉 = EAf(z) = ECz.

また, 同様に f, gがそれぞれ射であることとEの定義から, 任意の U ∈ Oに対して,

h(z
�

CU) =
〈
f(z

�

CU), g(z
�

CU)
〉

=
〈
f(z)

�

AU, g(z)
�

BU
〉

=
〈
f(z), g(z)

〉
�

U = h(z)
�

U.
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よって, hは h : C → A×Bなる射であって, f(z) = (π1 ◦ h)(z)かつ g(z) = (π2 ◦ h)(z)が
なりたつ. さらに, f(z) = (π1 ◦ h′)(z)かつ g(z) = (π2 ◦ h′)(z)をみたす h′ : C → A×Bな
る射が別に存在したとして, h′(z) = 〈x′, y′〉とすると,

h(z) =
〈
f(z), g(z)

〉
=
〈
(π1 ◦ h′)(z), (π2 ◦ h′)(z)

〉
=
〈
π1(x

′, y′), π2(x
′, y′)

〉
= 〈x′, y′〉

= h′(z).

ゆえに, f と gに対して, CからA×Bへの一意的な射 〈f, g〉が存在して, それは上で定義
した hとなる. したがって, A× Bは, AとBとの直積である.

�

3.3 空間性トポスの冪と subobject classifier

命題 3.5 Top(X)には, 任意の二つの対象A,Bについて, その冪BAが存在する.

証明
A = 〈A,EA,

�

A〉, B = 〈B,EB,
�

B〉をそれぞれ Top(X) の対象とする. このとき, BA =

〈BA, E,
� 〉を以下のように定義する.

BA :=
{
〈f, V 〉|V ∈ Oかつ, f : A→ Bかつ,任意の x ∈ A,任意のU ∈ Oに対して

f(x
�

AU) = f(x)
�

BU かつEBf(x) = V ∩ EAx
}
.

任意の 〈f, V 〉 ∈ BAに対して, E〈f, V 〉 := V.

任意の 〈f, V 〉 ∈ BA,任意の U ∈ Oに対して, 〈f, V 〉 �

U := 〈g, V ∩ U〉.
ただし,

�

の定義に現れる gは, 任意の x ∈ Aに対して, g(x) = f(x)
�

BU なる写像とする.

まず, 上の定義によって,
�

が
�

: BA ×O → BAなる写像になっていることを示す. 以
下では, Ef ∈ Oに対して, 〈f, Ef〉 ∈ BAを f ∈ BAと表すことにする. これによって,

f ∈ BAということは, 任意の x ∈ A, 任意のU ∈ Oに対して,

f(x
�

AU) = f(x)
�

BU かつ EBf(x) = Ef ∩ EAx

がなりたつことと表され, f
�

U はその定義により,

任意の x ∈ Aに対して, (f
�

U)(x) = f(x)
�

BU,

E(f
�

U) = Ef ∩ U
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と表される. すると, f ∈ BAに対して, f
�

U は明らかに f
�

U : A→ Bなる写像であって,

任意の V ∈ Oに対して,

(f
�

U)(x
�

AV ) = f(x
�

AV )
�

BU =
(
f(x)

�

BV
)

�

BU

=
(
f(x)

�

BU
)

�

BV =
(
(f

�

U)(x)
)

�

BV.

また, さらに,

EB

(
(f

�

U)(x)
)

= EB

(
f(x)

�

BU
)

= EBf(x) ∩ U
= Ef ∩EAx ∩ U = E(f

�

U) ∩EAx.

よって, f
�

U ∈ BAより,
�

: BA ×O → BAとなっている.

次に, BAが定義 3.2 の性質をみたすことを示す.

1. について. 任意の f, f ′ ∈ BA, 任意の x ∈ Aに対して,

(f
� ∅)(x) = f(x)

�

B∅ = f ′(x)
�

B∅ = (f ′ � ∅)(x).

E(f
� ∅) = Ef ∩ ∅ = ∅ = Ef ′ ∩ ∅ = E(f ′ � ∅).

よって, f
� ∅ = f ′ � ∅.

2. について. 任意の f ∈ BA, 任意の x ∈ Aに対して,

(f
�

Ef)(x) = f(x)
�

BEf.

ここで, EBf(x) = Ef ∩ EAx ⊆ Ef であるから, 命題 3.1 の 2. より,

(f
�

Ef)(x) = f(x)
�

BEf = f(x).

また, さらに,

E(f
�

Ef) = Ef ∩Ef = Ef.

よって, f
�

Ef = f .

3. について. Eの定義から, E(f
�

U) = Ef ∩ U .

4. について. 任意の f ∈ BA, 任意の U, V ∈ O, 任意の x ∈ Aに対して,(
(f

�

U)
�

V
)
(x) =

(
(f

�

U)(x)
)

�

BV =
(
f(x)

�

BU
)

�

BV

= f(x)
�

B(U ∩ V ) =
(
f

�

(U ∩ V )
)
(x).

また, さらに,

E
(
(f

�

U)
�

V
)

= E(f
�

U) ∩ V = Ef ∩ U ∩ V = E
(
f

�

(U ∩ V )
)
.

よって, (f
�

U)
�

V = f
�

(U ∩ V ). ゆえに, BAは前層である.
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続いて, BAが定義 3.4 の性質をみたすことを示す. 今, 任意に F ⊆ BAをとり, F の任
意の二元が両立していると仮定する. その上で, 任意の x ∈ Aに対し, Fx ⊆ Bなる集合Fx

を以下のように定義する.

Fx := {f(x)|f ∈ F}.
このとき, Fxの任意の二元が両立することを示す. 今, y1, y2 ∈ Fxを任意にとって, y1 =

f1(x), y2 = f2(x)とすると,

y1

�

BEBy2 = f1(x)
�

BEBf2(x) = f1(x)
�

B(Ef2 ∩ EAx) =
(
f1(x)

�

BEA

)
�

BEf2.

ここで, EBf1(x) = Ef1 ∩EAx ⊆ EAxであるから, 命題 3.1 の 2. より,(
f1(x)

�

BEA

)
�

BEf2 = f1(x)
�

BEf2 = (f1

�

Ef2)(x).

また, 同様に
y2

�

BEBy1 = (f2

�

Ef1)(x).

よって, 仮定より f1

�

Ef2 = f2

�

Ef1であるから,

y1

�

BEBy2 = y2

�

BEBy1.

したがって, Bが層であることから
⋃
Fx ∈ Bが一意的に存在するので, ここで gを以下の

ように定義する.

任意の x ∈ Aに対して, g(x) :=
⋃

Fx.

Eg :=
⋃
f∈F

Ef.

このように定義された gが, g ∈ BAとなることを示す. 命題 3.2より, 任意の x ∈ A, 任意
の U ∈ Oに対して,

g(x
�

AU) =
⋃

Fx
�
AU =

(⋃
Fx

)
�

BU = g(x)
�

BU.

また, さらに,

EBg(x) = EB

⋃
Fx =

⋃
y∈Fx

EBy =
⋃
f∈F

EBf(x)

=
⋃
f∈F

(Ef ∩EAx) =

(⋃
f∈F

Ef

)
∩ EAx = Eg ∩ EAx.

よって, g ∈ BAとなり,
⋃
F としてこの gをとることができる.

1.について. f ∈ F とすると, 命題 3.1より, 任意の x ∈ Aに対して,

(g
�

Ef)(x) = g(x)
�

BEf =
(
g(x)

�

BEAx
)

�

BEf

= g(x)
�

BEBf(x) =
(⋃

Fx

)
�

BEBf(x)

= f(x).
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また,

E(g
�

Ef) = Eg ∩ Ef = Ef.

よって, g
�

Ef = f .

2.について. gの定義から, Eg =
⋃

f∈F

Ef .

一意性について. 定義 3.4 の性質をみたす g′ ∈ BAが別に存在したとして,
⋃
Fxの一意

性を用いて示す. 今, 任意に x ∈ A, f ∈ F をとると,

g′(x)
�

BEBf(x) = g′(x)
�

B(Ef ∩EAx) =
(
g′(x)

�

BEAx
)

�

BEf.

ここで, EBg
′(a) = Eg′ ∩EAx ⊆ EAxであるから, 命題 3.1より,(

g′(x)
�

BEAx
)

�

BEf = g′(x)
�

BEf = (g′
�

Ef)(x) = f(x).

また,

EBg
′(x) = Eg′ ∩ EAx =

(⋃
f∈F

Ef

)
∩EAx =

⋃
f∈F

(Ef ∩EAx) =
⋃

f(x)∈Fx

EBf(x).

よって,
⋃
Fxの一意性により, g(x) = g′(x). さらに, 定義より,

Eg =
⋃
f∈F

Ef = Eg′.

したがって, gは一意的なので, BAは層である.

最後にBAが定義 2.15の性質をみたすことを示す. そのために, まず 〈BA×A,E ′,
� ′〉に

対して, ev : BA × A→ Bなる写像を以下のように定義する.

任意の 〈f, x〉 ∈ BA × Aに対して, ev(f, x) := f(x).

すると,

EBev(f, x) = EBf(x) = Ef ∩ EAx = E ′〈f, x〉.
また, 任意の U ∈ Oに対して,

ev
(
〈f, x〉 � ′U

)
= ev(f

�

U, x
�

AU) = (f
�

U)(x
�

AU)

= f(x
�

AU)
�

BU = f(x)
�

BU

= ev(f, x)
�

BU.

よって, evは層から層への射である. 今, C = 〈C,EC ,
�

C〉を Top(X) の対象とし, gを
g : C ×A→ Bなる射とする. その上で, ĝ : C → BAなる写像を以下のように定義する.

任意の z ∈ Cに対して, ĝ(z) := 〈f, Ef〉.
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ただし, 上の定義に現れる f は, ひとつの固定された z ∈ C に対して, 以下のように定義
される f : A→ Bなる写像である.

任意の x ∈ Aに対して, f(x) := g(z
�

CEAx, x
�

AECz).

Ef := ECz.

今, このように定義された f が, f ∈ BAとなることを示す. まず,

EC(z
�

CEAx) = EC ∩ EAx = EA(x
�

AECz)

となるから, f は上手く定義されている. 次に, 任意の x ∈ A, 任意の U ∈ Oに対して,

f(x
�

AU) = g
(
z

�

CEA(x
�

AU), (x
�

AU)
�

AECz
)

= g
(
(z

�

CEAx)
�

CU, (x
�

AECz)
�

AU
)

= g
(
〈z �

CEAx, x
�

AECz〉
� ′U
)

= g(z
�

CEAx, x
�

AECz)
�

BU

= f(x)
�

BU.

また, Ef の定義から,

EBf(x) = E(z
�

CEAx) = ECz ∩EAx = Ef ∩ EAx.

よって, f ∈ BA.

次に, ĝが定義 3.5の性質をみたすことを示す.

1.について. Ef の定義から,

Eĝ(z) = Ef = ECz.

2.について. z ∈ C,U ∈ Oとすると, 任意の x ∈ Aに対して,(
ĝ(z

�

CU)
)
(x) = g

(
(z

�

CU)
�

CEAx, x
�

AEC(z
�

CU)
)

= g
(
(z

�

CEAx)
�

CU, (x
�

AECz)
�

AU)
)

= g
(
〈z �

CEAx, x
�

AECz〉
� ′U)

)
= g(z

�

CEAx, x
�

AECz)
�

U

=
(
ĝ(z)

�

U
)
(x).

また, さらに,

Eĝ(z
�

CU) = EC(z
�

CU) = ECz ∩ U = Eĝ(z) ∩ U = E
(
ĝ(z)

�

U
)
.

よって, ĝは層から層への射である.
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続いて, 下図が可換となること, およびそのような条件をみたす ĝの存在が一意的であ
ることを示す.

BA × A

C ×A

Bĝ×idA




ev

���������������

g

����������������

ĝの定義より, 任意の 〈z, x〉 ∈ C × Aに対して,

ev
(
ĝ(z), x

)
=
(
ĝ(z)

)
(x) = g(z

�

CEAx, x
�

AECz).

ここで, 〈z, x〉 ∈ C × Aより, ECz = EAxであるから,

g(z
�

CEAx, x
�

AECz) = g(z
�

CECz, x
�

AEAx) = g(z, x)

となって, ev ◦ (ĝ× idA) = g. さらに, ev ◦ (ĝ′× idA) = gをみたす ĝ′ : C → BAなる射が別
に存在したとすると, 任意の z ∈ C, およびECz = EAxをみたす任意の x ∈ Aに対して,(

ĝ′(z)
)
(x) = g(z, x) = g(z

�

CECz, x
�

AEAx) = g(z
�

CEAx, x
�

AECz) =
(
ĝ(z)

)
(x).

また,

Eĝ(z) = ECz = Eĝ′(z).

よって, このような ĝ : C → BAは一意的に存在する. したがって, BAは, AとBとの冪
である.

�

命題 3.6 Top(X)には, subobject classifier t : 1→ Ωが存在する.

定理 3.1 Top(X) はトポスである.

証明
命題 3.3, 命題 3.4, 命題 3.5, 命題 3.6より, Top(X)は 定義 2.17の性質をすべてみたす.

�
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第4章 直観主義論理

この章では型付き直観主義一階述語論理の形式体系を導入し, そこで位相空間の上の層
がどのように解釈されるかについて述べる. その後, 形式体系の健全性を証明し, 特定の
論理式が直観主義論理において証明できないことをモデルを構成することによって示す.

4.1 型付き言語上の論理式
定義 4.1 (型) T を任意の空でない集合とする. 型の集合 〈T ,F ,P〉を以下のように定
義する.

1. A1, · · · , An, A ∈ T (1 ≤ n) ならば, 〈〈A1, · · · , An〉, A〉 ∈ F .

2. A1, · · · , An ∈ T (1 ≤ n) ならば, 〈A1, · · · , An〉 ∈P.

定義 4.2 (型付き言語) 〈T ,F ,P〉を型の集合とする. このとき, 〈T ,F ,P〉による型付
き言語Lは以下のものから構成されているとする.

論理結合子： ∧, ∨, →, ¬

量化記号： ∀, ∃

対象変数： Tの任意の元 Aに対して, x, y, · · · なる対象変数が与えられている. このと
き, Aを対象変数 x, y, · · · の型という.

対象定数： c, d, · · · なる対象定数が与えられており, いずれの対象定数にも必ずTの元
が一つ割り当てられているものとし, その元を対象定数の型という.

関数記号： f, g, · · · なる関数記号が与えられており, いずれの関数記号にも必ずFの元
が一つ割り当てられているものとし, その元を関数記号の型という.

述語記号： P,Q, · · · なる述語記号が与えられており,いずれの述語記号にも必ずPの元
が一つ割り当てられているものとし, その元を述語記号の型という. また, 特別な述
語記号として, T の任意の元 Aに対して, 型が 〈A,A〉である述語記号 =Aと, 型が
〈A〉である述語記号EAが与えられている.

補助記号： (, ), ,
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定義 4.3 (項) 型付き言語L上の項を以下のように定義する.

1. それぞれの対象変数, 対象定数は項である. このときこの項の型は, それぞれ対象変
数の型, および対象定数の型とする.

2. fを型が 〈〈A1, · · · , An〉, A〉である関数記号とし, t1, · · · , tnをそれぞれ型がA1, · · · , An

である項とする. このとき f(t1, · · · , tn)は項であり, その型はAである.

定義 4.4 (論理式) 型付き言語L上の論理式を以下のように定義する.

1. P を型が 〈A1, · · · , An〉である述語記号とし, t1, · · · , tnをそれぞれ型がA1, · · · , Anで
ある項とする. このとき P (t1, · · · , tn)は論理式である (この形の論理式を原子論理
式という).

2. ϕ1, ϕ2がともに論理式ならば, (ϕ1 ∧ ϕ2), (ϕ1 ∨ ϕ2), (ϕ1 → ϕ2), (¬ϕ1)はいずれも論
理式である.

3. ψが論理式で, xが対象変数ならば, (∀xψ), (∃xψ)はともに論理式である.

定義 4.5 (自由変数・束縛変数) 項 tにおける自由変数の集合FV (t), および論理式ϕに
おける自由変数の集合 FV (ϕ)と束縛変数の集合BV (ϕ)を以下のように定義する.

項 tにおける自由変数の集合FV (t)

· FV (x) := {x}
· FV (c) := ∅
· FV

(
f(t1, · · · , tn)

)
:= FV (t1) ∪ · · · ∪ FV (tn)

論理式ϕにおける自由変数の集合 FV (ϕ)

· FV
(
P (t1, · · · , tn)

)
:= FV (t1) ∪ · · · ∪ FV (tn)

· ∗ ∈ {∧,∨,→}に対して, FV (ϕ1 ∗ ϕ2) := FV (ϕ1) ∪ FV (ϕ2)

· FV (¬ϕ1) := FV (ϕ1)

· Q ∈ {∀, ∃}に対して, FV (Qxψ) := FV (ψ)− {x}

論理式ϕにおける変数の集合BV (ϕ)

· BV
(
P (t1, · · · , tn)

)
:= ∅

· ∗ ∈ {∧,∨,→}に対して, BV (ϕ1 ∗ ϕ2) := BV (ϕ1) ∪ BV (ϕ2)

· BV (¬ϕ1) := BV (ϕ1)

· Q ∈ {∀, ∃}に対して, BV (Qxψ) := BV (ψ) ∪ {x}
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定義 4.6 (閉じた論理式) 論理式 ϕが自由変数を一つも持たないとき, ϕを閉じた論理式
という. 論理式 ϕの自由変数が x1, · · · , xnのとき, ∀x1 · · · ∀xnϕを ϕの閉包という. ϕが
閉じた論理式のときは ϕの閉包は ϕ自身である.

定義 4.7 (項の代入) xを変数とし, tを xと同じ型を持つ項とする. このとき, 項 sにお
ける項 tの変数 xへの代入 s[x/t]と, 論理式 ϕにおける項 tの変数 xへの代入A[x/t]を以
下のように定義する.

項 sにおける項 tの変数 xへの代入 s[x/t]

· z[x/t] :=

{
t z = xのとき

z z �= xのとき

· c[x/t] := c

· f(s1, · · · , sn)[x/t] := f(s1[x/t], · · · , sn[x/t])

論理式ϕにおける項 tの変数 xへの代入A[x/t]

· P (s1, · · · , sn)[x/t] := P (s1[x/t], · · · , sn[x/t])

· ∗ ∈ {∧,∨,→}に対して, (ϕ1 ∗ ϕ2)[x/t] := ϕ1[x/t] ∗ ϕ2[x/t]

· (¬ϕ1)[x/t] := ¬ϕ1[x/t]

· Q ∈ {∀, ∃}に対して, (Qxψ)[x/t] :=

{
Qz(ψ[x/t]) z /∈ FV (t)のとき

Qu(ψ[z/u][x/t]) z ∈ FV (t)のとき

4.2 位相空間の上の構造
定義 4.8 ((層の集合上の)関数) T̃をX の上の層を元とする任意の集合とする. このと
き, 〈A1, EA1,

�

A1〉, · · · , 〈An, EAn,
�

An〉, 〈A,E,
� 〉 ∈ T̃ に対して, fが f : A1×· · ·×An → A

なる写像で以下の条件をみたすならば, f を (層の集合T̃上の)関数という.

任意の xi ∈ Ai (i = 1, · · · , n) , 任意の U ∈ O に対して,

f(x1, · · · , xn)
�

U = f(x1

�

A1U, · · · , xn

�

AnU)
�

U.

定義 4.9 ((層の集合上の)述語) T̃をX の上の層を元とする任意の集合とする. このと
き, 〈A1, EA1,

�

A1〉, · · · , 〈An, EAn,
�

An〉 ∈ T̃ に対して, P がP : A1× · · · ×An → Oなる写
像で以下の条件をみたすならば, P を (層の集合T̃上の)述語という.

任意の xi ∈ Ai (i = 1, · · · , n) , 任意の U ∈ O に対して,

P (x1, · · · , xn) ∩ U = P (x1

�

A1U, · · · , xn

�

AnU) ∩ U.
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定義 4.10 ((層の上の)相等) 〈A,E, � 〉をXの上の層とする. 層 〈A,E, � 〉の上の相等= :

A× A→ Oなる述語を以下のように定義する.

任意の x1, x2 ∈ Aに対して, = (x1, x2) :=
⋃
{U ∈ O|x1

�

U = x2

�

U}.

このとき, = (x1, x2)を x1 = x2と表すこととする.

定義 4.11 ((型付き言語Lに対する)構造) U = 〈T̃ , F, I〉が型付き言語Lに対する構造
であるということを, T̃と F と Iが以下の条件をみたすこととする.

1. T̃はXの上の層を元とする空でない集合である.

2. F は F : T → T̃ なる全単射の写像である.

3. Iは型付き言語Lの対象定数, 関数記号, 述語記号のそれぞれに対し, T̃に属す層の
元, T̃ 上の関数, T̃上の述語を対応させる写像であって, 以下の条件をみたす.

· cが型Aの対象定数のとき, cI ∈ AF .

· f が型 〈〈A1, · · · , An〉, A〉の関数記号のとき, f Iは f I : AF
1 × · · · ×AF

n → AF な
るT̃ 上の関数.

· P が型 〈A1, · · · , An〉の (等号=とE以外の)述語記号のとき, P Iは P I : AF
1 ×

· · · ×AF
n → OなるT̃上の述語.

· 任意の A ∈ T に対して, (=A)I は層AF の上の相等= : AF × AF → O, (EA)I

は層AF におけるE : AF → O.

このとき, Iを解釈という.

定義 4.12 (構造による型付き言語の拡大) U = 〈T̃ , F, I〉を型付き言語Lに対する構造
とする. T̃に属するすべての層AF のすべての元 aについて, 型がAである対象定数 aを
Lに付け加えて得られる言語を構造U による型付き言語Lの拡大といい, L [U ]と表す.

また, このようにして付け加えられた対象定数 aを aの名前という. このとき, 解釈 I の
対象定数に関する条件として

· aの名前 aに対し, aI = a

と定めることで, 言語L [U ]上の解釈に拡張される.

定義 4.13 (項の意味付け) tを型がAであるL [U ]上の項とする. tが変数を一つも含ま
ないときに, AF の元 tU を以下のように定義する.

1. tが対象定数 cのとき, tU := cI .

2. tが f(t1, · · · , tn)のとき, tU := f I(tU1 , · · · , tUn ).
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定義 4.14 (真理値) ϕをL [U ]の閉じた論理式とする. ϕの真理値 [ϕ]を以下のように定
義する.

ϕが原子論理式のとき

· [P (t1, · · · , tn)] := P I(tU1 , · · · , tUn )

· [t1 = t2] :=
⋃{U ∈ O|tU1 �

U = tU2
�

U}
· [Et] := EItU

ϕが ϕ1 ∧ ϕ2, ϕ1 ∨ ϕ2, ϕ1 → ϕ2, ¬ϕ1のとき

· [ϕ1 ∧ ϕ2] := [ϕ1] ∩ [ϕ2]

· [ϕ1 ∨ ϕ2] := [ϕ1] ∪ [ϕ2]

· [ϕ1 → ϕ2] := ((X − [ϕ1]) ∪ [ϕ2])
◦

· [¬ϕ1] := (X − [ϕ1])
◦

ϕが ∀xψ, ∃xψで xの型がAのとき

· [∀xψ] :=
( ⋂

a∈AF

[ψ[x/a]]
)◦

· [∃xψ] :=
⋃

a∈AF

[ψ[x/a]]

このように定義された真理値 [ϕ]に対し, [ϕ] = X となるときに ϕはUで正しいといい,

U |= ϕと表す. 逆に, ϕがUで正しくないときは, U �ϕと表す.

4.3 形式体系LJの健全性
定義 4.15 (形式体系LJ) 形式体系LJは, 以下のものから構成されているとする. ここで,

推論規則に現れるΓ,Πは 0個以上の論理式の有限列, Δは高々一個の論理式とする. また,

(∀右)と (∃左)に現れる zは, 下式に自由変数として現れないものとする.

始式

· 任意の論理式 ϕについて, ϕ =⇒ ϕ

· 任意の項 tについて, =⇒ t = t

· 任意の項 t1, t2について, t1 = t2 =⇒ t2 = t1

· 任意の項 t1, t2, t3について, t1 = t2, t2 = t3 =⇒ t1 = t3

· 任意の項 s, t, 任意の論理式ϕについて, s = t=⇒ ϕ[x/s] = ϕ[x/t]

· 任意の項 s, t, 述語Eについて, Es ∨ Et→ s = t =⇒ s = t
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構造に関する推論規則

(weakening左) (weakening右)
Γ =⇒Δ
ϕ,Γ =⇒Δ

Γ =⇒Δ
Γ =⇒Δ, ϕ

(exchange) (contraction)
Γ, ϕ, ψ,Π =⇒Δ

Γ, ψ, ϕ,Π =⇒Δ
Γ, ϕ, ϕ,Π =⇒Δ
Γ, ϕ,Π =⇒Δ

(cut)
Γ =⇒ ϕ ϕ,Π =⇒Δ

Γ,Π =⇒Δ

論理結合子に関する推論規則

(∧左 1) (∧左 2)
ϕ1,Γ =⇒Δ

ϕ1 ∧ ϕ2,Γ =⇒Δ
ϕ2,Γ =⇒Δ

ϕ1 ∧ ϕ2,Γ =⇒Δ

(∧右) (∨左)
Γ =⇒ ϕ1 Γ =⇒ ϕ2

Γ =⇒ ϕ1 ∧ ϕ2

ϕ1,Γ =⇒Δ ϕ2,Γ =⇒Δ
ϕ1 ∨ ϕ2,Γ =⇒Δ

(∨右 1) (∨右 2)
Γ =⇒ ϕ1

Γ =⇒ ϕ1 ∧ ϕ2

Γ =⇒ ϕ2

Γ =⇒ ϕ1 ∧ ϕ2

(→左) (→右)
Γ =⇒ ϕ1 ϕ2,Π =⇒Δ
ϕ1 → ϕ2,Γ,Π =⇒Δ

ϕ1,Γ =⇒ ϕ2

Γ =⇒ ϕ1 → ϕ2

(¬左) (¬右)
Γ =⇒ ϕ
¬ϕ,Γ =⇒

ϕ,Γ =⇒
Γ =⇒¬ϕ

量化記号に関する推論規則

(∀左) (∀右)
ϕ[x/t],Γ =⇒Δ

∀xϕ,Γ =⇒Δ

Γ =⇒ ϕ[x/z]

Γ =⇒ ∀xϕ

(∃左) (∃右)
ϕ[x/z],Γ =⇒Δ

∃xϕ,Γ =⇒Δ

Γ =⇒ ϕ[x/t]

Γ =⇒ ∃xϕ
(∀右)と (∃左)に現れる zをそれぞれの推論規則の固有変数という.
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定義 4.16 (証明図) 形式体系LJの証明図を以下のように定義する.

1. 形式体系LJの始式は, それ自身を終式とする証明図である.

2. P1および P2はそれぞれ S1および S2をその終式とする証明図とする. さらに,

S1

S
または

S1 S2

S

がLJの推論規則のひとつであれば,

P1

S
または

P1 P2

S

は Sを終式とする証明図である.

式 =⇒ ϕを終式とする証明図が存在するとき, 論理式ϕはLJで証明可能であるという.

定理 4.1 論理式 ϕがLJで証明可能であるならば, ϕは任意の構造Uで正しい.

4.4 直観主義論理で証明不可能な論理式
定理 4.2 以下の論理式は形式体系LJで証明不可能である.

1. ϕ ∨ ¬ϕ
2. ¬¬ϕ→ ϕ

3. (ϕ1 → ϕ2)→ (¬ϕ1 ∨ ϕ2)

証明
まず, 位相空間 〈X,O〉が連結であるとし, 層として命題 3.3で定義した 1を考え, V ∈
O(V �= Xかつ V �= ∅)に対して, 以下のような述語 PV : O → Oを定義する.

任意のU ∈ Oに対して, PV (U) := V.

また, 以下では S ⊆ Xなる Sに対して, X − Sを Scと表す.

1.について. U ∈ Oに対して,

[PV (U) ∨ ¬PV (U)] = [PV (U)] ∪ [¬PV (U)] = [PV (U)] ∪ ([PV (U)]c)o = V ∪ (V c)o.

ここで, V ∈ Oより V cは閉集合であるから, (V c)o � V c. よって, V ∪ (V c)o �= X.

2.について. U ∈ Oに対して,

[¬¬PV (U)→ PV (U)] = ([¬¬PV (U)]c ∪ [PV (U)])o

= ([PV (U)]cococ ∪ [PV (U)]c)o

= (V cococ ∪ V )o.

34



ここで, V ∈ Oより,

V = V o � V̄ o = V̄ cco = V coco

であるから, V cococ � V c. よって, V cococ ∪ V �= X.

3.について. U1, U2 ∈ Oに対して,

[(PV (U1)→ PV (U2))→ (¬PV (U1) ∨ PV (U2))]

= (([PV (U1)→ PV (U2)])
c ∪ [¬PV (U1) ∨ PV (U2)])

o

= (([PV (U1)]
c ∪ [PV (U2)])

oc ∪ [¬PV (U1)] ∪ [PV (U2)])
o

= (([PV (U1)]
c ∪ [PV (U2)])

oc ∪ ([PV (U1)])
co ∪ [PV (U2)])

o

= ((V c ∪ V )oc ∪ V co ∪ V )o

= (Xoc ∪ V co ∪ V )o

= (∅ ∪ V co ∪ V )o

= (V co ∪ V )o.

ここで, V ∈ Oより,

V � V̄ = V̄ cc = V coc

であるから, V co ∪ V �= X.

�
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第5章 結論

5.1 本研究の成果
本稿では, まず圏の概念を定義し, そこでなりたついくつかの性質の証明と圏の特別の

場合であるトポスの定義を与えた. その上で, 層の概念を導入し, 層を対象とした空間性
トポスなる圏がトポスとなっていることを示した.

また,直観主義論理の形式体系LJを導入し,層の集合からなる位相空間の上の構造によっ
て論理式がどのように解釈されるのかを見た後,具体的な構造を構成することで直観主義
論理では証明不可能な論理式の存在を示した.

本研究では, 高階の直観主義述語論理の論理式がトポスによってどのように解釈される
のかについてまでは言及できなかったが, 一階の直観主義述語論理において, 論理式ϕ∨¬ϕ,

¬¬ϕ → ϕ, (ϕ1 → ϕ2) → (¬ϕ1 ∨ ϕ2)がなりたたないような層の集合からなる位相空間の
上の構造を構成し,これらの論理式が直観主義論理で証明不可能であることが確認できた.

5.2 今後の課題
今後の課題としては,高階の直観主義述語論理の論理式がトポスによってどのように解

釈されるのかについて調べることが挙げられる.

本稿では, 一階の直観主義述語論理に限った層による意味論の話題に終始してしまった
ため, これを拡張する形で空間性トポスが高階の直観主義述語論理の意味論としてどのよ
うな対応関係となっているかについて言及することが望ましい.
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