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要 旨

近年，最先端科学技術分野では大規模計算が行われるようになり，多数の高速プロセッサ

からなる超並列計算機や分散ネットワーク上の多数の計算機を利用した超並列・分散処理

が注目されている．しかし，並列計算機の物理的制約を十分に考慮した実用並列計算モデ

ルがなく，各機種独自のプログラム開発が必要であり，超並列計算機は高速計算機の主流

であるベクトル型計算機の代替としてそれを駆逐するまでには至っていない．また，並列

計算機やネットワーク自体の性能およびコストパフォーマンス向上が要求されている．そ

こで本論文では，超並列・分散コンピュータネットワークにおける実用的な並列計算モデ

ルと高性能でコストパフォーマンスが高いネットワークの設備配置法について議論する．

並列計算機モデルについては，Cullerらの提案した並列計算モデル LogPに対して実用的

側面からの検討を行い，通信路のバッファ動作を考慮した新しい実用並列計算モデル LogPQ

を提案する．LogPQモデルのエミュレータを構築し，各種の並列アルゴリズムの並列処理

効率を詳細に解析する．また，LogPQモデルの実用性を検証するために，実在する商用並

列計算機であるCM-5上で並列アルゴリズムを実行し，LogPQモデルにより実際の並列計

算機の物理的制約を考慮した詳細な並列処理効率の解析ができることを示す．

一方，超並列・分散ネットワークに関しては，木構造ネットワークに注目し，高速通信設

備の最適配置に関して検討を行う．先ず，設備の構築コストを低減する同一の小サイズの

部品を用いて構築される設備や，複数の通信に対応した同一サイズの設備で構成される複

数設備を提案し，木形状設備を適正に配置することにより高性能な木構造通信ネットワー

クが構築できることを明らかにする．次に，ネットワークの各二点間の平均通信コストを

表す評価指標である全対距離和を定式化し，その設備配置方法を示す．また，設備内の通

信コストを考慮した評価指標である全対コストを定式化し，設備の高速化率が一定の場合

についてその設備配置方法を示す．その結果，高性能でコストパフォーマンスの高い通信

ネットワークシステムが構築できることを明らかにする．最後に，より実用的な高性能ネッ

トワーク構築法についての議論のため，ネットワークの各通信路に設備構築コストと通信

コストを付与した実用設備配置問題を定式化し，その設備配置方法を提案する．
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第 1章

序論

1.1 研究の背景

1940年代に最初の電子計算機 ENIACが開発されて以来，計算機は，高性能化・高機能

化を目指して様々な改良が加えられてきた．その結果，その用途は急速に広がり，より高

度な処理を行うようになった．当初は集計処理や弾道計算といった単純な処理に用いられ

てきたが，性能向上と共に一般の事務処理や科学技術計算に用いられるようになり，現在

では統合情報システムや人工知能，仮想現実などの高度な処理にも用いられている．今日

の技術社会では，計算機は産業基盤としてなくてはならないものになっている．

現在まで，計算機の高性能化はデバイス技術の進展によるものが中心で，アーキテクチャ

面ではノイマン型が守られてきた．デバイスは，当初の真空管や磁気メモリなどから，ト

ランジスタ，IC，LSI，VLSI，ULSIへと速度と集積度を飛躍的に向上させ，計算機の処理

速度や記憶容量の向上に寄与してきたが，アーキテクチャはほとんど変化せず，旧来の構

造が用いられてきた．しかし，現在ではデバイス技術が技術的限界に近付き，逐次処理方

式に基づく従来のノイマン型計算機では性能向上が望めなくなりつつある．

計算機技術の一つとして，1950年代後半より並列計算機が研究されてきた．1960年後半

に 64プロセッサからなる ILLIAC IVが開発されて以来，様々な並列計算機の研究および

開発がなされてきた．近年、半導体集積回路技術の進歩により，多数のプロセッサを一つの

計算機内に置くことが可能になってきた．WSI(Wafer Scale Integration)技術の進展目覚ま

しく，数百～数千のプロセッサを一つのウェハ内に，計算機全体では数万個のプロセッサ

を持つことができる．現在，膨大な数のプロセッサからなる超並列計算機は，ベクトル型
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のスーパーコンピュータに代わるものとして，先端科学技術分野において期待されている．

近年，さまざまな超並列計算機が開発され実用化されている．しかし，現在の高速計算

機の主流であるベクトル型計算機の代替としてそれを駆逐するまでには至っていない．こ

の一因として，現在の超並列計算機は各機種独自のプログラム開発が必要なことが挙げら

れる．超並列計算機におけるプログラム開発は，各種のパラメータや物理的制約のために

効率のよい並列プログラムを作ることが困難である．逐次的なプログラムの並列化という

手法もあるが，元の問題の持っている並列性を一旦無にしたプログラムから並列性を再抽

出するというのは無駄の多い手法であり，また，十分な並列性を得るのは困難である．現

在，並列計算機の物理的制約を考慮した並列アルゴリズム開発のための新しい実用並列計

算モデルが必要とされている．

一方，最先端科学技術分野では大規模計算を高速に行うため，並列計算機システムに必

要とされる能力が著しく増大し，多数のプロセッサとネットワークから構成される超並列

計算機自体の性能およびコストパフォーマンス向上が要求されている．また，ネットワー

ク上における多数の計算機による超並列・分散計算環境は，ネットワークコンピューティ

ングとして非常に注目されている．これらの分野では，高性能でコストパフォーマンスの

高い超分散ネットワークが必要とされている．

そこで本論文では，超並列・分散コンピュータネットワークにおける，実用的な並列計

算モデルと高性能でコストパフォーマンスが高いネットワークの設備配置問題について議

論する．

1.2 研究の目的

本研究の目的の一つは，並列計算機における一般性のある並列プログラム開発環境を構

築するための基礎技術となる実用並列計算モデルを提案することである．並列計算機の登

場以来，理論的な並列計算モデルである PRAMモデルに，現実性を考慮した様々な制約

を付加する試みが行われてきた．Mehlhornらは 1984年に共有メモリを分割したMPCモ

デルを提案した．Kruskalらは 1986年に共有メモリを除き局所メモリのみとした DCMモ

デルを提案した．Cole らは 1989 年に非同期のモデル化である APRAM モデルを提案し

た．Aggarwalらは 1989年に共有メモリと局所メモリを持ち共有メモリに通信バンド幅を

付加した LPRAMモデルや，共有メモリに通信遅延を付加した BPRAMモデルを提案し

た．Vaidyanathanらは 1992年にワード長制限を加えた MPRAMモデルを提案した．他
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にも BSPモデルなどさまざまな並列計算モデルが提案されてきた．しかし，これらはモ

デル能力の観点を重視して検討されており，現実の並列計算機動作を重視したものではな

かった．

Cullerらは 1993年に実用的な並列計算モデルとして LogPモデルを提案した．これは，

複数の RAM（Random Access Machine）とその間の通信路に物理的制約を反映した 4パ

ラメータ（L，o，g，P；それぞれ通信レイテンシ，通信オーバヘッド，通信ギャップ，プ

ロセッサ数を表す）を付加したモデルである．しかし，LogPモデルに関する詳細な検討は

十分にはなされていない．特に，並列計算機の効率的な並列プログラム開発という観点に

おける LogPモデルの実用性については不明なところが多い．

本論文では，実用的側面からLogPモデルの詳細な検討を行い，LogPモデルでは並列アル

ゴリズムを記述するには不十分な点のあることを示す．この検討結果に基づいて，LogPモ

デルにおける通信路をキュー（Queue）の結合で表す新しい実用並列計算モデル（LogPQ）

の提案を行い，LogPQモデルの有用性について詳しく検討する．また，LogPQモデルや

商用並列計算機 CM5上で並列アルゴリズムの実験的評価を行うことにより，LogPQモデ

ルにより並列アルゴリズムの詳細な性能評価が可能であり，LogPQモデルの実用性が高い

ことを示す．

本研究のもう一つの目的は，高性能でコストパフォーマンスの高い通信ネットワークシス

テムを構築するための設備配置問題の定式化とその実用設備配置法を提案することである．

ネットワーク上の設備配置問題に関する研究は，1960年代より多くの研究者や技術者によっ

て行われてきた．初期には，ネットワークに点形状の設備を配置する研究が行われた．木構

造ネットワークに対する設備配置，一般のネットワークに対する設備配置，各種評価関数を

用いた設備配置，複数個の設備の配置，階層的な設備の配置などのさまざまな研究が行われ

た．また，設備配置手法として，動的プログラム法などの基本的手法，branch-and-bound

法や焼きなまし法などのヒューリスティック手法，primal-dual法などの近似手法を用いた

方法が提案されてきた．

近年の超並列・分散計算機システムの実用化にともない，高性能でコストパフォーマンス

の高い通信ネットワークシステムの構築技術として，ネットワークにパス形状や木形状の

設備を配置する研究の重要性が指摘されている．木構造ネットワークにおけるパス形状や

木形状の設備配置に関する研究は Slaterにより始められた．Morganらは 1980年に頂点数

nのネットワークの，各頂点と設備との距離の総和（距離和）が最小となるパス形状設備
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を算出する O(n)時間のアルゴリズムを示した．Slaterは 1981年以降に木構造ネットワー

クにおける各種のパス形状や木形状の設備配置を行った．Miniekaは 1985年に距離和を最

小とするサイズ指定のパス形状と木形状設備を求める各々O(n3)時間，O(n2)時間のアル

ゴリズムを提案した．Tamirらは 1992年に一般化した評価関数を用いて p個の木形状設備

の配置を行うO(n3p2)のアルゴリズムを提案した．Hakimiらは 1993年に木構造や一般の

ネットワーク上の各種のパス形状や木形状設備の配置に必要な計算時間を示した．その他，

多くの研究者や技術者によりさまざまな研究が行われている．しかし，従来の多くの研究

は，製造工学・交通工学・経営工学的側面を重視したり，理論的側面に偏った研究であっ

た．現在のインターネットやマルチプロセッサなどの，超並列・分散計算機システムの通

信ネットワークシステム構築に重点を置いた研究は今まで十分になされていなかった．

本論文では，通信ネットワークとして木構造ネットワークに注目し，コストを考慮した

高性能ネットワーク構築のための最適設備配置法について議論する．設備配置により通信

ネットワークを高速化するには，通信ネットワークの大きさに合わせたサイズの設備が必

要となる．通信ネットワークシステムの構築コストを低減するには，設備の構築コストを

削減する必要がある．そこで，設備の構築コストを低減する，同一小サイズの部品を用い

て構築される設備（等分割可能設備）を提案し，その構築方法について議論する．次に，並

列・分散計算機システムでは複数の通信が同時に実行されることに注目し，同一サイズの複

数個の設備からなる複数設備配置問題を定式化し，その最適設備配置方法について議論す

る．また，設備内の通信コストに注目し，二点間の通信の平均通信時間を表す評価指標で

ある全対距離和を提案し，全対距離和が最小となる設備配置について議論する．更に，設

備内の通信コストを重視した，設備を配置する辺の長さを削減するモデルを提案し，その

最適設備配置問題について議論する．最後に，通信ネットワークの各通信路における設備

の構築コストと通信コストが異なる実用設備配置を定式化し，その最適設備配置問題につ

いて議論する．

1.3 本論文の構成

本論文の構成は全 6章より構成されている．

2章では，実用並列計算モデル LogPQの提案と評価を行う．先ず，超並列計算機に対す

る並列計算モデルの必要性を議論する．次に，Cullerらの提案した並列計算モデル LogP

の検討を行い，並列計算機の効率的なプログラム開発を行うには不十分な部分のあること
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を示す．そこで，通信におけるバッファ動作，通信の集中，通信メッセージのサイズを考

慮に入れた実用並列計算モデル LogPQを提案する．また，LogPモデルと LogPQモデル

の関係について詳しく検討し，LogPQモデルにより十分に効率的な並列プログラムを開発

できることを明らかにする．

3章では，実際の並列計算機上の並列アルゴリズムの動作解析を行い，LogPQモデルの

実用性と有用性を評価検討する．先ず，並列計算モデル LPRAMで並列整数 GCDアルゴ

リズムの動作解析を行い，実用性が不十分であることを明らかにする．次に，LogPQモデ

ルで並列多倍長 GCDアルゴリズムの動作解析を行い，実用性を重視した動作解析ができ

ることを示す．また，超並列計算機 CM-5上で並列乗算を行い，LogPQモデルが LogPモ

デルより実際の性能を詳細に検討できる実用的なモデルであることを示す．

4章では，超並列・分散計算機システムの通信ネットワークにおける設備配置について議

論する．先ず，木構造ネットワーク上での設備の最適配置について具体例を用いて議論す

る．そして，木構造ネットワーク上での超並列・分散計算機システムの構築に適した，実

用性を重視した設備配置法について議論する．次に，通信ネットワークシステムの構築コ

ストの低減を目的とした，等分割可能な木形状設備の配置を提案し，その配置方法を示す．

最後に，通信量の多い通信ネットワークシステムに対応した，複数個の同サイズ木形状設

備の配置を提案し，その配置方法を示す．

5章では，超並列・分散計算機システムの通信ネットワークにおける，設備内の通信コ

ストを考慮した設備配置について議論する．先ず，木構造ネットワーク上での各二点間の

通信の平均通信コストを表す評価指標である全対距離和を提案し，全対距離和が最小とな

る設備の配置方法を示す．次に，木構造ネットワーク上での設備内の通信コストを考慮し

た評価指標である全対コストを提案し，設備の高速化率が一定の場合の，全対コストが最

小となる設備の配置方法を示す．最後に，木構造ネットワークの各辺に設備の構築コスト

と通信コストを付与する実用設備配置を提案し，評価関数が最小となる設備の配置方法を

示す．

6章では，本論文の結論を示す．
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第 2章

超並列計算機モデル

2.1 並列計算モデルの必要性

近年，様々な超並列計算機が開発され実用されている．しかし，現在の高速計算機の主

流であるベクトル型計算機の代替としてそれを駆逐するまでには至っていない．この一因

として，超並列計算機におけるプログラム開発は，各種のパラメータや物理的制約のため

に効率のよい並列プログラムを作ることが困難なこと，また各機種独自のプログラム開発

が必要なことが挙げられる．そこで，並列計算機の物理的制約を考慮した並列計算モデル

を用いた並列アルゴリズム開発の重要性が高まっている．

従来，一般に，Fortuneらの提案した PRAM（Parallel Random Access Machine）モデ

ル [1]が利用されてきた．PRAMモデルは，並列処理の一般性を最も有する並列計算モデ

ルの一つである．しかし，実際の並列計算機の物理的制約をほとんど反映しておらず，そ

の動作は実機と乖離しがちであった．そこで，各種の物理的制約を付加する試みが行われ

てきた．Mehlhornらは共有メモリを分割した MPCモデル [2]を提案した．Kruskalらは

共有メモリを除き局所メモリのみとした DCMモデル [3]を提案した．Aggarwalらは共有

メモリと局所メモリを持ち共有メモリに通信バンド幅を付加した LPRAMモデル [4]を提

案した．

一方，並列計算機のハードウェア構成を直接に反映した並列計算モデルが提案されてき

た．nCUBE2や CM-5等の商用超並列計算機はメッセージパシング型計算機であり，これ

に適合した並列計算モデルとして，プロセッサ間通信を送信命令と受信命令の組で示した

Send-Recieveモデルがある [5][6]．また J-Machineは，各プロセッサがメッセージ受信に対
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し処理を行うMessage Drivenモデルを用いている [7]．Eickenらは，メッセージ受信に対

して割込みによるハンドラ実行を行うActive Messageモデルを提案した [8]．

近年，多くの商用機が登場し，超並列計算機が一般的に使用されるようになった．そし

て，実用化の時代を迎えた今，特定の計算機に特化しない一般性を持った，並列計算機ア

プリケーションの開発環境が必要とされている．そのためには，並列環境としての OSや

言語のみならず，並列計算モデルの一般性を保持し実際の並列計算機の物理的制約を反映

させることのできる実用的な並列計算モデルが必要とされている．

Cullerらは，実用的な並列計算モデルとして LogPモデルを提案した [9]．これは，複数

の RAM(Random Access Machine)とその間の通信路よりなるもので，物理的制約を反映

した 4パラメータを付加したものである．並列計算モデルの一般性を保持しつつ、実用性

を重視している．しかしながら，LogPモデルに関する詳細な検討は行われておらず，その

実用性については十分には明らかにされていない．そこで，次節で LogPモデルの実際的

側面を詳細に検討する．

2.2 LogPモデル

2.2.1 LogPモデルの概要

LogPモデルは，分散メモリ型並列計算モデルであり，各プロセッサはメッセージ通信に

よりコミュニケーションを行う．LogPモデルは，メッセージ通信を通信遅延 L，通信オー

バヘッド o，通信バンド幅 g，プロセッサ数 Pの 4パラメータで特徴付ける．図 2.1にメッ

セージ通信動作を示す．ここでは LogPQモデルとの混乱を避ける為，L�，o�，g�と表わす．

L� は元プロセッサから先プロセッサへのメッセージ通信における遅延の上限である．o�は

プロセッサがメッセージの送受信処理の為に他命令を実行できない時間である．g�はプロ

セッサが連続してメッセージを送受信できる最少間隔時間であり，プロセッサ当りの通信

バンド幅に対応する．Pはプロセッサ数である．プロセッサは各局所命令を 1単位時間（1

クロック）で実行する．L�，o�，g�パラメータはクロックを単位として表わされる．
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図 2.1: LogPモデルの通信動作

2.2.2 LogPモデルの問題点

Cullerら [9]は，今まで提案されてきたMPC，DCM，LPRAMモデルなどと比べてLogP

モデルの実用性が高いことを指摘している．LogPモデルは，従来の並列計算モデルで不

十分であった並列計算機の通信路の制約を 3つのパラメータ L�，o�，g�に限定し，並列アル

ゴリズム解析に必要なモデルの簡潔さを有している．また，実際の超並列計算機に対する

LogPパラメータの対応性を検討し，いくつかのアルゴリズムの LogPモデル上での検討を

行い LogPモデルの有用性を指摘した．しかし，LogPモデルには実用性の観点からは以下

に示す問題点がある．

（１）バッファ動作

LogPモデルは，複数のメッセージ送受信を行うとき，その命令の不連続実行を前堤と

している．しかし，実際の超並列計算機はバッファを有し，連続実行を実現できるものが

多い．

すなわち，各プロセッサの送受信部分の高度化により実質的なギャップ gの削減を実現す

る．g = oになると，プログラム上は送信命令や受信命令の連続実行が可能となり，アルゴ

リズムのより柔軟なインプリメンテーションが可能になる．これは，計算機ハードウェア

の非同期式演算パイプラインと同様である．パイプライン動作において，各段の間にバッ

ファを関与させることにより，より柔軟にその動作検討が行える．すなわち，通信量が通

信バンド幅に対して小さい場合，送信側プロセッサのプログラムは，他プロセッサが必要

とするデータを作成してからそれを送信するまでの時間間隔に，通信バンド幅を考慮する

必要がない．LogPモデルでは，送信プロセッサのプログラムは，送信するデータを作成
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図 2.2: 繰り返し通信の動作

後，前回の送信から g以上の時間間隔を確保すべく，送信を後送りする必要がある．場合

によっては，プログラムはそのデータを別領域にコピーしたり，もしくはプログラムの各

iterationにおいて使用するデータ領域をインターリーブする必要がある．例えば，図 2.2

は，プロセッサ 1がプロセッサ 2に x1; x2; :::(xi+1 := f(xi))の送信を行う場合を示してい

る．通信バッファを考慮したモデルでは x := f(x)の計算と xの送信とを単純に交互に行

えば良いが，LogPモデルは x := f(x)の計算後，次の送信が可能となるまで待つ必要があ

る．この処理を効率的に行うには，プログラムは待ち時間に何らかの別処理を行う必要が

ある．この別処理の埋め込みは，処理間での独立性の確保を必要とし，プログラムを複雑

にする．実用的モデルにおいて，実際に存在するこの柔軟性の使用は重要と考えられる．

（２）通信集中

一般に，同時に複数のプロセッサがあるプロセッサにメッセージ送信を行うとき，通信

路にボトルネックが生じる．LogPモデルは，この制約を同時に同じプロセッサに到着する

ようなメッセージ送信の禁止で表現するため，nCUBE2等の可能な超並列計算機の非同期

動作をモデル化することが困難である．
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（３）メッセージのデータ長

LogPモデルは，様々なデータ長のメッセージ通信を行う場合に，各データ長毎に L，o

，gパラメータが必要である．従って，モデルのパラメータ数は増加し，通信データ長とモ

デル動作の関係が各データ長のパラメータ間の関係に隠蔽され，不明確になる．このため，

LogPモデルでは並列アルゴリズムの詳細な動作解析が困難になる．

一方，メッセージのデータ長を一定値，たとえば 1ワードと規定し，様々な大きさのデー

タの通信を複数回のメッセージ通信で行う場合，通信のオーバヘッドは主に gにより定ま

る．すなわち，m ワードのデータを通信する場合のオーバヘッドは o� = (m � 1)g + oと

なり，mが大きい場合には gが主に影響する．これは，通信オーバヘッドのデータ長比例

成分を，通信ギャップと独立に表せないことを意味する．文献 [10]における通信では，通

信オーバヘッド o�のデータ長比例成分は，通信路のギャップ gでなく通信インタフェース

のオーバヘッド o である．LogPモデルは，このような通信路の制約を反映することがで

きない．

次節では，これらの問題点を解決するため，通信路の制約にバッファ機能を有するLogPQ

モデルを提案する．

2.3 LogPQモデル

LogPQモデルは，LogPモデルに対して通信路にキューパラメータを追加することで実

用性を向上させたものである．図 2.3に，LogPQモデルを示す．LogPQモデルは，通信路

端に送信キュー（Send Queue）および受信キュー（Recieve Queue），通信路の複数プロ

セッサからの集結点に転送キュー（Transfer Queue）を導入し，各キュー長の上限として

SQ，RQ，TQの 3 パラメータを追加する．図の transfer intervalは通信路のバンド幅を，

transfer latencyおよびmacro capacityは通信の集中がない場合の送受信プロセッサ間の遅

延および通信路容量を示している．

LogPQモデルは，通信路にキューを付加することで，実際の通信ネットワークのバッファ

動作や通信集中の影響を反映することができる．また，通信パラメータを 1ワードメッセー

ジに対して構築することで，通信メッセージサイズの通信遅延に対する影響を反映する．更

に，キューパラメータで与えられる制限による，通信路のバッファ動作の明示的なオーバー

フロー制御により，実用的な通信処理の解析が可能である．
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図 2.3: LogPQモデルの構造

2.4 LogPQモデルの評価

2.4.1 通信路との関係

LogPQモデルは，LogPモデルと同様に，通信路の通信動作に密接に関連している．図

2.4は，LogPQモデルの通信動作を示す．LogPQモデルはワード単位の処理を基本とする．

商用計算機でプロセッサの 1ワード長と通信路の 1ワード長が異なる場合がある．このと

き，物理的な通信ワードの通信動作をパラメータ L0，o0，g0で表わすと，LogPQパラメー

タ L，o，gの値は以下のようになる．

L = L0 + o0 + (r � 1) � g0
o = o0 + (r � 1) � g0
g = r � g0

(2:1)

ただし，rはプロセッサのワード長 wpを通信路のワード長 wcで除したものである．Lは送

信命令開始時から受信可能になるまでの時間，oは通信命令の実行時間，gはデータ送信間

隔を示す．L，o，gの単位はクロックである．LogPQモデルでは，大きな（例えば m ワー

ド）データの通信は，この 1 ワードのメッセージ通信のm回繰り返しで実現される．パラ

メータ Pは，LogPモデルと同じくプロセッサ数を示す．

2.4.2 LogPモデルとの関係

LogPモデルでのmワードのデータ長のメッセージの送信は，LogPQモデルでは図 2.5に

示すようにm回のメッセージ送信で表わすことができる．なお，図 2.5の L，o，gは LogPQ

モデルのパラメータである．LogPモデルのメッセージ通信の開始/終了処理のオーバヘッ
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ドは，図の nである．LogPQモデルは，1ワード通信動作を基本としているため，プログラ

ム側で nのウエイトを付加する．このとき，LogPモデルのパラメータ L�，o�，g�と LogPQ

モデルのパラメータの間には以下の関係がある．

L = L� + o� � g�(m� 1)=m

o = (o� � n)=m

g = g�=m

(2:2)

使用する通信メッセージのデータ長を一定値に固定した場合，メッセージ通信の開始/終了

処理のオーバヘッドは，メッセージの各ワードに分散すると考えると，n = 0となる．

LogPモデルの本質は，通信路を長さ L�，開始レート g�，端点のオーバヘッド o�のパイ

プラインとして扱うところにある．従って通信路の有効利用は，g�ごとに，すなわち時間

的に一様な通信を行う必要がある．一般に，並列アルゴリズムは計算と通信の組合せで行

われる．そして並列アルゴリズムには計算部分が一様でない場合がある．このときの通信
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図 2.6: LogPQモデルの繰り返し通信動作

路状況の表現は，並列アルゴリズムの効率化に重要である．

LogPモデルは，長いメッセージ通信に対して，モジュール内に計算用プロセッサと通信

用プロセッサの 2プロセッサを用いて，計算と通信のオーバラップが可能である．これに

より，通信オーバヘッドはワード当り o�で表わされる．しかし，2プロセッサの存在はモ

デルを複雑にするし，送受信速度は最大 2倍に制約される [9]．

2.4.3 通信パラメータ

パラメータL，o，gは，通信動作を以下のように規定する．LogPQモデルは，L，gをプロ

セッサ間動作に関係するパラメータ，oをプロセッサ単独動作に関係するパラメータとす

る．また，Lは通信路環境のパラメータ，gは通信路状況のパラメータである．

図 2.6は，繰り返し処理の動作に対する L，o，gパラメータの影響を示したものである．プ

ロセッサ P1と P2は繰り返し処理を行っており，各繰り返しにおいて互いにメッセージ通信

を行う．このとき，通信と計算のオーバラップは t1 = t2 + 2Lで最適となる．図の t10，t20

に関しても同様である．また，oは，両プロセッサの相対的な関係に影響を与えない．各

プロセッサのプログラムが通信に要する総時間は，受信待ちがなければ，oに通信量を乗

じたものとなる．最後に，gは，通信路のバンド幅に対応しており，各プロセッサの通信頻

度に影響を与える．

2.4.4 キューパラメータ

パラメータ SQ，TQ，RQは，通信動作を以下のように規定する．

LogPモデルでは，通信路容量は bL�=g�cで，通信路の飽和は大きな負荷に対する遅延
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の急激な増加により起る．一方，LogPQモデルは，通信路容量 bL=gcを通信路の平均負荷
に対するものとし，送受信キューの上限 SQ，RQを負荷の偏差の許容量とする．なお，各

キューの最大長が 1の場合，通信路の飽和動作は LogPモデルに等しい．

通信路の平均負荷が小さい場合，送受信キューの上限 SQ，RQは，連続して送/受信でき

るメッセージ数，例えば mワードの大きさのデータを一度に送/受信したいと考えたとき

のmの上限を示す．またこれは，大きなデータを送/受信する場合の，長時間の通信路占

有などの通信コスト上昇の反映を示す．データ長が SQや RQ以下の場合，プロセッサの

通信オーバヘッドはワード当り o時間であるが，それ以上の場合はワード当り g時間に増

加し，通信コストは割高になる．また，RQは，受信側プロセッサのプログラムにおける

受信の後送りの制限を示す．送受信間隔を偏向させて一時的に送信間隔を受信間隔より小

さくさせることは，プロセッサに待ち時間を生じさせないために良く用いられるテクニッ

クではあるが，これを無制約に行うことはできない．例えば，非常に多くのメッセージを

連続送信したり，受信処理を大きく後送りすることは，通信部分に非常に大きなバッファ

を必要となるため，一般に現実的でない．

LogPQモデルは，多対多の通信の制約を通信キュー長で示している．各プロセッサは，

小数のプロセッサからは多数のメッセージを連続して受信でき，多数のプロセッサからは小

数のメッセージしか連続受信できない．なお，各プロセッサは各時点において，通信キュー

長により通信遅延が定まる．
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図 2.7は，2つのプロセッサが同時に同じプロセッサに 3ワードのデータを連続送信した

場合の通信路の動作を示している．データ長が長くなるほど，通信キューに蓄積されるデー

タ数が増加し，通信キューからの出力に時間を要するようになり，送信されたデータを全

て受信するまでの遅延が増加する．また，データ長が長くなると，通信キューのオーバフ

ローが生じる．

LogPQモデルは，メッセージ（データ長は 1ワードである）の送受信に o時間のオーバ

ヘッドを必要とする．一方，Active Messageモデルは，メッセージ受信に対して割込みハ

ンドラを使用することにより，バッファを除去し，またハンドラが直接受信側のメモリを

アクセスしてそれを送信側にリターンする即時リプライを可能にしている．また，通信用

副プロセッサや DMA等を用いることによる通信と計算の平行実行を行う場合，データ量

に比例するオーバヘッドは発生しない． LogPQモデルは，これらの動作を直接的に表現

することはできない．しかし，LogPQモデルにおいても，この動作をある程度考慮するこ

とができる．

通信部分と計算部分の平行実行は，以下のように考えることができる．送信側プロセッ

サから受信側プロセッサに通信されるメッセージは，当然ながら，送信側プロセッサがあ

る時点で作成し，受信側プロセッサがある時点で使用するものである．もし，受信側プロ

セッサがそのメッセージを使用しないのなら，その通信は本来不必要なもので除去できる．

また，受信側プロセッサがメッセージを他プロセッサへの送信にしか使用しないのならば，

送信側プロセッサが直接それを他プロセッサに送信できるであろう．従って，送信側プロ

セッサが送信の為にデータをレジスタよりメモリにストアする代りにメッセージ送信を行

い，受信側プロセッサが使用する為にデータをメモリよりレジスタにロードする代りにメッ

セージ受信を行うと考えると，通信と計算の平行実行は通信パラメータを o = 1と設定す

ることにより模倣できる．

また，バッファの除去は，キュー長が無制限になったものと考えることができる．

しかし，割込みハンドラからの即時リプライの考慮は困難である．即時リプライを，受

信側プロセッサのプログラム上で実行する場合，プログラムは複雑になり，また即時のリ

ターンは困難になる．

されど，メッセージ（m2）を受信したプロセッサ（P2）の受信ハンドラによる即時リプラ

イは，m2を送信したプロセッサ（P1）がm2を送信する直前に受信した P2からのメッセー

ジ（m1）を P2が送信した時点で，P2 はハンドラが送信するメモリセルの内容を確定して
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なければならず，またその内容はリプライ実行まで保存されてなければならない．この確

実な確定の為に，両プロセッサ動作の同期が必要である．同期処理を含めて考慮すると，ハ

ンドラからの即時リプライは，従来の方法で代替が可能な場合がある．

2.4.5 通信オーバヘッド

図 2.5の通信において，送受信プロセッサの通信オーバヘッドはm � o+n，メッセージの

送信開始からメッセージ全体が受信可能になるまでの時間は L+ (m� 1)g，送信プロセッ

サが送信処理に要する時間はm � gとなる．通信動作は，通信路の物理的制限のみにより規
定される LogPQパラメータおよびオーバヘッド nと，通信データ長mで表わされる．

LogPQモデルはオーバヘッドの送信データ長に比例しない部分を直接には考慮しない．

この部分はプロセッサ間通信に固有なものではなく，通信インターフェース内部の問題で

ある．すなわち，データ送信に必要なオーバヘッドは，送信データ長に比例した部分のみ

であり，それ以外はマルチスレッドやインテリジェントインターフェースの使用により避

けることができる．事実，nCUBE2や CM5等の商用機に比べ，J-Machine等の実験機で

は極力小さくなっている [9]．

2.4.6 通信動作例

図 2.8は，同期通信の様子を示す．同期通信は，通信完了まで送信プロセッサが次の処理を

実行しないものである．LogPパラメータは 1ワード通信を基準としている．LogPQモデル

は，同期動作を明示せず，その影響をLに内包した場合を示している．この場合，図のように，

LogPパラメータに対するLogPQパラメータが得られる．なお，n = 2L�+5o�+m(g��o�)

である．

プロトコル通信は，プロセッサ P1から P2にmワードのデータ通信後，P2から P1に，

そして P1から P2に同期のためのデータ通信を行うプロトコル動作（P1は m ワード通

信完了まで次の動作を実行せず，P2は P1より後に次の動作を実行する）である．図 2.9

は，プロトコル通信におけるパラメータの関係を示す．LogPパラメータは 1ワード通信を

基準としている．LogPQモデルはプロトコル動作をそのまま示している．この場合，図の

ように，LogPパラメータに対する LogPQパラメータが得られる．

以上のように，LogPモデルにおける通信に対して LogPQパラメータを定め，動作がほ

ぼ一致する LogPQモデルを構築することができる．
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2.4.7 受信ハンドラ処理

LogPQモデルでは，受信ハンドラ処理コストに関する検討を LogPモデルよりも詳細な

形で行うことができる．受信ハンドラ処理コストを並列アルゴリズム検討の枠内に含める

程度により，並列アルゴリズム検討の詳細度が定まる．

Active Message モデルは，通信ハンドラをアプリケーション側で指定することにより，

そのアプリケーションの通信動作に最適な受信ハンドラ処理を行うことが可能である．例

えば，あるプロセッサにメッセージ送信する送信元プロセッサが既に明らかならば，その

プロセッサの受信ハンドラ処理において送信元の調査等を省略でき，その処理削減による

通信コスト削減が可能である．同じハンドラ処理をソフトウェアで行う場合，ハードウェ

アで行う場合に比べ処理時間が大きく通信コスト増となる．しかし，ハンドラ処理をハー

ドウェアで行う場合，そのハンドラは様々な通信動作に対応する必要がある．ソフトウェ

アで行う場合，アプリケーションに合せたハンドラ処理により効率的なハンドラ実行が可

能となり，システムを柔軟に設計できる [8]．

本論文では，次に示す 3種類の受信ハンドラ処理について検討する．

（１）単純通信

図 2.11（a）は，複数プロセッサからの受信メッセージをそのまま受信キューに蓄積し，

受信命令で受信キューの先頭から順に受理する単純通信動作を示す．このとき，受信ハン

ドラ処理はアプリケーション側で実行され，ハンドラ処理コストはアプリケーション実行

時間に包含される．

すなわち，乱雑な通信に対してはそのハンドラ処理は複雑になり，その処理をプログラ

ムで明示的に行うことにより大きなコストが課される．単純な通信に対しては，ハンドラ

処理のコストは小さい．なお，L，o，gパラメータにはハンドラ処理コストは付加されない

為，各パラメータは小さな値になる．

（２）送信元プロセッサ指定

図 2.11（b）は，受信命令で受信メッセージの送信元プロセッサ指定を行う場合の動作を

示す．これは，（単純な）受信ハンドラ処理をハードウェア（または通信インターフェース

部）が行ない，そのコストを L，o，gパラメータ内に付加したものである．このとき，多種

類の通信を受信する場合の受信ハンドラ処理コストの増加を考慮できないが，より単純に
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図 2.10: LogPQモデルの RQ制限

並列アルゴリズムを検討できる．

乱雑な通信の場合，そのハンドラ処理コストは大きく，L，o，gパラメータは大きな値にな

る．そのようなパラメータ値を基準として実用アルゴリズムの検討を行うことは不合理な

場合がある．例えば，プロセッサ数が非常に多い場合，受信メッセージの送信元プロセッサ

指定による検索は，大きなハードウェア使用を伴わない限り通信コストが大きくなる．実

用性を考慮すると，通信の乱雑さに制限があることを前堤とした L，o，gパラメータ，すな

わち削減されたパラメータ値を用い，その条件下で実用アルゴリズムの検討を行うことが

実用上適当である．

なお，受信キュー長の上限 SQは受信メッセージの総数の上限である．SQが各送信元プ

ロセッサ毎のメッセージ数制限の場合，プロセッサ数が多いと各プロセッサの受信キュー

総量も比例して大きくなり，必要なハードウェア資源が多大になることから現実的でない．

（３）タグ指定

・タグ指定の受信動作

タグ指定受信命令の使用により，比較的高度な通信インタフェース部を持つ超並列計算

機における，並列アルゴリズムの検討が可能である．

図 2.11（c）は，送信元プロセッサ指定の受信命令で，受理するメッセージとして受信
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図 2.11: LogPQモデルの受信部

キュー先頭のみでなく，その（受信キュー先頭からの相対的）データ位置をタグとして指

定する場合の動作を示す．

これは，受信メッセージに一種の暗黙的なタグ名を与えた場合に相当する．すなわち，各

プロセッサ間通信は，プログラム開始から何番目の通信データであるかを絶対番地とし，受

信命令により受理した（そしてキューより除かれた）データ数との相対値を受信命令にお

いて指定する．これは，送受信プロセッサ間の送受信データ順序の入れ換えを受信ハンド

ラ処理に含めたものであり，最も単純なタグ付きメッセージ通信形態である．

受信命令として，recieve命令と read命令を用意する．recieve命令は通常の受信命令で

あり，受理するデータを受信キューより除去する．read命令は，受理するデータをそのま

ま受信キューに保持する．このとき，受信キューはバッファとしての性格が明確になり，受

信キュー長制限の意味が明確になる．

図 2.10は，タグ指定受信に対する受信キュー長制限動作を示したものである．図 2.10（1）
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は，受信キュー長が無制限の場合を示す．このとき，recieve命令の実行は必要ない．受信

キューは ROM（リードオンリメモリ）となり，タグ値は ROMアドレスを示す．図 2.10

（2）は，受信キュー長に制限 RQを付加した場合を示す．RQは，受信キューに到達した

データと除去されたデータの差，すなわち図のWindow幅の上限として表わされる．この

制限を満す為に適切な recieve命令実行が必要となる．

すなわち，受信キュー長制限がない場合，recieve命令の実行は必要ない．このとき，受

信キューはROM（リードオンリメモリ）となり，タグ値はROMアドレスを示すものとし

て扱われる．そして RQは，受信キューに到達したデータと recieve命令により除去された

データの間に設定される窓幅の上限として表わされる．アプリケーションは，この上限を

越えないように，recieve命令の実行と，送信元プロセッサとのコミュニケーションを必要

とする．

・メモリキャッシュ動作の対応

タグ指定の通信動作は，遂次計算機におけるメモリキャッシュ動作との対応付けが可能

である．これにより，より詳細な実用アルゴリズム検討が可能である．

現実の計算機において，パラメータ L，gは，ハードウェアの制約により削減には限界が

ある．一方，パラメータ oは，通信経路の影響が含まれないことから，その削減は比較的

容易である．そして o = 1の場合，メッセージ受信は通常の命令と同時間（1クロック）で

実行され，受信キューはプログラム上テンポラリな高速バッファとしての役割を果す．す

なわち，遂次計算機におけるメモリキャッシュと同様の動作が含まれる．

遂次計算機において，メモリキャッシュの動作をもアプリケーションが指示する詳細な

動作検討，これはハードウェアで自動的にメモリキャッシュ操作を行う場合に比べて不要

な実メモリライトが行われず高速であるが，このような厳密な高速性の追求が考えられる．

タグ付きメッセージ受信は，これを超並列計算機へ拡張したものである．

各プロセッサは，局所メモリアクセスに数クロックを必要とし，局所メモリのリード結

果を受信キューに保持できるとする．すると，局所メモリアクセスは他プロセッサへの送

受信と同様になる．更に，受信キューの自プロセッサ部のみはライト可能とすると，この

部分はメモリキャッシュに直接に相当する．

一般的に，遂次計算機はメモリキャッシュ処理をハードウェアで自動実行している．並

列計算機においてこれに対応するのは仮想共有メモリにおけるメモリキャッシュ処理であ

る．しかし，仮想共有メモリ処理は複雑であり，多プロセッサの並列計算機においてはそ
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のコストは大きい．多数のプロセッサを有する超並列計算機のコストを考慮すると，ソフ

トウェアによるキャッシュ動作実行は不要なメモリアクセス動作がなく必要なハードウェ

ア性能が小さい．

2.4.8 LogGPモデルとの比較

現在，さまざまな実用並列計算モデルが提案されている．LogPモデルを拡張したものに，

Alexandovの提案した LogGPモデル [11] がある．LogGPモデルは，2つの通信ギャップ

パラメータを用いることで，サイズの小さいメッセージとともにサイズの大きいメッセー

ジの通信に対応する．すなわち LogGPモデルは，LogPモデルと同じレイテンシ L0，オー

バヘッド o0，プロセッサ数 P 0に加え，メッセージ間のギャップ g0とメッセージのバイト当

たりのギャップ G0を用いた 5パラメータで表される．メッセージサイズが mバイトの場

合，二つのメッセージ間の最小送受信間隔は g0 + (m � 1)G0となり，通信遅延も同様に増

加する．

キューパラメータ SQ，RQ，TQが十分な大きさの場合の LogPQモデルは，LogGPモ

デルに類似する．LogPQモデルのパラメータL，g，P，nは，LogGPモデルのパラメータ

L0 + o0，G0，P 0，o0にそれぞれ等しい．両モデルの違いは，LogPQモデルはギャップの固

定成分 g0を考慮できず，LogGPモデルはオーバヘッドの比例成分 oを考慮できないことで

ある．すなわち，サイズの大きいメッセージの通信において，LogPQモデルはパケット通

信を用いる場合に，LogGPモデルは DMA等によるバースト通信を用いる場合に適する．

Alexandovらは，LogGPモデルの有用性に関する理論的検討を行うとともに，LogGPモ

デルの実用性を並列計算機 CS-2を用いて実証した [11]．LogGPモデルの有用性のほとん

どは，上記の両モデルの類似性により LogPQモデルでも成り立つ．一方，LogPQモデル

は，Single Node Scatter問題に対する Binomial Treeアルゴリズム [11]の通信手法の効率

性を表現できない．しかし，Binomial Treeアルゴリズムの手法は並列計算機全体の通信量

のネットを増大させるため，一般性に議論の余地があり，また複数プロセッサ間の all-to-all

通信に拡張することができない．したがって，LogPQモデルにおいて，この問題の重要性

は低いと考えられる．
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2.5 むすび

本章では，Cullerらの提案した並列計算モデル LogPに対し，実用的側面から詳細な検

討を行い，並列アルゴリズムを記述するには不十分な点のあることを示した．すなわち，

LogP モデルは，実際の通信ネットワークのバッファ動作や通信集中の影響や，通信メッ

セージサイズの通信遅延に対する影響を反映することができない．

そこで，LogPモデルにおける通信路をキュー（Queue）の結合で表す新しい実用並列計

算モデル LogPQを提案した．LogPQモデルは，通信路にキューを付加することで，実際

の通信ネットワークのバッファ動作や通信集中の影響を反映することができる．また，通

信パラメータを 1ワードメッセージに対して構築することで，通信メッセージサイズの通

信遅延に対する影響を反映できる．更に，キューパラメータで与えられる制限による，通

信路のバッファ動作の明示的なオーバーフロー制御により，実用的な通信処理の解析が可

能である．

また，計算機アーキテクチャの観点からLogPQモデルの構造に関する検討を行い，LogPQ

モデルにより並列計算機上での並列アルゴリズムの詳細な検討が可能であることを明らかに

した．先ず，LogPQモデルと計算機ネットワークの通信路の関係を示した．次に，LogPQ

モデルと LogPモデルの関係を示した．また，LogPQモデルの通信パラメータやキューパ

ラメータの通信動作に与える影響を示した．更に，LogPQモデルと通信システムの受信ハ

ンドラ処理の関係を示した．最後に，LogPQモデルと LogGPモデルの関係を示した．
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第 3章

LogPQモデルによる並列アルゴリズムの

解析

3.1 LogPQモデルの実用性

本章では，さまざまな並列アルゴリズムを実際の並列計算機やエミュレータで実行する

ことにより，実用並列計算モデル LogPQの有用性や実用性に対する実験的評価を行う．

先ず，変形 CGアルゴリズムの LPRAMモデル上での実験的評価により，同期処理や通

信遅延が並列アルゴリズムの実行時間に大きな影響を与えることを示す．また，並列多倍

長GCDアルゴリズムの LogPQモデル上での実験的評価により，並列計算機の通信性能の

各成分がどのように並列アルゴリズムの性能に影響を与えるかを示し，LogPQモデルが効

率的な並列アルゴリズム構築に対し有用であることを明らかにする．更に，並列行列乗算

アルゴリズムの並列計算機CM5上での実験的評価により，通信にバッファを用いることに

よりアルゴリズムの通信遅延をより隠蔽でき，並列アルゴリズムの効率を LogPQモデル

を用いて検討できること，従来の LogP モデルより LogPQモデルが実用性が高いことを

示す．最後に，結論を述べる．

3.2 並列整数GCDアルゴリズム

最大公約数 (GCD)を求めるアルゴリズムは，数千年前の Euclid法以来，様々な変形が

提案されてきた．Euclid法は，剰余演算を繰り返すことにより GCDを求める．これに対
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し，除算をシフトで置き換えたバイナリアルゴリズムは，n ビットで表現される 2整数 a; b

の一方が偶数なら奇数になるまで 1=2 し，両方奇数になると，a > b になるよう交換後，

a = a� bする．以上を a = 0になるまで繰り返す．この改良として Brent-Kung(BK)アル

ゴリズム [12]がある．BKアルゴリズムは，a; bの大小比較を除いたもので，一回の処理に

O(n)時間を必要とし，O(n)回繰り返すために，全体の実行時間 O(n2)になる．

Chor-Golereich(CG)アルゴリズム [13]は，BKアルゴリズムをビット単位で並列化した

もので，n1+"プロセッサを用いて O(n= log n) 時間で実行することが知られている．

このアルゴリズムは現在最も速い並列アルゴリズムの一つであり，実用上重要である．し

かし，理論的なモデルである PRAMモデル上で検討されているため，実際の計算機におけ

る実用性を十分示しているとは云えない．PRAMモデルは共有メモリ同期型並列計算モデ

ルであり，通信コスト等の物理的制約を全く考慮していない．他方，実用性を考慮したモデ

ルとして，共有メモリを除いた DCM モデル [3]，共有メモリをブロック分割しブロック内

同時アクセスを禁止したMPCモデル [2]，共有メモリアクセスに遅延を付加した LPRAM

モデル [4]などが存在する．LPRAMモデルは，通信コストの影響を最も直接的な簡潔な形

で示しており，一般の超並列計算機に対応することができる．

本節では，CGアルゴリズムの実用上の有効性を詳細に検討するために，LPRAMエミュ

レータを開発し，通信遅延の影響について検討する．

先ず，CG アルゴリズムとその実装について説明する．次に，LPRAMモデルのエミュ

レータを用いて，CGアルゴリズムの性能評価を行う．最後に，結論を述べる．

3.2.1 並列GCDアルゴリズム

3.2.1.1 CGアルゴリズム

並列GCDアルゴリズムであるCGアルゴリズムは，BKアルゴリズムに対し基本演算の

並列化，予備計算およびデータ並列といった並列化法を取り入れている．基本演算では，加

算乗算等の並列化を行い，加算をO(1)時間，乗算をO(log n)時間で実行する．また，テー

ブル参照は 2m個のエントリ (アドレスmビット)のテーブル参照をm2mプロセッサを用い

て O(1)時間で実行する．予備計算では，始めに kビット乗算テーブルおよび，BKアルゴ

リズムの保存変換の k回分をパックした k変換テーブルを作成し使用する．データ並列で

は，テーブル作成において各エントリを並列計算する．

BKアルゴリズムの保存変換は線型変換である．そして，BK保存変換の k変換は以下の

25



||||||||||||||||||||||||{
1. � := 0

2. 以下の保存変換を a = 0 or b = 0になるまで実行する．

・ a : odd; b : even時

・ � > 0の場合

gcd(a; b) := gcd(a; b=2); � := � � 1

・ � = 0の場合

gcd(a; b) := gcd(b=2; a); � := � + 1

・ a : even; b : odd時

gcd(a; b) := gcd(a=2; b); � := � + 1

　・a; b : odd時

・ (b+ a)=2 : evenの場合

gcd(a; b) := gcd(a; (b+ a)=2)

・ (b� a)=2 : evenの場合

gcd(a; b) := gcd(a; (b� a)=2)

3.GCD:=jaj or jbj
||||||||||||||||||||||||{

図 3.1: 変形 Chor-Goldreichアルゴリズム

式で表わされる．ここで，�2k � c; d; e; f � 2k; � = 1or � 1;�k � g � kとしている．な

お，� = �� �．ただし，�; �は a; bのビット長の上限である．

[a; b] = 2�k[a; b]

2
64 c d

e f

3
75

� = � � � + g

(3:1)

ここで k変換テーブルのエントリは，2進数で表わされた a; bの (k+1)LSBおよび�のチェ

イン (符号，j�j � kかどうかのフラグ，j�j � kの場合の絶対値)で示され，エントリ数は

22k+2(4k+4) である．加減算はChandraアルゴリズム [14]の使用により，乗算は乗算テー

ブルの使用により，2�k乗算は右シフトにより各々O(1)時間で実行され，その合成である k

変換は O(1)時間で実行されるため，GCD変換全体の実行時間は O(n=k)である．使用プ

ロセッサ数は n22k+1である．予備計算は，k323k+6プロセッサを使用してO(log k)時間で実

行される．k = " log n=2とすると，予備計算も含めた実行時間は，n1+"プロセッサを使用

して，O(n= log n)である．なお，CGアルゴリズムはビット処理を基準としており，aが
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奇数である条件が必要である．

3.2.1.2 CGアルゴリズムの変形

CGアルゴリズムの変形を行う．変形 CGアルゴリズムは，図 3.1のように BK保存変換

の実行順序を変更するとともに，k変換テーブルのエントリ数を削減し，使用プロセッサ数

を削減したものである．図における� = � � �である．CGアルゴリズムにおける�を除去

している．また，� � 0である．�をチェイン (符号，� < kかのフラグ，� < kの場合の絶対

値)で表わし，テーブルエントリを 0 � � � kの場合のみと，エントリのビット長を 2ビッ

ト減らし，テーブルアクセスに必要なプロセッサ数を 1=4にすることができる．また，エ

ントリ数も 0 � � � kの場合のみになるために 1=4に削減できる．一方，保存変換後の比

較は，BKアルゴリズムは bのみ行えば良かったが変形 CGアルゴリズムでは aの比較も

必要となる．従って，比較時に必要なプロセッサ数は倍になるが，これは他部分での使用

プロセッサ数に比べて小さく，アルゴリズム全体に影響を与えない．なお，変形 CGアル

ゴリズムは，aまたは bが奇数である条件が必要である．

3.2.1.3 インプリメント

文献 [13] は CRCW(Concurrent Read Concurrent Write) と CREW(Concurrent Read

Exclusive Write)のアルゴリズムを示しているが，本論文では CRCWのインプリメントを

行った．実際の超並列計算機では CRCWアクセスは困難であるが，この影響は LPRAM

の通信遅延で考慮できる．

インプリメントにあたり，加算部分を変更した．Chor-Goldreichは，Chandra の考案し

たほぼ線型数プロセッサO(1)時間アルゴリズム [14]を採用しているが，本論文では，[14]

で一般的な形で示されている n3プロセッサ O(1) 時間アルゴリズムを使用した．これは，

Chandraアルゴリズムが複雑になること，および実行ステップ数が多い為である．Chandra

アルゴリズムは，各プロセッサに別々の動作をさせる必要がある．つまり，n に依存する

多数の条件分岐が必要である．従って，CM-5などの超並列計算機に採用されている Single

Program Multiple Data stream(SPMD)モデル [15]では O(1)処理時間の実現が困難にな

る．後者のアルゴリズムは，条件分岐が少なく (2通りの動作)，4ステップで処理を実行で

きる．

また，実用性を重視したインプリメントを行った．たとえば，ab + cdの計算において，
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時間複雑さ等の理論的議論ならば，乗算に�1個のプロセッサ，加算に�2個のプロセッサを

用いる時には，必要なプロセッサ数はmax(�1; �2)となる．実用性を考えると abと cdは同

時に計算できるため，必要なプロセッサ数はmax(2�1; �2)となる．ただし，a = a � c+ b � e
と� = � + gといった別々の計算は同時には行わない．

詳細な動作解析を行うため，変形 CGアルゴリズムを kビット乗算テーブルの作成，k変

換テーブル作成，GCD処理として k変換実行の 3つの部分に分けてインプリメントした．

3.2.2 エミュレータを用いた性能評価

並列計算モデルのエミュレータを開発し，エミュレータ上で並列アルゴリズムを動作さ

せることにより，オーダレベルでなく実際の実行時間に即した並列アルゴリズムの詳細な

動作解析を行うことができる．

3.2.2.1 LPRAMモデル

変形CGアルゴリズムの詳細な動作解析を行うために LPRAMエミュレータを開発した．

超並列マシンのエミュレータは，複雑なアルゴリズムをインプリメントできなければなら

ない．特に，超並列マシンの場合は，各プロセッサが別々のプログラムを実行するMIMD

処理は現実的でない．また，CM-5のように SPMDを採用した商用並列計算機が実在して

いることを考えると，SPMDタイプのエミュレータが望ましい．次に，エミュレータが実

行する機械語は，一般のプロセッサに共通した命令セットであることが必要である．アセ

ンブラレベルでは複雑なプログラミングは困難なことから高級言語が必要である．アルゴ

リズムの詳細な動作解析をするエミュレータは，入出力や初期設定を除いたアルゴリズム

本体の実行時間をステップ単位で詳細に測定できなければならない．

H�am�al�ainen等 [16][17]は，PRAMモデルに基づいたエミュレータを開発した．PRAMエ

ミュレータは，Modula2ライクな高級言語のコンパイラ，基本命令のみを有する機械語の

アセンブラ，アセンブルした機械語を実行するエミュレータにより構成されている．PRAM

エミュレータの高級言語は，プロセッサ間の共有変数と局所変数が使用できる． 我々は，

この PRAM エミュレータを基に，共有メモリのアクセスに lクロックを要する LPRAMエ

ミュレータを開発した．
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3.2.2.2 性能評価

変形 CGアルゴリズムに対して，(1)局所変数を共有メモリ上に置き共有メモリのアク

セスによりプロセッサ間の同期を取る通信同期を行う場合 (Common access,synchronize)，

(2)局所変数を局所メモリ上に置き通信同期を行う場合 (Localaccess,synchronize)，(3)局所

変数を局所メモリ上に置き nop命令による同期を行う場合 (Local access,nop-synchronize)

について比較検討を行った．

図 3.2(a)は，kビット乗算テーブル作成部分の実行時間である．横軸は共有メモリアク

セスのレイテンシを示す．(1)(2)(3)の順に共有メモリのアクセス頻度が大きくなるが，そ

の影響がはっきり表われている．すなわち，共有メモリの通信遅延の影響は大きいが，局

所変数を局所メモリに割当てるとその影響はかなり小さくなる．また，同期処理には多く

の通信を要し，通信遅延の影響を大きく受けていることが分かる．

図 3.2(b)は，k変換テーブル作成部分の実行時間である．通信遅延の影響は kビット乗算

テーブル作成部分と同様の振舞を示す．なお，k = 2の場合は，使用プロセッサ数が多い

ことから通信同期による遅延の影響は大きくなっている．

図 3.2(c)は，60; 99の 2整数が入力された場合のGCD処理部分の実行時間である．この

実行時間は BK保存変換の繰り返し数 lに比例し，lは入力のビット長 nに対し O(n= log n)

である [13]が，本入力では l = 12 となる．通信遅延の影響は図 3(a)と同様である．使用

プロセッサ数が多いことから通信同期による遅延の影響が大きくなっている．

この入力において，k = 2は k = 1に比べて GCD処理部分の実行時間は半減するが k

ビット乗算テーブル作成部分の実行時間は増加し，変形 CGアルゴリズム全体の実行時間

はほぼ一致している．lが小さいときには，k増加による GCD処理部分の実行時間減少よ

りも kビット乗算テーブル作成部分の実行時間増加のほうが大きく，アルゴリズム全体の

実行時間は増加する．今回の場合，k = 2にする意味があるのは lが 12程度以上のときで

ある．lが 4倍になるごとに kを倍にすると実行時間は最適になるものと見込まれる．しか

し，kを増すことにより使用プロセッサ数が膨大なものになるために実行時間は制約され

る．例えば n = 32; k = 2の場合，使用プロセッサ数は 105程度となる．

変形 CGアルゴリズム処理時間は，lが小さい場合でも同期処理の実行時間に対する影響

が大きい．すなわち，変形 CG アルゴリズムは小粒度 (�ne grain)の並列性を用いている

ために同期を頻繁に必要とすることから，通信コストが低い場合においても同期のオーバ

ヘッドは無視できない．
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図 3.2: LPRAMモデル上での変形 Chor-Goldreichアルゴリズムの処理時間
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また，変形 CGアルゴリズムは共有変数のアクセスが多く，共有メモリの通信遅延の影

響は大きい．しかし，局所変数を共有メモリから局所メモリに割当てることにより通信遅

延の影響はある程度削減できることが明らかになった．

変形 CGアルゴリズムは，同期型で通信遅延の小さい並列計算機においてはある程度実

用性を確保できる可能性があるが，非同期型では遅延の影響が大きく実用上の問題となる

ことを確認した．

3.2.3 まとめ

変形 CGアルゴリズムの LPRAMモデルの並列マシン上での動作解析を行った．その結

果，変形 CGアルゴリズムに対して同期処理や通信遅延が実行時間に大きな影響を与える

ことや局所変数の割当て方法により処理時間を改善できることが明らかになった．

3.3 並列多倍長GCDアルゴリズム

拡張 Signed Digit表記を用いた多倍長整数演算による，整数 GCD並列アルゴリズムに

ついて提案する．また，並列計算機エミュレータを開発し，実際の並列計算機を対象とし

た GCD並列アルゴリズムの性能評価を行う．

先ず，並列多倍長 GCDアルゴリズムを示す．次に，並列計算機における各プロセッサ

の同期方法について議論する．次に，LogP モデルのエミュレータを用いて，並列多倍長

GCDアルゴリズムの性能評価を行う．最後に，結論を述べる．

3.3.1 並列多倍長GCDアルゴリズム

3.3.1.1 GCDアルゴリズム

図 3.3に実用性の高い逐次アルゴリズムである Brent-Kung(BK)アルゴリズム [12]を示

す．入力を nビットの 2整数 A，Bとする．但し，Aは奇数とする．BKアルゴリズムは，

a，bの奇偶比較により，gcd(a; b) = gcd(A;B)の関係を保ちながら a，bの変換を行う．この

変換を保存変換と言い，O(n)回繰り返し GCDを求める．
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|||||||||||||||||||||||||{
f INPUT A，B : A is odd，B 6= 0，jAj，jBj � 2n g

a := A，b := B，� := 0 f � := n，� := n g

while b 6= 0

　　 f a is odd，jaj � 2�，jbj � 2�，� = �� � g

while b is even

　　 b := b=2，� := � + 1 f � := � � 1 g

if � > 0

　　 swap(a; b)，� := �� f swap(�; �) g

if (b+ a)=2 is even

　　 b := (b+ a)=2

else

　　 b := (b� a)=2

GCD:=jaj
|||||||||||||||||||||||||{

図 3.3: Brent-Kungアルゴリズム

3.3.1.2 拡張 SD法を用いた冗長表記

多ビットの整数計算を通常の計算機で行う方法に，固定ビット長のワードを複数用いた

多倍長整数による多倍長計算がある．p個のプロセッサよりなる並列計算機では，多倍長

整数 a =
Pp�1

i=0 aid
iの各ワード aiをプロセッサ Piに割り当て並列実行することにより処理

の高速化が可能である．Piは Pi�1からの通信により動作を開始し Pi+1に通信を送る．キャ

リー処理は隣接プロセッサとの通信で行う．各プロセッサはプロセッサ P0から Pp�1に向け

て線型に同期して動作する．

並列多倍長演算は，バイナリ表記ではキャリー伝搬による通信遅延の影響が大きい．a0

に対する処理の結果が ap�1に影響するため，キャリー処理の通信遅延の影響が p� 1倍さ

れて演算を遅延させる．これに対し，各ワードに冗長性を付加することによりキャリー伝

搬が除去される．

冗長表記である carry save法 [18]は，2つの多倍長整数 a =
Pp�1

i=0 aid
i，b =

Pp�1
i=0 bid

iの

和 s =
Pp�1

i=0 sid
iが，0 � ai，bi < 2d としたときに si = wi + ci�1(wi = (ai + bi) mod d

，ci = (ai + bi) div d) で求まる．しかし，carry save法は負数を 2の補数で表現した場合

に，等号比較を効率よく実行できない制限がある．
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一方 Signed Digit表記 [19]は，d � 3の場合，�d < ai，bi < dとしたときに si = wi+ci�1

で求まる．但し，zi = ai + biとして，zi � �d + 1 では wi = zi + d，ci = �1，また
�d+1 < zi < d�1ではwi = zi，ci = 0，zi � d� 1では wi = zi�d，ci = 1である．Signed

Digit表記は等号比較が容易である．a = 0かどうかは，すべての ai = 0かどうかで判別で

きる．しかし，複数の演算を実行する場合，Signed Digit表記は複数回のキャリー処理を

必要とする．

そこで，Signed Digit表記を拡張し，キャリー処理順序を変え，キャリー処理の回数を

削減する拡張 SD法を提案する．拡張 SD法による多倍長整数は，

a =
p�1X
i=0

ai2
il，h > l，� 2h�1 � ai < 2h�1 (3:2)

上式のように冗長性を増やすことにより，一回のキャリー処理後に複数の演算を実行でき

る．例えば積和演算は，(1)ai，biの上位 h� lビットを冗長部 nai，nbiとして抜き取る，(2)ai

，biに下位ワードの冗長部 nai�1
，nbi�1

を加える，(3)ai，biの積和を計算する，の 3 段階で行

う．また，正負反転 a = �aは，上記 (1)(2)に加え，(3')ai = �aiを行う．正負反転を 2度

実行すると，a = 0ならば ai = 0となり，等号比較できる．

3.3.1.3 並列多倍長GCDアルゴリズム

拡張 SD法による多倍長計算を用いて BKアルゴリズムを行う．並列多倍長 GCDアル

ゴリズムでは，多倍長整数 a，bの各ワード ai，biをプロセッサ Pi に割り当てる．

BKアルゴリズムは，a，bの下位 2ビットの値により保存変換を決定する．多倍長整数

の保存変換は a0，b0にのみ依存する．従って，プロセッサ P0 は通信の必要なく保存変換を

算出できる．P0は保存変換を各プロセッサ Piに伝達し，Piは ai，biに対し保存変換を実行

する．

保存変換は，a，bに対する積和演算と 1ビット右シフトよりなる．多倍長整数を用いた

場合，ai，biは ai+1，bi+1，ai�1，bi�1とのキャリー処理が必要である．従って，Piは Pi+1，Pi�1

と双方向の通信を行う必要がある．もし P0での保存変換算出時間が，P1に対する双方向の

通信時間より小さい場合，P0に待ち時間が生じる．この通信遅延を隠蔽するため，保存変

換 k回毎にキャリー処理を削減する手法として k変換を行う．

k回の保存変換の合成である k変換は，k + 2ビット符号付き整数 c，d，e，fにより，次式
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で表される [13]．
�
a b

�
:=

1

2k

�
a b

� 264 c d

e f

3
75 (3:3)

k変換を ai，biに対して実行することにより，キャリー処理は保存変換 k回をまとめた形で

行われる．

並列多倍長GCDアルゴリズムは，k変換と正負反転の合成を保存変換行列 Y =

2
64 c d

e f

3
75

として，この保存変換を実行する．b = 0の場合，Y =

2
64 �2k 0

0 �1

3
75となり，bに対して正

負反転および右シフトとなる．この 2回の実行により Zp�1は真となる．なお，Zjは bi = 0

(0 � i � j)を示す変数である．

図 3.4に，p個のプロセッサで実行される並列多倍長 GCD アルゴリズムの概要を示す．

P0は，先ず a0，b0より保存変換行列 Yを算出し保存変換を実行する．次に保存変換行列 Y，

変数 Z0，保存変換実行で発生した上キャリー na0，nb0を P1に送信する．最後に変数 Z0を算

出する．なお，P1からの下キャリー ra1，rb1の処理は，通信遅延の隠蔽のため，次回の保存

変換行列算出後に行う．Pj (0 < j � p� 1) は，先ず Pj�1から保存変換行列 Yと変数 Zj�1

を受信し，対応するものを Pj+1に送信する．次に ai，biに対し保存変換を実行する．なお，

Pp�1は，更に b = 0 (Zp�1)を調べる．以上の処理を保存変換ステップとよぶ．保存変換ス

テップを，b = 0が確認されるまで繰り返す．これを保存変換フェーズとよぶ．最後に aを

バイナリ表記に変換し，その絶対値が GCDとなる．これを終了処理フェーズとよぶ．

保存変換実行の詳細を示す．各プロセッサ Pi(i > 0) は，先ず ai，bi の冗長部を上キャ

リー nai，nbiとして Pi+1に送出し，Pi�1より得たキャリー nai�1
，nbi�1

を加算する．次に積和

演算と右シフトを行う．最後に下キャリー rai，rbiを Pi�1 に送出し，Pi+1より得たキャリー

rai+1
，rbi+1

を加算する．また，変数 Zj = Zj�1 ^ (bi = 0)である．

保存変換ステップにおいて，Pi(i > 0)の処理時間が P0の処理時間より小さい場合，Pi

(i > 0)に待ち時間が生じる．そこで実際には，Pi (0 < i < p� 1)には sワード，Pp�1には

s+ 1ワードと，複数のワードを配置する．以下では，sをワード複合数とよぶ．

3.3.1.4 実行遅延時間

実行時間の遅延部分は，保存変換フェーズでのキャリー処理で生じる遅延時間と，保存

変換フェーズで b = 0になってからそれを Pp�1で検出するまでの遅延時間 (Zi伝搬遅延時
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P1P2 P0
a(p-1)
b(p-1)

P(p-1)
a2
b2

a1
b1

a0
b0

Processor

Assigned word

|||||||||||||||||||||||||{
(a) 各プロセッサ Piにワード ai，biを配置

(b) P0は，保存変換行列 Yを算出し，保存変換を実行

(c) 各 Pi (i > 0)は，Pi�1から Yと Zi�1を受け取り，Pi+1

に Yと Ziを送信する

(d)各 Pi (i > 0)は，Pi�1から符号付き整数 nai�1，nbi�1

を受け取り，下記を実行

1. nai = (aiの左 h� lビット)，nbi = (biの左 h� lビット)

2. ai = (符号付き整数 nai�1
) + (aiの右 lビット)

bi = (符号付き整数 nbi�1
) + (biの右 lビット)

3. [ai bi] = [ai bi] � Y

(e) 各 Pi (i > 0)は，Pi+1から符号付き整数 rai+1
，rbi+1

を受け取り，下記を実行

1. rai = (aiの右 kビット)，rbi = (biの右 kビット)

2. ai = (aiを kビット右シフト)

　　　+(rai+1
を l � kビット左シフト)

bi = (biを kビット右シフト)

　　　+(rbi+1
を l � kビット左シフト)

(f) Zp�1が真 (全 bi = 0)になるまで (b)～(e)を繰り返す

(g) aをバイナリ表記に変換しその絶対値を求める
|||||||||||||||||||||||||{

図 3.4: 並列多倍長演算 GCDアルゴリズムの概要
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間)と終了処理フェーズの実行時間の両時間の和の，二種類に分けられる．前者は保存変換

の実行回数に比例するので定率遅延，後者は一定なので定量遅延とよぶ．

バイナリ表記では保存変換ステップが終了するまで na，nb，Ziを得られないが，拡張 SD

法では保存変換ステップ開始時に得られる．従って，Ziの P0から Pp�1への伝搬時間は，保

存変換ステップの実行時間の p� 1倍の時間だけ減少する．

3.3.2 並列多倍長GCDアルゴリズムの同期方法

3.3.2.1 線型同期

3.3.1節では，各プロセッサは P0から Pp�1に向けて線型に同期して動作する．各プロセッ

サ Piはプロセッサ Pi+1，Pi�1としか通信処理を行わないため，通信処理が簡潔になり，保

存変換ステップにおいて通信処理に要する時間が小さい．しかし，保存変換行列 Yの全プ

ロセッサへの伝達や，各プロセッサの状態 (bi = 0)の論理積算出が逐次的に行われること

から，定量遅延時間はプロセッサ数に比例する．使用するプロセッサ数が多い場合，この

実行時間に与える影響は無視できない．

3.3.2.2 木状同期

拡張 SD法はキャリー伝搬がないため，線型同期で動作する必要はない．そこで，図 3.5(a)

に示すように，プロセッサ Piは，プロセッサ Pi+1，Pi�1とのキャリー処理と非同期に，保

存変換行列 Yの伝達と各 (bi = 0)の論理積算出を行う．木状同期により，プロセッサ間の

伝達遅延を少なくし，定量遅延時間を削減できる．

木状同期動作において，プロセッサ Piは，保存変換行列 Yと変数 Ziを上方向のプロセッ

サ Pp�1～Pi+1のいずれかに送信する．一方，下方向への通信は Pi�1に対するキャリー通信

のみである．Pjから Pi (i > j + 1)への通信は Piの動作を待つことなく i� j回実行され得

るため，Piの通信受信部のバッファ長は通信 1回の場合の i� j倍を必要とする．

3.3.2.3 双方向通信による木状同期

木状同期では，プロセッサ Piの上方向の通信は，最遠で Pi+dp=2eに送信される．よって，

受信バッファ長は，上方向の通信メッセージ長の dp=2e倍を必要とする．この軽減のため
に，上方向のプロセッサ Pp�1～Pi+2への通信に対し逆方向の通信を付加する．
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図 3.5: 並列多倍長GCDアルゴリズムの木状同期動作
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図 3.5(b)に，この双方向木状同期の動作を示す．受信バッファ長は上方向の通信メッセー

ジ長の 2倍となる．木状同期は線型同期に比べ通信動作が複雑なので，一般には通信によ

る遅延が増加する．しかし通信遅延がある程度以下なら，1保存変換ステップの実行時間

内に逆方向通信がリターンされ，遅延時間は増加しない．

3.3.2.4 並列計算機のネットワークとの対応

並列多倍長GCDアルゴリズムは，並列計算機に通常用いられるネットワークトポロジー

上に配置できる．線形同期の場合，アルゴリズムの各 Pi (0 � i < p)をリング状に配置す

れば，すべての通信は隣接プロセッサと行われる．

木状同期では，情報を木状に分配・収集する通信を行う．例えばハイパーキューブは，これ

を効率的に実行できる．また，次数固定であるシャッフルネットワークの一種の場合も効率

的に実行できる．これは，各 Pi (0 � i < p)に P(i+1) mod p，P(2i) mod (p+1)，P(2i+1) mod (p+1)

(あて先が Ppの場合は P0とする)とその逆を接続する次数 6のネットワークであり，図 3.5

で示されたすべての通信は隣接プロセッサと行われる．

3.3.3 並列多倍長GCD計算の動作解析

3.3.3.1 LogPモデル

Culler等 [9]が提案した実用並列計算モデルである LogPモデルは，並列計算機の物理的

制約をメッセージ通信の通信遅延 L，通信オーバヘッド o，通信バンド幅 g，プロセッサ数

Pの 4パラメータで表す（図 3.6）．

並列多倍長 GCDアルゴリズムは，並列計算機に通常用いられるネットワーク上に配置

できる．従って，アルゴリズムの各通信の振舞いは，LogPモデルのパラメータで直接表さ

れる．並列アルゴリズムを LogPモデルを用いて動作解析することにより，実際の並列計

算機上での性能評価ができる．

並列多倍長GCDアルゴリズムの性能評価を行う為に，LogPモデルのエミュレータを開

発した [20]．並列多倍長 GCDアルゴリズムの通信動作を詳しく検討するために，各プロ

セッサの送受信部と通信路の集結部にキューを付加した．LogP エミュレータでは，通信

メッセージ長を 1ワードに固定している．
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図 3.6: LogPモデルの通信動作

3.3.3.2 並列多倍長GCDアルゴリズムの性能評価

実在する並列計算機に対応するパラメータを用いて，104ビット並列多倍長GCDの性能

評価を行った．

ここで，拡張 SD表記の h，lを 23，20とし，変換複合数 kを 8とした．また，入力は (1

，2x�1)を用いた．

パラメータは J-Machine[9]を参考に，L，o，gを各々32，4，8として，並列アルゴリズム

の動作解析を行った．

（１）使用プロセッサ数

並列多倍長アルゴリズムでは，ワード複合数 sにより使用するプロセッサ数が定まる．プ

ロセッサ数と実行時間との関係を調べ，最適なプロセッサ数について議論する．

図 3.7に，104ビット並列多倍長GCDアルゴリズムの 104ビット逐次多倍長GCDアルゴ

リズムに対する高速化率を示す．入力 x = 10000においてはプロセッサ数増加により速度

が向上するが，プロセッサ数 P = 100前後で頭打ちになる．x = 1においてはプロセッサ

数増加により単調に速度が低下している．前者は定率遅延の増加を，後者は定量遅延の増

加を示している．ワード複合数 sに対する実験結果から，線型同期では s = 6，木状同期で

は s = 5が最適となった．使用プロセッサ数は各々84，101個である．

（２）並列アルゴリズムの高速化率

並列多倍長 GCDアルゴリズムの実行時間を逐次アルゴリズムと比較し，並列アルゴリ

ズムの性能評価を行う．

図 3.8に，入力 (1; 2x�1)に対する並列多倍長GCDアルゴリズムの高速化率を示す．Single-

precision GCDは単倍長 GCD の逐次多倍長 GCD に対する高速化率であり，並列多倍長

GCDの高速化の上限を示す．Serial GCDは各入力に対して多倍長演算のビット数を小さ
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図 3.7: 使用プロセッサ数と並列多倍長 GCDアルゴリズムの高速化率 (L=32,o=4,g=8)
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く設定した小ビット逐次多倍長 GCDの高速化率であり，逐次多倍長 GCDの高速化の上

限を示す．Parallel GCDは並列多倍長GCDの高速化率であり，linear syncronizedは線型

同期，tree sync.は木状同期を，with res.は逆方向通信の付加を表わしている．並列多倍

長GCDは逐次多倍長GCDより常に高速であり，x = 104では 56:6倍の速度となった．こ

れは，並列多倍長GCDアルゴリズムの高速化上限である単精度GCDの 1=2:8であり，多

ビット長のGCDを求めるには並列アルゴリズムが有効であることが分る．しかし，小ビッ

ト逐次多倍長 GCDとは x = 300前後でクロスしている．これは並列多倍長 GCDの定量

遅延によるもので，x = 500未満の入力に対しては逐次計算の方が速くなることを示して

いる．従って，定量遅延の削減は重要である．

（３）同期方法

次に，同期方法による並列計算の処理時間の違いについて検討する．図 3.9に，線型同期

並列多倍長GCDアルゴリズムに対する木状同期の高速化率を示す．比較の為，s = 5に統

一した．木状同期の場合は線型同期の場合より常に高速であることが分る．また，双方向

木状同期による遅延増加はほとんどないために有効な同期方法と考えられる．

3.3.3.3 通信パラメータの影響

通信パラメータの実行時間に対する影響を調べる．

図 3.10に，レイテンシ Lに対する線型同期並列多倍長 GCDアルゴリズムの実行時間の
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図 3.10: レイテンシ Lと並列多倍長 GCDアルゴリズムの実行時間 (o=4,g=8,s=6)

変化を示す．L � 100においては Lの実行時間に対する影響は比較的小さく，xが小さい

ときのみである．L > 100では全体的に影響するようになる．これは，L = 100までのレ

イテンシが隠蔽されることを示している．従って，通信遅延の隠蔽が一定の範囲で確保さ

れる．

なお，Lと同様に oは保存変換ステップに付加される定率遅延増加因子であり，gは Lに

付加される遅延増加因子である．

3.3.4 まとめ

本節では，実際の並列計算機の物理的制約を考慮した並列多倍長 GCDアルゴリズムを

提案した．これはプロセッサ間同期や通信バッファの制約を考慮した並列アルゴリズムで

ある．

また，並列計算モデル LogPのエミュレータを用いた性能評価により，並列アルゴリズ

ムの有用性と並列計算機の通信遅延による性能への影響を検討した．
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3.4 超並列計算機CM-5での行列乗算の性能解析

本節では，並列計算機 CM5 上で並列行列乗算アルゴリズムを実行し，LogP モデルと

LogPQモデルの実用性を比較検討する．

先ず，Cannonの並列行列乗算アルゴリズムについて説明する．次に，並列計算機 CM5

上で並列行列乗算アルゴリズムを実行し，通信バッファの有無による各種通信方式の効率

について比較検討する．次に，並列行列乗算アルゴリズムを LogPモデルと LogPQモデル

を用いて解析し，実験結果と比較検討する．最後に，結論を述べる．

3.4.1 Cannonのアルゴリズム

Cannonアルゴリズム [21]は，行列 Aと Bの積 C = A � Bを求める並列行列乗算アルゴ
リズムである．行列サイズを N � N，プロセッサ数を P = p2とする．なお，行列サイズ

Nは pの倍数とする．先ず，プロセッサをサイズ p� pの行列に配置し，Pij (0 � i; j < p)

と表す．そして，各プロセッサ Pijに，部分行列 Aij，Bij，Cijを割り当てる．各 Aij，Bij，

Cijは，それぞれ行列A，B，Cの i行目で j列目のブロックである．各ブロックのサイズは

l � l，但し l = N=pである．積 Cは以下のように算出される．

1. 各プロセッサ Pijは，Aijを Pi((j�i) mod p)に，Bijを P((i�j) mod p)jに送信

2. 各プロセッサ Pijは，Cijに (Aij � Bij)を加える

3. 以下を (p� 1)回繰り返す．

(a) 各プロセッサ Pijは，Aijを Pi((j�1) mod p)に，Bijを P((i�1) mod p)jに送信

(b) 各プロセッサ Pijは，Cijに (Aij � Bij)を加える

このアルゴリズムの計算時間は O(N3=P )であり，通信時間は O(N2=
p
P )である．

3.4.2 通信バッファの通信遅延に対する影響の評価

3.4.2.1 プロセッサ間通信

Cannonの並列アルゴリズムを C言語を用いて並列計算機CM5に実装した．プロセッサ

間通信は，CM5の通信ライブラリCMMD[6]の非同期通信命令を用いる．非同期通信命令

は，以下のように用いられる．
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1. 非同期メッセージの送信/受信コマンドを呼び出す

Message Control Block（MCB）が確保され，そのメッセージの状態が保存される [Send/Receive]

2. MCBをチェックし，メッセージ通信の完了を待つ [Wait until �nishing]

3. MCBを解放する．[Release MCB]

4. 受信したメッセージを利用して計算処理を行う [Computation]

並列アルゴリズムにプロセッサ間通信方式が及ぼす影響を解析するため，単純通信方式

と隠蔽通信方式を実装した．図 3.11に，以下の各種通信方式を用いた処理方式を示す．

(a) 単純通信方式

単純通信は，通信処理が終了するまで計算処理を実行しない．したがって，通信処理

による遅延は，並列処理全体の実行時間に直接影響する．一方，通信処理がハンド

シェィクで制御されるので，各プロセッサは 2rワード長の送受信バッファを持てば

よい．

(b) 隠蔽通信方式

隠蔽通信は，通信処理の実行中に計算処理を行い，通信遅延を隠蔽する．この場合も

ハンドシェィクにより，通信に必要な送受信バッファサイズは 2rワードでよい．しか

しこのとき，二つの遅延が発生する可能性がある．先ず，各プロセッサはメッセージ

送信の前に以前の送信の完了を待たねばならない．また，各プロセッサは他プロセッ

サと非同期的に動作するので，受信側プロセッサの開始が遅ければ送信側プロセッサ

は送信を待たされる．

(c) 受信バッファ付加

隠蔽通信方式は，受信バッファの付加により，受信側プロセッサ開始遅れによる遅延

を隠蔽できる．

(d) 送信バッファ付加

隠蔽通信方式は，送信バッファの付加により，以前の送信の完了待ちによる遅延を隠

蔽できる．

(e) 送受信バッファ付加

隠蔽通信方式は，図 3.11(c)(d)を合わせた送受信バッファの付加により，上記の両方

の遅延を隠蔽できる．
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[Source processor] [Destination Processor]

loop:Call Send loop:Call Receive

Wait until �nishing Wait until receive �nishing

Release MCB Release MCB

Computation Computation

goto loop goto loop

(a)Simple communication.

[Source processor] [Destination Processor]

loop:Call Send loop:Call Receive

Computation Computation

Wait until �nishing Wait until receive �nishing

Release MCB Release MCB

goto loop goto loop

(b)Hidden communication.

[Source processor] [Destination Processor]

loop:Send Call plural Receives

Computation loop:Computation

Wait until �nishing Wait until Receive �nishing

Release MCB Release MCB

goto loop goto loop

(c)Hidden using the receive bu�er.

[Source processor] [Destination Processor]

loop:Call Send loop:Call Receive

Computation Computation

goto loop Wait until Receive �nishing

Wait until all Sends �nishing Release MCB

Release all MCBs goto loop

(d)Hidden using the send bu�er.

図 3.11: Cannonアルゴリズムの通信方式
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なお，Cannonアルゴリズムの各部分行列のサイズは r = l2である．このとき，アルゴリ

ズムにおける一回の繰り返し処理で，2rワードのデータが送受信される．

3.4.2.2 通信遅延と実行時間

図 3.12に，CM5の 64プロセッサを用いた Cannonの並列行列乗算アルゴリズムの実行

時間と通信方式の関係を示す．図 3.12(a)，(b)，(c)は，それぞれ行列サイズ N = 8，64，

1024に対する，単純通信，隠蔽通信，受信バッファ付加，送信バッファ付加，送受信バッ

ファ付加を用いた場合の実行時間を示す．図の波枠部は実行時間，実枠部は計算処理時間

である．通信遅延時間は，この両時間の差で表される．

行列サイズが小さい場合は，通信遅延時間が計算処理時間より大きいため，通信は隠蔽

できない．一方，行列サイズが大きい場合は以下のようになる．単純通信の通信遅延時間

は，計算処理時間より大きく，並列処理性能は小さくなる．隠蔽通信は，遅延を少なくで

きるが，行列サイズが大きくなるに従い増加するため，その効果は限定される．隠蔽通信

に受信バッファを付加すると，遅延を更に小さくすることができる．また，送信バッファ

を付加すると，行列サイズが大きな場合に遅延はほぼ隠蔽され，実行時間は計算処理時間

にほぼ等しくなる．送受信双方のバッファを付加した場合，行列サイズが大きな場合に通

信遅延は完全に隠蔽され，誤差の範囲内程度になる．

これらの実験結果から，4rワード長の送受信バッファがあれば，CM5上で Cannonアル

ゴリズムを効率的に実行できることが分かる．

3.4.3 LogPと LogPQによる並列行列乗算アルゴリズムの動作解析

3.4.3.1 並列処理時間の解析

Cannonアルゴリズムの送受信バッファ付き隠蔽通信を用いて行う並列アルゴリズムを，

LogPモデルと LogPQモデルにより解析する．

Cannonアルゴリズムの並列処理時間 Tについて考える．サイズ lの部分行列乗算一回の

実行時間 tMは，

tM = tf + ts � l3 (3:4)

で与えられる．ここで，tfは計算処理時間の固定部分，tsは一回のスカラ乗算の（周辺処理
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図 3.12: 並列計算機 CM5の 64プロセッサによる Cannonアルゴリズムの実行時間と計算

処理時間
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を含めた）実行時間である．計算処理全体の実行時間 tcは，

tc = p � tM : (3:5)

したがって，並列処理時間 Tは，

T = tc + p � tcom (3:6)

となる．ここで，tcomは通信処理の実行時間である．

1メッセージを基本とするLogPでは，各プロセッサは各部分行列Aij，Bijを 1個の r = l2

ワード長メッセージで送信する．このとき，通信処理の実行時間 tLogP1
は，次式で表される．

tLogP1
=8>>>>>>>><

>>>>>>>>:

o� + 3max(o�; g�)

(tM � L�)

(L� � tM ) + (o� + 3max(o�; g�))

(otherwise):

(3:7)

1ワード長メッセージを基本とするLogPでは，各プロセッサが各部分行列を r個の 1ワー

ド長メッセージで送信する．このとき，通信処理の実行時間 tLogPrは，次式で表される．

tLogPr =8>>>>>>>><
>>>>>>>>:

o0 +max(o0; g0) � (4r � 1)

(tM � (L0 � (2r � 1) �max(o0; g0)))
(L0 � (2r � 1) �max(o0; g0)� tM ) + (o0 +max(o0; g0) � (4r � 1))

(otherwise):

(3:8)

LogPQモデルでは，各プロセッサは各部分行列を r個の 1ワード長メッセージで送信す

る．このとき，通信処理の実行時間 tLogPQは，次式で表される．

tLogPQ =8>>>>>>>><
>>>>>>>>:

4(o � r + n)

(tM � (L+ (2r � 1)g � 2r � o� n))

(L+ (2r � 1)g � 2r � o� n� tM) + 4(o � r + n)

(otherwise):

(3:9)
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LogP LogP LogPQ

(1 messgae) (1-word length)

L� : 1:25 � 10�4 L0 : 1:77 � 10
�4 L : 2:44 � 10�4

o� : 1:71 � 10�4 o0 : 1:19 � 10
�5 o : 4:59 � 10�6

g� : 5:50 � 10�5 g0 : 3:44 � 10
�6 g : 3:44 � 10�6

n : 9:75 � 10�5

(sec.)

表 3.1: 並列計算機 CM5の LogPおよび LogPQパラメータの値

3.4.3.2 LogPと LogPQのパラメータ

並列計算機 CM5上での各実行時間 ts，tfを測定した結果，ts = 5:98 � 10�6(sec)，tf =

1:55 � 10�4(sec)となる．

また，CM5に対する LogPモデルと LogPQモデルのパラメータを表 3.1に示す．ここで

は，通信パラメータをクロックでなく秒で表す．通信パラメータの基準点として，部分行

列サイズ l = 4の場合，すなわち 16ワード長メッセージに対する実験により，LogPおよ

び LogPQパラメータを求めた．

3.4.3.3 LogPと LogPQの比較

図 3.13に，並列計算機CM5上でCannonアルゴリズムを実行した並列処理時間と，LogP

と LogPQモデルにより求めた並列処理時間を示す．

LogPモデル（1 メッセージ）による解析結果は，N < 32では実際より大きく，N > 32

ではその逆になる．LogPモデル（1ワード長メッセージ）では，通信路のバッファリング

とパラメータ nを考慮しないため，LogPモデル（1メッセージ）と逆の結果になる．一方，

LogPQモデルは，LogPモデルに比べ実際の並列処理時間に近い性能を予測できることが

分る．

3.4.4 まとめ

本節では，通信バッファを考慮した実用的な並列計算モデル LogPQについて議論した．

並列行列乗算アルゴリズムを並列計算機CM5上で実行し，従来のLogPモデルよりLogPQ
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図 3.13: Cannonアルゴリズムの並列計算機 CM5の 64プロセッサによる実行時間と LogP

および LogPQモデルによる予測時間の比較

モデルが並列アルゴリズム解析に有用であることを示した．また，LogPQ モデルの通信

バッファを用いて通信遅延をより隠蔽し，並列アルゴリズムの効率を改善できることを示

した．

3.5 むすび

本章では，さまざまな並列アルゴリズムを実際の並列計算機やエミュレータで実行する

ことにより，実用並列計算モデル LogPQの有用性や実用性に対する実験的評価を行った．

変形 CGアルゴリズムの LPRAMモデル上での実験的評価により，同期処理や通信遅延

が並列アルゴリズムの実行時間に大きな影響を与えることを確認した．

また，並列多倍長 GCD アルゴリズムの LogPQ モデル上での実験的評価により，並列

計算機の通信性能の各成分がどのように並列アルゴリズムの性能に影響を与えるかを示し，

LogPQモデルが効率的な並列アルゴリズム構築に対し有用であることを明らかにした．

更に，並列行列乗算アルゴリズムの並列計算機 CM5上での実験的評価により，通信に

バッファを用いることによりアルゴリズムの通信遅延をより隠蔽でき，並列アルゴリズム
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の効率を LogPQモデルを用いて検討できることを示した．また，従来の LogPモデルより

LogPQモデルが実用性が高いことを示した．
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第 4章

超並列・分散ネットワークの設備配置

4.1 超分散システムにおける通信ネットワーク

近年，さまざまな超並列・分散計算システムが実用化され普及しつつある．そして，効

率的な並列プログラム開発環境が必要とされている．2章と 3章では，超並列・分散計算

システムの並列プログラム開発を重視した並列計算機モデルについて議論した．一方，先

端科学技術分野などで用いる計算能力は年々増加し，計算能力に対する需要は供給を大き

く上回っている．現在，より高性能な超並列・分散計算システムが必要とされている．超

並列・分散計算システムは，複数個のプロセッサと，プロセッサ間を結ぶ通信ネットワー

クで構成される．超並列・分散計算システムの性能は，使用する通信ネットワークの性能

に大きく依存する．そこで本章では，超並列・分散計算機システムの効率的な通信ネット

ワーク構築について議論する．

大規模分散システムは，さまざまな通信路を用いて通信ネットワークを構築する．一方，

超並列・分散計算機システムは，プロセッサ間の距離が比較的短距離である．そして，プ

ロセッサ間通信において，ネットワークの中継プロセッサ数（頂点数）が通信時間を支配

する．

超並列・分散計算機システムの通信ネットワークとして，並列計算機 CM-5等のように

木構造のネットワークを用いる場合と，並列計算機 nCUBE2等のように一般のネットワー

クを用いる場合がある．一般のネットワークの利点は，通信バンド幅が大きく，対故障性

が高いことである．しかし，配線数が多く，また配線が複雑になるので，通信ネットワーク

システムの構築コストが大きくなる．一方，木構造ネットワークは，通信バンド幅が小さ
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く対故障性が低い．しかし，配線数が少なく，配線が単純な形状なので，通信ネットワー

クシステムの構築コストを小さくできる．一般に，LANなどの小規模ネットワークシステ

ムからWANなどの大規模ネットワークシステムまで，木構造の計算機ネットワークを用

いる場合が多い．超並列・分散計算機システムにおいても，木構造ネットワークを用いる

場合が少なくない．

通信ネットワークシステムの高性能化の手段の一つに，全通信路の高速化がある．たと

えば，速度 10Mbpsの通信路を 100Mbpsに変更した場合，システムの最大通信コストも平

均通信コストも十分の一になる．しかし，通信システム全体を交換することから，その構

築コストは非常に大きくなる．そこで，通信システムの一部のみを高速化することにより，

通信ネットワークシステムの構築コストを低減でき，予算に合わせたシステムを構築でき

る．このとき，高速化する通信路の選択により，同じ構築コストの通信システムの通信コ

ストが増減する．

ネットワーク上に設備を適正に配置することにより，効率的な通信ネットワークシステ

ムを構築することができる．ネットワークはグラフで表され，グラフの各辺は通信路に，各

頂点は通信路端の I/Oチャネル部に対応する．設備は高速通信路に対応し，その付加によ

り通信ネットワークシステムの性能が向上する．

ネットワークに対する設備配置は 1960年代より盛んに研究開発され，さまざまな点形状

設備が提案されてきた [22]．木構造ネットワークに対する設備配置，一般のネットワークに

対する設備配置，各種評価関数を用いた設備配置，複数個の設備の配置，階層的な設備の

配置等のさまざまな研究が行われた．また，設備配置手法として，動的プログラム法など

の基本的手法，branch-and-bound法 [23]や焼きなまし法 [24]などのヒューリスティック手

法，primal-dual法 [25]などの近似手法を用いた方法が提案されてきた．たとえば，Gavish

ら [26]は，木構造ネットワークに距離和最小となる 2個の点形状設備（2-median）を求め

るO(n log n)時間のアルゴリズムを提案した．Tamir[27]は，木構造ネットワークに距離和

最小となる p個の点形状設備（p-median）を求める O(pn2)時間のアルゴリズムを提案し

た．Chardaireら [28]は，時間変化する需要に対応した動的な点形状設備を配置するヒュー

リスティック手法を提案した．Righini[24]は，一般のネットワークに対する p-medianを求

めるヒューリスティック手法を提案した．Krumkeら [29]は，一般のネットワークに�番目

に近い設備までの偏差が最小となる p個の点形状設備（p-center(�)）を求める近似手法を

提案した．その他，さまざまな研究が行われた．
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現在，文献 [30]で概説されたように，さまざまな構造の設備が提案されている．点形状

設備は，クライアント・サーバシステムの構築に適する．ハブ [31]は，ネットワークの各点

からの集結点の集まりであり，階層型ネットワークシステムの構築に適する．コアは，葉

数指定の木形状設備であり，階層型キャッシュを用いるデータベースシステムの構築に適

する．また，設備に対するさまざまな評価指標が提案されている．偏差は，ネットワーク

の各点と設備との距離の最大値であり，ネットワークの最大通信コストに対応する．距離

和は，ネットワークの各点と設備との距離の総和であり，ネットワークの平均通信コスト

に対応する．他にもさまざまな評価指標が存在する．

設備の一つに，木形状やパス形状設備がある．木構造ネットワークにおけるパス形状や

木形状の設備配置は，Slaterにより提案された [32][33]．Morganら [34]は，頂点数 nのネッ

トワークの，各頂点との距離の総和（距離和）が最小となるパス形状設備を算出するO(n)

時間のアルゴリズムを提案した．Minieka[35]は，距離和を最小とするサイズ指定のパス形

状と木形状設備を求める各々O(n3)時間，O(n2)時間のアルゴリズムを提案した．Tamirら

[36]は，一般化した評価関数を用いて p個の木形状設備の配置を行うO(n3p2)のアルゴリ

ズムを提案した．他にもさまざまな設備が提案され研究された [37]．

サイズ指定の木形状やパス形状設備は，十分に高速で通信コストの小さい高速通信路に

対応する．その設備サイズは，高速通信路の配線数に対応し，高速通信路の構築コストの

制限を表す．そして，この高速通信路は従来の通信路に並行に配置されるので，通信ネッ

トワークシステムの構築・保守コストの低減が可能である．偏差最小の設備は，特定の構

築コストで最大通信コストを最小にする設備である．距離和最小の設備は，特定の構築コ

ストで平均通信コストを最小にする設備である．

本章および 5章では，簡単化のため通信トラフィックは考慮せず，通信システムの性能

を通信レイテンシで評価する．すなわち，各通信路の通信コストはその通信路のレイテン

シであり，各通信の通信コストは通信に用いる通信路の通信コストの和となり，この通信

コストを用いて通信システムの性能を評価する．たとえば各通信路の通信コストを通信路

（各辺）の長さで表した場合，二点間の通信コストは二点間の通信路の長さの和となる．な

お，設備サイズは設備に含まれる通信路（各辺）の長さの和で表される．

本章では，各通信路の構築コストと通信コストがそれぞれ等しい場合，すなわち各辺の

長さを 1とするネットワークについて議論する．また，対象とするネットワークとして，一

般に使用されることの多い木構造ネットワークを用いる．大規模な通信ネットワークでは
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Size of facility: p 0 log n
p
n n=2

(no �cility)

Mean cost log n log n� log log n log n=2 1

for communication

Maximum cost 2 log n 2(log n� log log n) log n 2

for communication

表 4.1: 頂点数 nの平衡二分木上に木形状設備を配置した場合の通信コスト

一般に低次ネットワークが用いられるので，各点の次数を制限した場合について議論する．

通信システムの構築コストは設備サイズで表し，サイズを指定した木形状設備の最適配

置により通信システムを構築する．また，超並列・分散計算機システムの通信は多対多で

行われる場合が多い．そこで，設備配置の評価指標に平均通信コストを用いる．本章では，

木形状設備の構築コストを小さくするために小サイズの部分設備を用いた木形状設備の最

適配置問題について検討する．具体的には，頂点数 nで次数がO(log n= log log n)である木

構造ネットワーク上への等分割可能な木形状設備の配置について議論する．また，複数の

通信に対応するために複数個の木形状設備を重ねずに配置する複数設備配置問題について

検討する．具体的には，頂点数 nで次数が O(log n= log log n)であるバンド幅 1の木構造

ネットワーク上への複数個の木形状設備の配置について議論する．

次節では，木構造の通信ネットワークに対する木形状の高速通信路設備配置の有用性に

ついて議論する．

4.2 木構造ネットワーク

本節では，木構造ネットワークにおける木形状設備配置の具体例として，通信ネットワー

クが平衡二分木の場合について議論する．なお，ネットワークの各辺の長さは 1とする．

4.2.1 設備サイズと通信コスト

木形状設備の設備サイズと通信コストの関係について議論する．通信ネットワークが平

衡二分木の場合，距離和最小の木形状設備と偏差最小の木形状設備は等しく，これを最適
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図 4.1: 平衡二分木上の最適な設備 F

な木形状設備とよぶ．平衡二分木に対する最適な設備は，根が中心となる平衡二分木であ

る．このとき，通信ネットワークの平均および最大通信コストは設備の距離和および偏差

のそれぞれほぼ倍となる．また，設備を配置しない場合の通信ネットワークの平均および

最大通信コストは，サイズ 0の最適な木形状設備を配置した場合の距離和および偏差のそ

れぞれほぼ倍となる．

図 4.1に，頂点数 31の平衡二分木とサイズ 6の最適な木形状設備 Fを示す．配置する設

備のサイズを増加させることにより，通信ネットワークの通信コストを削減できる．たと

えば，図 4.1に対するサイズ 14の最適な木形状設備 F 0は，図の Fに辺 e1～e8を追加したも

のであるが，F 0の距離和と偏差は Fの場合のほぼ半分になり，通信ネットワークの平均お

よび最大通信コストは半減する．表 4.1に，頂点数 nの平衡二分木上にサイズ pの設備を

配置した場合の通信ネットワークの平均および最大通信コストの概数を示す．たとえばサ

イズ
p
nの設備を用いることにより，設備のない場合に比べ，通信ネットワークの平均およ

び最大通信コストを半減できる．
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Size of 0 log n
p
n n=2

facility: p (no facility)

Construction n� 1 (n� 1) + (log n (n� 1) + (
p
n (n� 1) + (n=2

cost +1)(log n+ 2)=2 +1)(
p
n+ 2)=2 +1)(n=2 + 2)=2

表 4.2: 頂点数 nの平衡二分木上に完全ネットワークによる設備を配置した場合の構築コ

スト

4.2.2 設備サイズと構築コスト

設備サイズと構築コストとの関係について議論する．

図 4.2に，設備 Fの完全ネットワークを用いた実装を示す．設備を完全ネットワークを用

いて実装する場合，設備内の通信は設備の各二点間でダイレクトに行うことから，低コス

トの通信路を用いることができる．したがって，設備のサイズ単位あたりの構築コストは

低い．しかし，サイズ pの設備の構築にp+1C2個の通信路が必要なので，設備サイズに対す

る構築コスト増加は O(p2)と大きい．一方，設備を一つのブロードキャスト通信路を用い

て実装する場合，多対多通信やコリジョン対策が必要なことから，高コストの通信路が必

要である．したがって，設備のサイズ単位あたりの構築コストは高い．しかし，設備サイ

ズに対する構築コスト増加は O(p)と小さい．

低速通信路を用いた完全ネットワークにより構築するサイズ p の設備の構築コストは

(p+ 1)(p+ 2)=2である．すなわち，配置する設備のサイズ増加により，通信ネットワーク

の構築コストは増加する．表 4.2に，サイズ pの設備の構築コストの概数を示す．たとえば

サイズ
p
nの設備の構築コストが，およそ n=2になることがわかる．

なお，ブロードキャスト通信路のサイズ単位あたりのコストを
p
n=2以下に抑えること

ができれば，サイズ
p
nの設備の構築コストを更に低減である．

4.2.3 実用的な設備の配置

頂点数 nの平衡二分木ネットワークにサイズ
p
nの設備を付加することにより，従来の

1.5倍の構築コストで通信コストを半減できることが分る．

しかし，実用性の観点では，実際の通信ネットワークシステム構築において改良すべき

点がある．以下に，木形状設備の問題点と，その対策を示す．
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Facility F is constracted by a complete 
interconnection with low-speed network.

F

図 4.2: 完全ネットワークによる設備を配置した平衡二分木ネットワーク

（１）設備の構築コストの低減

一般に，高速通信路設備を用いて通信ネットワークの高速化を行うには，膨大なコスト

が必要になる．そこで，小サイズの高速通信路設備を複数個用いて通信ネットワークを構

築することにより，コストを抑えつつ高速化を行うことが期待されている．また，量産効

果を考慮すると，同一サイズの高速通信路設備のみを用いてネットワークを構築すること

は，コスト低減に有用である．

たとえば，サイズ p=2の部分設備を完全ネットワークで構築すると，その構築コストは

(p=2 + 1)(p=2 + 2)=2となる．よって，サイズ p=2の部分設備を二つ用いて設備を構築し

た場合，設備の構築コストは (p=2+ 1)(p=2+2)となる．これは，完全ネットワークによる

サイズ pの設備の構築コスト (p+ 1)(p+ 2)=2のおよそ半分である．この例として図 4.3を

示す．図 4.3(a)の設備サイズは 6なので，設備の構築コストは 21である．図 4.3(b)のよ

うにサイズ 3の部分設備を二つ用いて設備を構築した場合，設備の構築コストは 12とほぼ

半減する．

しかし，同一サイズの設備を木構造ネットワーク上に配置することは，今まで十分に研

58



Facility F consists of 21 lines.

Facility F

Subfacility

Facility F consists of 12 lines.

Facility F

(a) Facility consists of complete connections. (b) Facility consists of two subfacilities.

図 4.3: 部分設備による構築コスト削減

究されていない．

（２）複数の通信要求への対応

一つの高速通信路設備を配置した通信ネットワークは，同時に一つの通信しか高速化で

きない．一般に，複数の通信を同時に行う場合が多いので，一つの高速通信路設備を用い

たシステムの性能向上は不十分な場合がある．そこで，複数個の高速通信路設備を配置し，

一つの通信が一つの設備のみ使用するようルーティングすることにより，通信量の多いシ

ステムにおいても十分な性能向上が期待できる．また，量産効果を考慮すると，同一サイ

ズの高速通信路設備のみを用いてネットワークを構築することは，コスト低減に有用であ

る．この例を図 4.4に示す．図 4.4(a)は一つの設備を配置した場合である．通信 1と通信 2

が同時に行われるとき，通信 1の通信コストは 2になるが，通信 2は設備を使用できず通

信コスト 6になる．そして，この通信 2の通信コストがシステム全体の実行時間に影響す

る場合がある．図 4.4(b)のように設備二つを用いることにより，通信 1と通信 2の通信コ

ストをともに 4にすることができる．

しかし，同一サイズの設備を木構造ネットワーク上に複数個配置することは，今まで十

分に研究されていない．
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Comm.1 uses facility F.
Facility F 

Comm.2 can’t use facility F.

2 hop

6 hop

 2

Facility F 1

Comm.1 uses facility F  . 1

 2

4 hop

4 hop

Comm.2 uses facility F  .
Facility F

(a) Communications using facility. (b) Communications using two facilies.

図 4.4: 複数個の設備による通信コスト削減

4.2.4 まとめ

本節では，平衡二分木における設備配置について議論し，木形状設備を配置することに

より低速通信路と高速通信路の混在する低コストで高性能な木構造通信ネットワークシス

テムを構築できることを明らかにした．実用性の観点から，実際に通信ネットワークシス

テムを構築する問題点について検討し，同一サイズの部分設備で構成される設備配置問題

や，同一サイズの複数個の設備の配置問題が重要であることを示した．

以下の節では，通信ネットワークにこれらの実用的設備を配置する方法について議論する．

4.3 等分割可能な木形状設備の配置

本節では，頂点数 nで次数がO(log n= log log n)である木構造ネットワーク上への等分割

可能な木形状設備配置問題について議論する．なお，プロセッサ間通信では，ネットワー

クの中継プロセッサ数（頂点数）が通信時間を支配するため，通信路（各辺）の長さが 1

の場合について議論する．

先ず，木構造ネットワーク上の等分割可能な木形状設備問題およびネットワーク上の設

備配置に対する評価指標である距離和について説明する．次に，最適配置問題を解くアル

ゴリズムで用いる表記を述べる．また，等分割可能な木形状設備の性質をまとめ最適配置

問題を解くアルゴリズムを提案する．更に，その実行時間について議論する．
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4.3.1 ネットワーク上の設備配置

木構造ネットワークは木 Tで表される．木 Tの頂点集合を V (T )，辺集合を E(T ) と表

す．木 Tの各辺 (v; w) 2 E(T ) は，2 頂点 v，w 2 V (T ) を長さ d(v; w) でつないでいる．

本章では，ネットワークの中継点数を重要と考え，長さ d(v; w)は 1とする．木 T 0の頂点

数を jT 0jと表す．nは，木 Tの頂点数 jT jである．木 T 0の部分木 T 00は，V (T 00) � V (T 0)，

E(T 00) � E(T 0) なる木である．なお，頂点 vのみの部分木を~vと表す．V (~v) = fvg，E(~
v) = �である．

木構造ネットワーク上への設備の配置を考える．設備 Fは木 Tの部分木である．設備 F

のサイズ lは，設備の辺の長さの総和である．本章では各辺の距離を 1とするため，lは設

備の辺の数 jE(F )jとなる．
設備 Fが部分木 Si (1 � i � t)で構成されるとは，次式が成立することである．

V (F ) = [t
i=1V (Si)，

E(F ) = [t
i=1E(Si)，

E(Si) \ E(Sj) = � (i 6= j)．

(4:1)

設備 Fの部分設備は，Fを構成する部分木である．部分設備のサイズは，部分設備の辺の

長さの総和である．設備 Fが部分設備 Si (1 � i � t)に分割できるとは，Fが Si (1 � i � t)

で構成されることである．t個に等分割可能な設備とは，t個の同一サイズの部分設備に分

割できる設備である．

図 4.5に，木構造ネットワークにおける等分割可能な木形状設備配置の例を示す．設備 F

は，サイズ 4の 3個の部分設備 S1，S2，S3に分割できる．

ネットワーク上への設備配置問題の評価指標として距離和がある．2頂点 v，w間の距離

d(v; w)は，頂点 v，w間の経路 (パス)の辺の長さの総和である．頂点 vと設備 Fとの距離

d(v; F )は，vと Fとの最少距離

d(v; F ) = min
w2V (F )

d(v; w)． (4:2)

である．設備 Fの距離和 d(F )は，Fと Tの各頂点 uとの距離の総和で，次式で与えられる．

d(F ) =
X

v2V (T )

d(v; F )． (4:3)

図 4.5の場合，Fまでの距離が 1 である頂点数が 13，Fに含まれる頂点数が 10 なので，

d(F ) = 13となる．
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F

S S

S1

2 3

図 4.5: 木構造ネットワーク上における等分割可能な木形状設備（設備 Fは 3つの同一サイ

ズの木形状設備 S1，S2，S3で構成される）

本章では，距離和 d(F )が最小となる設備を最適な設備と定義する．図 4.6に，最適な等

分割可能な設備の例を示す．図 4.6の太枠線で示される部分木 Fは，図の枠線で囲まれた 2

個の部分設備 S1，S2に等分割可能な設備である．Fの距離和は，d(F ) = 17となる．設備

Fは，2個に等分割可能なサイズ 8の設備のなかで最適である．一方，図の太破枠線で示

される部分木 F 0は，サイズ 8の最適な設備で，距離和は d(F 0) = 15である．一般に，等分

割可能という条件の付加により，最適な設備の距離和は増加する．

本章では，木構造ネットワークTに対し，設備サイズ lおよび分割数 tを指定した場合の，

最適な等分割可能な設備 Fを求めるアルゴリズムについて議論する．但し，Tの各頂点の

次数は，� log n= log log n以下と仮定する．なお，�は定数である．

この次数制限は O(log n) より強いが，現実のマルチプロセッサを構成する疎結合ネッ

トワークで本制限を満すものも多い．たとえば，k-ary d-cube[38] において，k = log n，

d = log n= log log nの場合，各頂点の次数は 2 log n= log log nとなる．

なお，辺の長さが任意である一般的な木構造ネットワークの場合は，設備の分割数が 1
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F = S  U S  : 2-Partitionable Minimum Distancesum Facility

S S

F’

F

1 2

    1    2

F’ : Minimum Distancesum Facility

図 4.6: 最適な等分割可能な木形状設備と最適な木形状設備

であっても，本問題は NP-困難であることが知られている [37]．

4.3.2 表記

木構造ネットワーク Tの，t個に等分割可能なサイズ lの設備を Fとする．Fを構成する

部分設備のサイズ l0は，次式で与えられる．

l0 = l=t (4:4)

なお，l0が整数でない場合，等分割可能な設備はない．

部分木 T 0に対する設備 Fの距離和 d(T 0;F )は，以下の式で表される．

d(T 0;F ) =
X

v2V (T 0)

d(v; F )． (4:5)

Tの中点（median）qは，距離和 d(~v) が最少となる頂点 vである．Tに対し中点 qを根

（root）とする有向木を Tqと表す．図 4.7に Tqの例を示す．頂点 vの子頂点の数は dvと表す．

vの子頂点は vi（1 � i � dv）と順序付けて表す．なお，中点 qは重心（centroid）である．
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 v  v
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図 4.7: 根が中点 qである有向木 Tq

すなわち，qを含まない Tの部分木の頂点数が jT j=2以下になることが知られている [33]．

本章では，子頂点数 dvは次式のように制限する．

dv � � = � log n= log log n． (4:6)

部分木の結合を T 0 [ T 00とすると，次式を満たす．

V (T 0 [ T 00) = V (T 0) [ V (T 00)，

E(T 0 [ T 00) =
S
v;w2V (T 0[T 00);(v;w)2E(T )f(v; w)g．

(4:7)

また，部分木の削除を T 0=T 00とすると，

V (T 0=T 00) = V (T 0)=V (T 00)，

E(T 0=T 00) =
S
v;w2V (T 0=T 00);(v;w)2E(T )f(v; w)g．

(4:8)

が与えられる．

部分木 T 0の頂点 vで，Tqの根 qであるか，その親頂点が V (T 0)に含まれないものを，部

分木 T 0の根とよぶ．頂点 vを根とする最大の部分木を Tvと表す．

また，i個の要素の置換を表す関数の集まりを�[i]と表し，その数を j�[i]jと表す．各々の
置換関数を�[i; j]（1 � j � j�[i]j）と表す．�[i; j](k)（1 � k � i）は，入力 kに対する関数の
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図 4.8: 有向木 Tqと T v;2

出力である．たとえば，2要素の置換関数は，�[2; 1](1) = 1，�[2; 1](2) = 2と�[2; 2](1) = 2，

�[2; 2](2) = 1の 2つである．

頂点 v�[dv ;j](k)は，vの�[dv; j](k)番目の子頂点である．有向木 Tqに対し，頂点 vの各子頂

点 vk（1 � k � dv）を v�[dv;j](k)に置き換えたものを，有向木 T v;jと表す．図 4.8に T v;jの例

を示す．�[2; 2]が 2要素の反転なので，T v;2は Tqに対し頂点 vの子頂点 u，wの順序を反転

したものとなる．

T v;jにおける頂点 vと，vの子頂点 vk（1 � k � i）を根とする部分木 (T v;j)vkとの結合を

T j
v (i)とし，次式で表す．但し，i � dvである．

T j
v (i) = v [

i[
k=1

(T v;j)vk． (4:9)

次に，(4.6)式で定義される�は次式の関係を満足する．

�! � 2� log�

= 2(� logn= log logn) log(� logn= log log n)

< n�(1+log�)．

(4:10)

(4.10)式より，i � �の場合，i個の要素の置換関数の総数 j�[i]jは，次式のように求まる．

j�[i]j < n�(1+log�)． (4:11)
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4.3.3 等分割可能な設備配置アルゴリズム

4.3.3.1 アルゴリズムの概要

Tamir等 [36]は，動的プログラミング法を用いた p個の木形状設備の配置アルゴリズム

を提案した．ここでは，Tamirのアルゴリズムを用いて，木構造ネットワーク Tにおける

最適な等分割可能な設備を求める．設備配置アルゴリズムは，Tに対し中点 qを根とする有

向木を生成し，葉から根に向けて順に頂点 vを選択することにより，Tvに対する最適な設

備を求める．そして，Tq上の設備を用いて，Tの最適な等分割可能な設備を導出する．次

節では，Tvに対する最適な設備の算出に用いる，等分割可能な設備の性質を示す．

4.3.3.2 等分割可能な設備の性質

木構造ネットワーク Tにおいて最適な等分割可能な設備 Foptは，Tの中点 qを根とする有

向木 Tqに対して，以下に示す性質を有する．

性質 1 設備 Fが t個に等分割可能であるとき，Fに含まれる頂点を v，vに隣接し Fに含

まれない頂点を v0とする．ある部分木 F[ ~v0= ~v1は，t個に等分割可能な設備である．但し，

v1は Fに含まれる頂点である．

証明　等分割可能な設備 Fの例を図 4.9に示す．Fを構成するサイズ l0の t個の部分設備を

Sj(1 � j � t)と表す．但し，S1は頂点 vを含むとする．S1の辺を含まない Fの部分木のう

ち極大なものを残余部分木と定義し，Fi(1 � i � m)で表す．各 Fiは，部分設備 Sjのいく

つかで構成される．Fiを構成する部分設備の数を tiと表す．

帰納法を用いて証明を行う．t = 1の場合，Fの辺 e0 = (u;w)を選択する．但し，wは F

の葉で v以外とする．部分木 F[ ~v0= ~wはサイズ l0の部分設備となる．t = t0の場合，S1の辺

e0 = (u;w)を選択する．但し，wは S1の葉で v以外とする．wが Fの葉ならば t = 1と同

様．さもなくば，wは図 4.9のように残余部分木 Fiの根である．ti � t0 � 1なので，仮定よ

り，ある v1に対し，Fi[~u= ~v1は ti個に等分割可能な設備である．よって，これと部分設備

S1[ ~v0= ~wで構成される部分木 F[ ~v0= ~v1は，t個に等分割可能な設備である．

性質 2 最適な等分割可能な設備 Foptは中点 qを含む．

証明　 Foptが qを含まないと仮定する．Foptの根を vとし，vの親頂点を v0とする．性質

1より，等分割可能な設備 F = Fopt[ ~v0= ~wがある．また，v0を含み Foptの頂点を含まな
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図 4.9: 等分割可能設備の部分設備と残余部分木

い最大の部分木を T 0，wを含み Fの頂点を含まない最大の部分木を T 00とする．距離和の

差分 d(Fopt) � d(F ) = jT 0j � jT 00j であり，中点 qは重心であるから jT 0j > jT 00j なので，
d(Fopt) > d(F )となり，Foptは最適な等分割可能な設備ではない．

また，設備 F 0，F 00の距離和と設備 F 0 [ F 00の距離和との間に，性質 3の関係が成り立つ．

性質 3 同じ頂点を有しない部分木 T 0，T 00を考える．但し，T 0の頂点 v1と T 00の頂点 v2を

結ぶ Tqの辺がある．また，T 0に設備 F 0があり，v1は F 0に含まれる．T 00に設備 F 00があり，

v2は F 00に含まれる場合，部分木 T 0 [ T 00に対する設備 F 0 [ F 00の距離和 d(T 0 [ T 00;F 0 [F 00)

は，距離和の定義より次式で表される．

d(T 0 [ T 00;F 0 [ F 00) = d(T 0;F 0) + d(T 00;F 00)． (4:12)

T 00に設備がない場合，距離和 d(T 0 [ T 00;F 0)は，次式で表される．

d(T 0 [ T 00;F 0) = d(T 0;F 0) + d(T 00; ~v2) + jT 00j: (4:13)

4.3.3.3 前処理

等分割可能な設備を求めるために，動的プログラミング法を用いる．ここで前処理とし

て，有向木 Tq，各頂点 vに対する jTvjと，置換関数�[i; j]を求める必要がある．
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中点 qを根とする有向木 Tqの作成と，各頂点 vに対する jTvjの算出は，文献 [39]で証明

されている各々O(n)時間のアルゴリズムを用いる．

また，i = 1～�での，i個の要素の置換関数�[i; j]の数は，
P�

i=1 j�[i]jである．また，各
置換関数�[i; j]は O(�)時間で作成できる．従って，置換関数全体の作成は，

�
P�

i=1 j�[i]j � �2j�[�]j
　　 � (� log n= log log n)2n�(1+log�)

　　 < O(n�(1+log�)+1)

(4:14)

より，O(n�(1+log�)+1)時間となる．

4.3.3.4 主処理

木構造ネットワークの頂点 vに対する部分木 T j
v (i)の制約設備および弱制約設備を求め

る．この繰り返しにより Tqの最適な弱制約設備を求め，Tの最適な等分割可能な設備配置

を得ることができる．以下に，制約設備の定義と性質について説明する．

（１）弱制約設備

部分木 T 0の部分木である設備のうち，サイズ l0の部分設備と，l0より小さいサイズで T 0

の根を含む部分設備が多くとも 1つで構成され，T 0の根を含むものを，部分木 T 0の弱制約

設備と定義する．この l0より小サイズの部分設備を小設備とよぶ．

サイズ l0の部分設備数と小設備のサイズが等しい部分木 T 0の弱制約設備のうち，T 0に対

する距離和が最小となるものを，T 0の最適な弱制約設備とよぶ．サイズ l0の部分設備 k個と

サイズ l0の小設備で構成される，部分木 Tvの最適な弱制約設備を，F (v; k; l0)と表す．小

設備がない時，l0 = 0 で表す．また F (v; 0; 0) は，サイズ 0 の設備~vとする．Tvに対する

F (v; k; l0)の距離和を d(v; k; l0)と表す．なお，弱制約設備が存在しない状態を，次式で表

現する．
F (v; k; l0) = none，

d(v; k; l0) =1．
(4:15)

性質 2より，最適な等分割可能な設備 Foptは，次式で得られる．

Fopt = F (q; t; 0)，

d(Fopt) = d(q; t; 0)．
(4:16)

（２）制約設備
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部分木 T 0の根を vとする．サイズ l0の小設備 S1とサイズ l0の部分設備 Siで構成される，

T 0の弱制約設備 F 0は，次式で示される．

F 0 = S1 [
k+1[
i=2

Si，v 2 V (S1)． (4:17)

部分木 T 0の弱制約設備のうち，任意の i < jに対して次の条件 (a)(b)を満すものを，部分

木 T 0の制約設備と定義する．

(a) 根の子頂点 vi，vjが同一部分設備 Sに含まれるならば，i < r < jなる子頂点 vrは

Sに含まれるか，どの部分設備にも含まれない．

(b)根の子頂点 vi が小設備に含まれるならば，vjは小設備に含まれるかどの部分設備

にも含まれない．

サイズ l0の部分設備数と小設備のサイズが等しい部分木 T 0の制約設備のうち，T 0に対す

る距離和が最小となるものを，T 0の最適な制約設備とよぶ．サイズ l0の部分設備 k個とサ

イズ l0の小設備で構成される，部分木 T j
v (i) の最適な制約設備を，F (v; k; l0; j; i) と表す．

T j
v (i)に対する F (v; k; l0; j; i)の距離和を，d(v; k; l0; j; i)と表す．なお，制約設備が存在し

ない状態を，次式で表現する．

F (v; k; l0; j; i) = none

d(v; k; l0; j; i) =1
(4:18)

（３）制約設備と弱制約設備の性質

制約設備と弱制約設備に対して，以下に示す性質 4，5が得られる．

性質 4 部分木Tvの最適な弱制約設備F (v; k; l0)と，部分木T j
v (dv)の最適な制約設備F (v; k; l0; j; dv)

の間には，1 � j � j�(dv)jを満たすある jに対して以下の関係がある．

F (v; k; l0) = F (v; k; l0; j; dv)． (4:19)

証明　最適な弱制約設備 F (v; k; l0)を構成する部分設備を Si(i � 1)と表す．但し，S1を小

設備，S0を設備なしを示す記号とする．子頂点 viを含む部分設備を Sg(i)と表し，g(i)を降順

にソートする置換を�[dv; j]と表すと，F (v; k; l0)は T j
v (dv)の制約設備である．一方，T

j
v (dv)

の制約設備は Tvの弱制約設備である．よって，d(v; k; l0) = d(v; k; l0; j; dv)，F (v; k; l0) =

F (v; k; l0; j; dv)．
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入力： 頂点 v，変数 k，l0，j，i，

T j
v (i� 1)の最適な制約設備

d(v; �; �; j; i� 1)，F (v; �; �; j; i� 1)，

Tv�[dv;j](i)の最適な弱制約設備

d(v�[dv;j](i); �; �)，F (v�[dv ;j](i); �; �)
出力： T j

v (i)の最適な制約設備

d(v; k; l0; j; i)，F (v; k; l0; j; i)

1. i = 1; l0 = 0; k = 0の場合

　 d(v; k; l0; j; i) = d(v�[dv ;j](i); 0; 0) + jTvij
　 F (v; k; l0; j; i) =~v

2. i = 1; l0 = 0; k > 0の場合

　 d(v; k; l0; j; i) = d(v�[dv ;j](i); k � 1; l0 � 1)

　 F (v; k; l0; j; i) = F (v�[dv ;j](i); k � 1; l0 � 1)[~v
3. i = 1; l0 > 0の場合

　 d(v; k; l0; j; i) = d(v�[dv ;j](i); k; l0 � 1)

　 F (v; k; l0; j; i) = F (v�[dv ;j](i); k; l0 � 1)[~v
4. i > 1; l0 = 0; k = 0の場合

　 d(v; k; l0; j; i) = d(v; k; l0; j; i� 1)

　　　　　+d(v�[dv ;j](i); 0; 0) + jTv�[dv;j](i) j
F (v; k; l0; j; i) = F (v; k; l0; j; i� 1)

5. i > 1; l0 = 0; k > 0の場合

　次の各 k1; l1の場合の dを比較し，最少となる場合に

対応する設備 Fを選択し F (v; k; l0; j; i)とする

1) 0 � k1 < k; 0 � l1 < l0の場合

d = d(v; k1; l1; j; i� 1)

　 +d(v�[dv;j](i); k � k1 � 1; l0 � l1 � 1)

F = F (v; k1; l1; j; i� 1)

　 [F (v�[dv ;j](i); k � k1 � 1; l0 � l1 � 1)
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2) k1 = k; l1 = 0の場合

d = d(v; k1; l1; j; i� 1)

+d(v�[dv ;j](i); k � k1; l0 � l1) + jTv�[dv;j](i) j
F = F (v; k1; l1; j; i� 1)

6.i > 1; l0 � 0; k = 0の場合

　次の各 k1; l1の場合の dを比較し，最少となる場合に

対応する設備 Fを選択し F (v; k; l0; j; i)とする

1) k1 = 0; 0 � l1 < l0の場合

　 d = d(v; k1; l1; j; i� 1)

+d(v�[dv ;j](i); k � k1; l0 � l1 � 1)

F = F (v; k1; l1; j; i� 1)

[F (v�[dv;j](i); k � k1; l0 � l1 � 1)

2) k1 = 0; l1 = l0の場合

　 d = d(v; k1; l1; j; i� 1)

+d(v�[dv ;j](i); k � k1; l0 � l1) + jTv�[dv;j](i) j
F = F (v; k1; l1; j; i� 1)

7.i > 1; l0 > 0; k > 0の場合

　次の各 k1; l1の場合の dを比較し，最少となる場合に

対応する設備 Fを選択し F (v; k; l0; j; i)とする

1) 0 � k1 � k; 0 � l1 < l0の場合

d = d(v; k1; l1; j; i� 1)

+d(v�[dv ;j](i); k � k1; l0 � l1 � 1)

F = F (v; k1; l1; j; i� 1)

[F (v�[dv ;j](i); k � k1; l0 � l1 � 1)

2) k1 = k; l1 = l0の場合

　 d = d(v; k1; l1; j; i� 1)

+d(v�[dv ;j](i); k � k1; l0 � l1) + jTv�[dv;j](i) j
F = F (v; k1; l1; j; i� 1)

||||||||||||||||||||||||

図 4.10: 部分木の最適な制約設備を求めるアルゴリズム
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性質 5 同じ頂点を有しない部分木 T 0，T 00を考える．但し，T 00の根 vkは，T 0の根 vの子頂

点とする．また，T 0に含まれる vの子頂点 viは，i < kを満たすとする．部分木 T 0 [T 00の最

適な制約設備は，部分木 T 0の最適な制約設備であるか，部分木 T 0の最適な制約設備と部分

木 T 00の最適な弱制約設備の結合で表される．

証明　 T 0[T 00の最適な制約設備を Fとする．T 0[T 00の根は vである．Fが T 0の部分木の場

合，Fは T 0の制約設備である．式 (4.13)より，Fは T 0の最適な制約設備でなければならな

い．Fが T 0の部分木でない場合，V (F 0) = V (F )\V (T 0)なる部分木を F 0とし，F 00 = F=F 0

とする．F = F 0 [ F 00であり，F 0は T 0の制約設備，F 00は T 00の弱制約設備である．式 (4.12)

より，F 0は T 0の最適な制約設備であり，F 00は T 00の最適な弱制約設備でなければならない．

なお，性質 5より，部分木 T 0に制約設備が存在しない場合，部分木 T 0 [ T 00に制約設備は

存在しない．また T 00に弱制約設備が存在しない場合，部分木 T 0 [ T 00の制約設備は T 0の制

約設備になる．すなわち，T 0の制約設備を F 0，T 00の弱制約設備を F 00，T 0 [ T 00の制約設備

を Fとすると，次式が示される．

F = none (F 0 = none)，

F = F 0 (F 00 = none)．
(4:20)

（４）設備の導出

vが葉頂点の場合，最適な制約設備 F (v; k; l0; j; i)と距離和 d(v; k; l0; j; i)は，次式で表さ

れる．
F (v; 0; 0; j; i) =~v，

d(v; 0; 0; j; i) = 0．

F (v; k; l0; j; i) = none，

d(v; k; l0; j; i) =1 (k > 0 or l0 > 0)．

(4:21)

すなわち，k = 0，l0 = 0の場合のみ設備が存在する．

次に，頂点 vが内部頂点の場合は，次の補題が得られる．

補題 1 内部頂点 vの部分木 T j
v (i)の最適な制約設備 F (v; k; l0; j; i)は，図 4.10に示すアル

ゴリズムにより求まる．
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図 4.11: 部分木と最適な制約設備

証明　部分木 T j
v (i)の最適な制約設備 F (v; k; l0; j; i)は，性質 5より，図 4.11に示すように

2つの設備の結合で表すことができる．i = 1の場合は，部分木 Tv�[dv;j](1)における最適な弱

制約設備と部分設備~vとの結合となり，次式が成り立つ．

F (v; k; l0; j; i) = F (v�[dv ;j](1); k1; l1) [ v． (4:22)

但し，k1，l1は k，l0により定まる値で，図 4.10における場合 1.～3.の代入式右辺で与えら

れる．

i > 1の場合は，以下の (1)(2)のいずれかになる．

(1) 部分木 T j
v (i� 1)の最適な制約設備 F (v; k; l0; j; i� 1)．

(2) 部分木 T j
v (i� 1)の最適な制約設備 F (v; k1; l1; j; i� 1)と部分木 Tv�[dv;j](i)の最適な

弱制約設備 F (v�[dv ;j](i); k2; l2)の結合．

但し，k1，k2，l1，l2は k，l0により定まる組合せであり，k2，l2は k1，l1が定まると一意に

決まる．
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従って，i > 1の場合，次式が成り立つ．

F (v; k; l0; j; i) =8>>>><
>>>>:

F (v; k; l0; j; i� 1)

or

F (v; k1; l1; j; i� 1) [ F (v�[dv ;j](i); k2; l2)．

(4:23)

ここで，l1 � l0または l0 = 0である．また l0 > 0のとき，制約設備の条件 (b)より，k1 < k

ならば l1 < l0となる．したがって，各 i，k，l0に対し，k1，l1として図 4.10に示された場

合のみを調べれば良い．たとえば，i > 1，k = 0の場合，図 4.10の場合 6に示すように，

k1 = 0かつ 0 � l1 � l0で，l0 + 1個の最適な制約設備の候補 Fが比較され，dが最小とな

る Fが最適な制約設備 F (v; k; l0; j; i)になる．

補題 2 中点 qを根とし，各頂点の次数が� log n= log log n以下である有向木 Tqに対し，最

適な等分割可能な設備 Foptを求めるアルゴリズムは O(n�(1+log�)+3)時間で実行できる．

証明　 F (v; k; l0; j; i)において，vと iの組合せの数は，各 vの子頂点 viの総和 n�1である．

kと l0の組合せの数は，(t+1) � l0 � 2nである．�[dv; j]の組合せの数は，j�[dv]j � n�(1+log�)

である．したがって，組合せの総数は O(n�(1+log�)+2)となる．また，図 4.10における設備

の結合 fと距離和 dはO(1)時間で算出できる．そして，距離和の最小値を求めるための比

較回数は (k + 1) � l0 � 2nである．したがって，各 F (v; k; l0; j; i)は O(n)時間で算出でき，

組合せ総数から全 F (v; k; l0; j; i)は O(n�(1+log�)+3)時間で算出できる．

同様に，F (v; k; l0) における組合せの総数は O(n2) であり，性質 4より各 F (v; k; l0) は

O(n�(1+log�)) 時間で算出できるので，全 F (v; k; l0) は O(n�(1+log�)+2) 時間で算出できる．

したがって，各 F (v; k; l0; j; i)，F (v; k; l0)を葉から根の順に算出することにより，最適な

等分割可能な設備 Foptは O(n�(1+log�)+3)時間で算出できる．

4.3.3.5 配置アルゴリズムと実行時間

補題 1より，木構造ネットワークに等分割可能な設備を配置するアルゴリズムは図 4.12

のようになる．配置アルゴリズムは，有向木 Tqの作成，部分木のサイズ jTvj算出および置
換関数�[i; j]の表を作成する前処理と，部分木の最適な制約および弱制約設備算出の繰り

返しによる主処理部分よりなる．

なお，木 Tに等分割可能な設備が存在しない場合，Fopt = noneとなる．
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入力： 木 T，設備のサイズ l，分割数 t

出力： 最適な等分割可能な設備 Fopt

1. 前処理

中心 qを根とする有向木 Tq作成

各頂点 vに対する jTvj算出
各置換関数�[i; j]の表を作成

2. 主処理

S = fTqの頂点リストで，各頂点 vはそのすべて

の子頂点 vkの後方に置かれるもの g
while S 6= � f
　 Sの先頭から頂点 vを取り出す

for j = 1 to j�[dv]j
　 for i = 1 to dv

　 for k = 0 to t

　 for l0 = 0 to l0 � 1

　 d(v; k; l0; j; i)および

F (v; k; l0; j; i)の算出

for k = 0 to p

　 for l0 = 0 to l0 � 1

　 F (v; k; l0)，d(v; k; l0)の算出

g
Fopt = F (q; p; 0)

||||||||||||||||||||||||

図 4.12: 木構造ネットワーク上への等分割可能な木形状設備の配置アルゴリズム
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このアルゴリズムの実行時間は定理 1により求まる．

定理 1 各頂点の次数が� log n= log log n以下である木構造ネットワークに対する最適な等

分割可能な設備 Foptは，O(n�(1+log�)+3)時間で算出できる．

証明　前処理の実行時間は 4.3.3節より，主処理の実行時間は補題 2であるから，全体の実

行時間は O(n�(1+log�)+3)となる．

各頂点の次数が log n= log log n以下，すなわち� = 1の場合の配置アルゴリズムの実行

時間は O(n4)である．

4.3.4 まとめ

本節では，低速通信路や高速通信路が混在する非均質な木構造通信ネットワークを，同

一サイズの部品からなる高速通信路を用いて構築する問題について議論した．具体的には，

木構造ネットワークに対する，距離和が最少となる等分割可能な木形状設備配置問題を示

し，その配置アルゴリズムを提案した．そして，この設備配置アルゴリズムは各頂点の次

数が� log n= log log n以下の木構造ネットワークにおいて O(n�(1+log�)+3)時間で実行でき

ることを示した．これにより，大規模な木構造ネットワークに等しいサイズの部品からな

る設備を配置した，高性能で従来よりコストパフォーマンスの高い通信ネットワークシス

テムを構築することができる．

4.4 複数個の同サイズ木形状設備の配置

本節では，頂点数 nで次数が O(log n= log log n)である木構造ネットワーク上に，互いに

重ならないように，複数個の同一サイズの木形状設備を配置する．すなわち，サイズ lの設

備 p個を，各設備の距離和の総和が最少となるよう配置する．但し，プロセッサ間通信で

は，ネットワークの中継プロセッサ数（頂点数）が通信時間を支配するため，通信路（各

辺）の長さを 1として考える．これにより，高速通信路と低速通信路を組み合わせた効率

的な木構造通信ネットワークが構築できる．

複数個の設備配置において，設備を重ねることにより，さらなる性能向上が期待できる．

すなわち，複数個の設備が配置された辺は，同時に複数の通信が可能となる．これにより，
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図 4.13: 木構造ネットワークの複数設備配置

通信ネットワークシステム全体の性能が向上する．そこで，通信コストの評価指標を，設

備が重なる場合にも利用できるよう一般化する．

初めに，木構造ネットワーク上の複数設備の配置を説明し，ネットワーク上の設備配置

に対する評価指標である距離和の総和を説明する．次に，複数設備の配置で用いる表記と

性質を説明する．更に，互いに重ならない設備よりなる複数設備の配置を求めるアルゴリ

ズムと実行時間について議論する．

4.4.1 木構造ネットワーク上の設備配置

4.4.1.1 複数設備

木構造ネットワークは木 Tで表される．木 Tの頂点集合を V (T )，辺集合を E(T ) と表

す．木 Tの各辺 (v; w) 2 E(T )は，2頂点 v，w 2 V (T )を長さ d(v; w)でつないでいる．本

章では，ネットワークの中継点数を重要と考え，長さ d(v; w)は 1とする．木 T 0の頂点数

を jT 0jと表す．nは木 Tの頂点数 jT jである．bは木 Tのバンド幅である．木 T 0の部分木

T 00は，V (T 00) � V (T 0)，E(T 00) � E(T 0)なる木である．なお，頂点 vのみの部分木を~vと

表す．V (~v) = fvg，E(~v) = �である．

木構造ネットワーク上への複数設備の配置を考える．設備 Sは木 Tの部分木である．設

備 Sのサイズ lは，設備の辺の長さの総和である．本章では各辺の距離を 1とするため，l

は設備の辺の数 jE(S)jとなる．複数設備 Fは，p個の同一サイズの設備 Si（i = 1; :::; p）
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図 4.14: 最適な複数設備

の集まりとし，次式で表す．

F = fS1; S2; :::; Spg (4:24)

図 4.13に，木構造ネットワークにおける複数設備の例を示す．複数設備 Fは，サイズ 3の

4個の設備 S1，S2，S3，S4で構成される．

4.4.1.2 距離和の総和

ネットワーク上への設備配置問題の評価指標として距離和の総和がある．2頂点 v，w間

の距離 d(v; w)は，頂点 v，w間の経路 (パス)の辺の長さの総和である．頂点 vと設備 Sと

の距離 d(v; S)は，vと Sとの最少距離

d(v; S) = min
w2V (S)

d(v; w)． (4:25)

である．設備 Sの距離和 d(S)は，Sと Tの各頂点 uとの距離の総和で，次式で与えられる．

d(S) =
X

v2V (T )

d(v; S)． (4:26)

複数設備 Fの距離和の総和D(F )は，複数設備 Fを構成する各設備の距離和の総和であり，

次式で表す．

D(F ) =
X
Si2F

d(Si) (4:27)

図 4.14(a)に，木構造ネットワークにおける設備の例を示す．設備 Sのサイズは l = 3で

ある．また，設備 Sに対する距離 0，1，2の頂点が各々4，6，1個なので，式 (4.26)より，
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設備 Sの距離和は d(S) = 8である．この値は，サイズ 3の設備のうちで最小である．図

4.14(b)に，木構造ネットワークにおける複数設備の例を示す．複数設備 Fは，設備 S1，S2

の集まりである．各設備の距離和は d(S1) = 9，d(S2) = 13なので，式 (4.27)より，複数設

備 Fの距離和の総和はD(F ) = 22となる．この値は，互いに重ならないサイズ 3の設備 2

個で構成される複数設備のうちで最小である．

4.4.1.3 複数設備の評価指標

本節では，距離和の総和 D(F ) が最小となる複数設備を最適な複数設備と定義する．

Hakimi等 [37]は，設備全体に対する距離和や偏差を評価指標とした場合を検討した．しか

し，通信量の多いシステムでは，一つの通信にすべての設備を占有させた場合，システム

全体の性能向上が不十分な場合がある．たとえば，図 4.14(b)で，点 uと v間で双方向の通

信が同時に行われるとする．サイズ 6の設備 S1 [ S2を配置する場合，一方の通信では，設

備を用いることにより，通信コストは 0になる．しかし，他方の通信は設備を使用できず，

通信コストは 4となる．一方，それぞれの通信が設備 S1，S2の一つを用いる場合，通信コ

ストはともに 2となる．通信コスト最大の通信が，システム全体の性能を決定する場合も

多い．このとき，複数設備を用いることで，システム全体の性能向上が期待できる．そこ

で，本節では，各通信にランダムに選択した一つの設備を使用させる場合を議論する．そ

して，平均通信コストを最小とする複数設備を求める．これは，距離和の総和 D(F )を最

小とする複数設備 Fである．

また，複数設備の各設備を重ねない場合，重ねた場合に比べて平均通信コストは増大す

る．たとえば，図 4.14(a)の設備 Sを二重に重ねた場合の距離和の総和は 16であるのに対

し，図 4.14(b)の複数設備 Fの距離和の総和は 22である．しかし，各設備を重ねない場合，

各設備をネットワーク上に個別に配置できるので，通信システムの構築・保守コストの低

減が期待できる．そこで，本節では，複数設備の各設備を重ねない．

本節では，木構造ネットワーク Tに対し，設備サイズ lおよび設備数 pを指定した場合

の，互いに重ならない設備よりなる最適な複数設備 Foptを求めるアルゴリズムについて議

論する．但し，Tの各頂点の次数は，� log n= log log n以下と仮定する．なお，�は定数で

ある．
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4.4.2 表記と性質

4.4.2.1 表記

木 Tの中点（median）qは，距離和 d(~v)が最少となる頂点 vである．Tに対し中点 qを根

（root）とする有向木を Tqと表す．図 4.15に Tqの例を示す．頂点 vの子頂点の数は dvと表

す．vの子頂点は vi（1 � i � dv）と順序付けて表す．なお，中点 qは重心（centroid）で

ある．すなわち，qを有しない Tの部分木の頂点数が jT j=2以下になることが知られている
[33]．本章では，子頂点数 dvは次式のように制限する．

dv � � = � log n= log log n． (4:28)

木 Tのバンド幅を bとする．すなわち，バンド幅 bは，同じ辺 e 2 E(T )で重なることので

きる設備数の上限である．なお，設備 S1と S2が重なるとは，S1と S2が同じ辺 eを有する

ことをいう．

部分木の結合を T 0 [ T 00とすると，次式を満たす．

V (T 0 [ T 00) = V (T 0) [ V (T 00)，

E(T 0 [ T 00) =
S
v;w2V (T 0[T 00);(v;w)2E(T )f(v; w)g．

(4:29)

また，部分木の削除を T 0=T 00とすると，

V (T 0=T 00) = V (T 0)=V (T 00)，

E(T 0=T 00) =
S
v;w2V (T 0=T 00);(v;w)2E(T )f(v; w)g．

(4:30)

が与えられる．

部分木 T 0の頂点 vで，Tqの根 qであるか，その親頂点が V (T 0)に含まれないものを，部

分木 T 0の根とよぶ．部分木 T 0の根を，root(T 0)と表す．また，頂点 vを根とする最大の部

分木を，Tvと表す．

設備 Si（i = 1; :::; p）で構成される設備集合 F 0は，次式で表す．

F 0 = fS1; S2; :::; Spg． (4:31)

設備集合 F 0と設備集合 F 00の結合 F 0[S 0] + F 00[S 00]は，次式で表す．但し，設備 S0 2 F 0，

S 00 2 F 00とする．

F 0[S 0] + F 00[S 00] = (F 0=fS 0g) [ (F 00=fS 00g) [ fS0 [ S 00g． (4:32)
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図 4.15: 根が中点 qである有向木 Tq

設備集合 F 0において，頂点 vを有する設備数 NF 0(v)，辺 eを有する設備数を BF 0(e)は，

次式で表す．
NF 0(v) = jfSijv 2 V (Si); Si 2 F 0gj，
BF 0(e) = jfSije 2 E(Si); Si 2 F 0gj．

(4:33)

また，頂点 vとその親頂点 v0との間の辺 (v; v0)を有する設備数BF 0((v; v0))は，BF 0(v)と略

して表す．但し，BF 0(q) = 0とする．

木 Tの互いに同じ頂点を有しない部分木を T j（j = 1; 2; :::）と表したときに，V (T 00) =

[jV (T
j)，E(T 00) = [jE(T

j)で表されるものを，森 T 00とよぶ．このとき，各 T jを T 00の断

片とよぶ．

設備集合 F 0に対し，バンド iの森Gi
F 0（1 � i � b）は，次式で表される．

E(Gi
F 0) = fejBF 0(e) � ig，

V (Gi
F 0) = fvj(v; u) 2 E(Gi

F 0)g．
(4:34)

なお，i < jに対し，森 G
j
F 0の各断片は，Gi

F 0の対応する断片の部分木となる．

設備集合 F 0に対し，バンド i の森 Gi
F 0が存在する最大の i を，F 0のバンド MF 0と表す．
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すなわち，次式で表される．

MF 0 = i

where E(Gi+1
F 0 ) = � and E(Gi

F 0) 6= �．
(4:35)

但し，G1
F 0 = �の場合，MF 0 = 0とする．

複数設備 Fは，Fの各設備 Sjのサイズが lであり，木 Tの各辺 eに対する設備数 BF (e)

が Tのバンド幅 b以下である設備集合である．すなわち，次式で表される．

jE(Sj)j = l forall Sj 2 F，

BF (e) � b forall e 2 E(T )．
(4:36)

また，複数設備 Fを構成する設備の数 pは，次式を満足する．

p � b(n� 1)=l． (4:37)

部分木 T 0における森 Gの距離和 d(T 0;G)は，次式で表す．

d(T 0;G) =
X

v2V (T 0)

d(v;G) (4:38)

但し，d(v;G)は，森 Gの各頂点と頂点 vとの距離の最小値である．

また，部分木 T 0における設備集合 F 0の部分距離和D(T 0;F 0)は，T 0における F 0のバンド

iの森Gi
F 0の距離和と，Tqにおけるサイズ l以上の各設備の根の距離和の総和とする．すな

わち，次式で表される．

D(T 0;F 0) =
PMF 0

i=1 d(T 0;Gi
F 0) +

P
Sj2F 0;jSj j�l d( ~root(Sj))． (4:39)

木 Tのバンド幅 bが 1の場合，D(T 0;F 0)は次式で表される．

D(T 0;F 0) = d(T 0;
S
Sj2F 0 Sj) +

P
Sj2F 0;jSj j�l d( ~root(Sj))． (4:40)

4.4.2.2 複数設備の性質

木構造ネットワーク Tに対する最適な複数設備 Fは，Tの中点 qを根とする有向木 Tqに

対して，以下に示す性質を有する．

性質 6 木 Tqの頂点を v，vの親頂点を v0とする．但し，v0は根でないとする．最適な複数

設備 Fにおいて，辺 (v; v0)を有する設備数 BF (v) � BF (v
0)である．
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証明　頂点 vにおいて，BF (v) > BF (v
0)とする．このとき，頂点 v0を根とする設備 Sが

存在する．頂点 u 2 V (S)は，Tvの葉であるか，uの全ての子頂点 uiが ui =2 V (S)となる

頂点とする．設備 S 0 = S[~v0=~uとする．中点 qの定義より jTuj < jTvj � jT j � jTvjである
から，d(S 0) = d(S)� (jT j � jTvj) + jTuj < d(S)．設備集合 F 0 = F [ fS 0g=fSgとする．明
らかに，F 0は複数設備である．d(F 0) < d(F )なので，Fは最適な複数設備でない．

性質 6より，最適な複数設備 Fに対するバンド iの森Gi（1 � i � b）は，部分木となる．

また，性質 6と同じ理由により，各 Giは頂点 qを有する．

また，次の性質 7，8が成り立つ．

性質 7 最適な複数設備 Fの距離和総和D(F )は，Fに対する各バンド iの部分木の距離和

d(Gi
F )に，各設備 Sjの根の距離和 d( ~root(Sj))を加えた値から，中点の距離和 d(~q)を減じ

たものに等しい．

証明　図 4.16に，複数設備 Fが配置されたときの木 Tqの頂点 vを示す．NF (v)と BF (v)

は，頂点 vに対応する設備数である．T i
vは，部分木~vと，vの子頂点 vjのうち BF (vj) = iで

あるものに対する部分木 Tvjを結合したものである．T
r
vは，T=Tv[~vとする．このとき，距

離和の総和D(F )の，根 q以外の頂点 vで与えられる部分Dv(F )は，次式で表される．

Dv(F ) = (NF (v)� BF (v))d(T
r
v ;~v) +

PBF (v)
i=0 (NF (v)� i)d(T i

v;~v)

= (NF (v)� BF (v))d(~v) +
PBF (v)�1

i=0 d([i
j=0T

i
v;~v)．

(4:41)

同様に，D(F )の根 qで与えられる部分 Dq(F )は，次式で表される．

Dq(F ) = (NF (q)� 1)d(~q) +
PNF (q)�1

i=0 d([i
j=0T

i
q ;~q)． (4:42)

ここで，NF (v)� BF (v)は，頂点 vを根とする設備 Sjの数となる．従って，距離和の総和

D(F )は，次式で表される．

D(F ) =
P

v2V (G1
F
)Dv(F )

= �d(~q) +PMF

i=1 d(G
i
F ) +

P
v2V (G1

F
)(NF (v)�BF (v))d(~v)

= �d(~q) +PMF

i=1 d(G
i
F ) +

P
Sj2F d( ~root(Sj))．

(4:43)

性質 8 最適な複数設備 Foptは，部分距離和 D(Tq;F )が最小となる複数設備 Fである．
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図 4.16: 複数設備 Fが配置されたときの木 Tqの頂点 v

証明　性質 7より，距離和の総和D(F )と部分距離和D(Tq;F )の間に，次の関係が示さ

れる．

D(F ) = D(Tq;F )� d(~q)． (4:44)

よって，最適な複数設備 Foptは，部分距離和 D(Tq;F )が最小となる Fである．

設備集合 F 0，F 00の部分距離和と設備集合 F 0 [ F 00の部分距離和の間に，性質 9の関係が

成り立つ．

性質 9 同じ頂点を有しない部分木 T 0，T 00を考える．T 0の頂点 v1は，T 00の頂点 v2の親頂点

とする．T 0に設備集合 F 0があり，その設備の一つ S 0は v1を有する．T 00に設備集合 F 00があ

る場合，その設備の一つ S 00は v2を有する．F 0のバンド HF 0は，F 00のバンド HF 00より小さ

くないとする．また，設備集合 F 0，F 00の最大バンドの部分木 G
MF 0

F 0 ，G
MF 00

F 00 は，各々頂点

v1，v2を有するとする．このとき，部分木 T 0 [ T 00に対する設備集合 F 0[S 0] + F 00[S 00]の部

分距離和D(T 0 [ T 00;F 0[S 0] + F 00[S 00])は，次式で表される．

D(T 0 [ T 00;F 0[S 0] + F 00[S 00]) =8>>>>>>>><
>>>>>>>>:

D(T 0;F 0) + �

(F 00 = �)

D(T 0;F 0) +D(T 00;F 00) + � + 


(F 00 6= �)．

(4:45)
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但し，�，
は，次式で表される．

� = (MF 0 �MF 00)(d(T 00; ~v2) + jT 00j)，

 =8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><

>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

0

(jS0j+ jS00j+ d(v1; v2) < l or jS0j � l and jS00j < l)

d( ~v1)

(jS0j+ jS00j+ d(v1; v2) � l and jS0j; jS 00j < l)

d( ~v1)� d( ~v2)

(jS0j < l and jS00j � l)

�d( ~v2)
(jS0j; jS 00j � l)．

(4:46)

証明　 F 00が存在しない場合は，次式が成立する．

D(T 0 [ T 00;F 0[S 0] + F 00[S 00])

=
PMF 0

i=1 d(T 0 [ T 00;Gi
F 0[S0]+F 00[S00]) +

P
Sj2F 0[S0]+F 00[S00];jSj j�l d( ~root(Sj))

=
PMF 0

i=1 (d(T
0;Gi

F 0) + d(T 00; ~v2) + jT 00j) +PSj2F 0;jSj j�l
d( ~root(Sj))

= D(T 0;F 0) + �．

(4:47)

F 00が存在する場合，性質 6より，次式が成立する．

D(T 0 [ T 00;F 0[S 0] + F 00[S 00])

=
PMF 0

i=1 d(T 0 [ T 00;Gi
F 0[S0]+F 00[S00]) +

P
Sj2F 0[S0]+F 00[S00];jSj j�l d( ~root(Sj))

=
PMF 00

i=1 (d(T 0;Gi
F 0) + d(T 00;Gi

F 00)) +
PMF 0

i=MF 00+1(d(T
0;Gi

F 0) + d(T 00; ~v2) + jT 00j)
+
P

Sj2F 0[S0]+F 00[S00];jSj j�l d( ~root(Sj))

= � +
PMF 0

i=1 d(T 0;Gi
F 0) +

PMF 00

i=1 d(T 00;Gi
F 00) +

P
Sj2F 0[S0]+F 00[S00];jSj j�l d( ~root(Sj))

= D(T 0;F 0) +D(T 00;F 00) + � + 
．

(4:48)

4.4.2.3 各設備を重ねない場合の性質

各設備を重ねない場合の複数設備は，木 Tのバンド幅 bが 1の場合の複数設備に等しい．

各設備を重ねない場合の，性質 6，7，9に対応する性質は，以下の性質 10，11，12で示さ

れる．
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木 Tのバンド幅 bが 1の場合，根 q以外の各頂点 v 2 V (G1
F )に対して，BF (v) = 1であ

る．すなわち，最適な複数設備 Fに対するバンド 1の森 G1
Fは，Fの各設備 Sjの結合 [Sj

に等しい．したがって，性質 6は性質 10に，性質 7は性質 11になる．

性質 10 各設備を重ねずに配置する場合，最適な複数設備 Fの各設備 Sjの結合 [Sjは，q
を有するサイズ l � pの等分割可能な設備である．

性質 11 各設備を重ねずに配置する場合，最適な複数設備 Fの距離和の総和 D(F )は，F

の各設備の結合 [Sj2FoptSjの距離和 d([Sj)に，Fの各設備 Sjの根の距離和 d( ~root(Sj))を

加えた値から，中点の距離和 d(~q)を減じたものに等しい．

また，MF 0 = 1，F 00が存在する場合はMF 00 = 1であることから，性質 9は性質 12になる．

性質 12 同じ頂点を有しない部分木 T 0，T 00を考える．T 0の頂点 v1は，T 00の頂点 v2の親頂点

とする．T 0に設備集合 F 0があり，その設備の一つ S 0は v1を有する．T 00に設備集合 F 00があ

る場合，その設備の一つ S 00は v2を有する．各設備を重ねずに配置する場合，部分木 T 0[T 00

に対する設備集合 F 0[S 0] + F 00[S 00]の部分距離和 D(T 0 [ T 00;F 0[S 0] + F 00[S 00])は，次式で表

される．
D(T 0 [ T 00;F 0[S 0] + F 00[S 00]) =8>>>>>>>><

>>>>>>>>:

D(T 0;F 0) + d(T 00; ~v2) + jT 00j
(F 00 = �)

D(T 0;F 0) +D(T 00;F 00) + 


(F 00 6= �)．

(4:49)

但し，
は，性質 9と同じである．

4.4.3 複数個の木形状設備配置アルゴリズム

Tamir等 [36]は，動的プログラミング法を用いた木設備の配置アルゴリズムを示してい

る．性質 10より，4.3章のアルゴリズムの評価指標を性質 11に変更することで，木構造ネッ

トワーク Tの，互いに重ならない設備よりなる複数設備の最適な配置を求めることができ

る．また，性質 11の評価指標算出に必要な jTvjと d(~v)は，前処理として，文献 [39]で証

明されているそれぞれ O(n)時間のアルゴリズムを用いることができる．したがって，4.3

章と同じく，次の定理 2が成り立つ．
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定理 2 各頂点の次数が� logn= log log n以下である木構造ネットワークに対する，互いに

重ならない設備よりなる最適な複数設備 Foptの算出は，O(n�(1+log�)+3)時間で実行できる．

4.4.4 まとめ

本節では，低速通信路や高速通信路が混在する非均質な木構造通信ネットワークを，同

一サイズの高速通信路を複数個用いて構築する問題について議論した．具体的には，木構

造ネットワークに対する，距離和の総和が最小となる複数個の同一サイズの木形状設備の

配置問題を示し，そのアルゴリズムを提案した．そして，この配置アルゴリズムは各頂点の

次数が� log n= log log n以下の木構造ネットワークにおいて O(n�(1+log�)+3)時間で実行で

きることを示した．これにより，大規模な木構造ネットワークに等しいサイズの設備を複

数個配置した，通信量の多い場合に高性能でコストパフォーマンスの高い通信ネットワー

クシステムを構築することができる．

4.5 むすび

本章では，木構造の通信ネットワークに対する，構築コストを重視した木形状の高速通

信路設備の配置について議論した．

先ず，平衡二分木における設備配置について議論し，木形状設備を配置することにより

低速通信路と高速通信路の混在する低コストで高性能な木構造通信ネットワークシステム

を構築できることを明らかにした．そして，実用性の観点から，実際に通信ネットワーク

システムを構築する問題点について検討し，同一サイズの部分設備で構成される設備配置

問題や，同一サイズの複数個の設備の配置問題が重要であることを示した．

次に，低速通信路や高速通信路が混在する非均質な木構造通信ネットワークを，同一サ

イズの部品からなる高速通信路を用いて構築する問題について議論した．具体的には，木

構造ネットワークに対する，距離和が最少となる等分割可能な木形状設備配置問題を示

し，そのアルゴリズムを提案した．そして，この設備配置アルゴリズムは各頂点の次数が

� log n= log logn以下の木構造ネットワークにおいて O(n�(1+log�)+3)時間で実行できるこ

とを示した．

更に，低速通信路や高速通信路が混在する非均質な木構造通信ネットワークを，同一サ

イズの高速通信路を複数個用いて構築する問題について議論した．具体的には，木構造ネッ
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トワークに対する，距離和の総和が最小となる複数個の同一サイズの木形状設備配置問題

を示し，そのアルゴリズムを提案した．そして，この配置アルゴリズムは各頂点の次数が

� log n= log logn以下の木構造ネットワークにおいて O(n�(1+log�)+3)時間で実行できるこ

とを示した．

本章の議論により，大規模な木構造ネットワークに等しいサイズの部品からなる設備を配

置することによる従来よりコストパフォーマンスの高い通信ネットワークシステムや，等し

いサイズの設備を複数個配置することによる通信量の多い場合に高性能でコストパフォー

マンスの高い通信ネットワークシステムを構築する方法が示された．
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第 5章

設備内の通信コストを重視した設備配置

5.1 ネットワークにおける設備内の通信コスト

4章では，木構造の通信ネットワークに対する，構築コストを重視した木形状の高速通

信路設備配置について議論した．先ず，木形状設備の構築コストを重視し，同一小サイズ

の部分設備で木形状設備を構築した場合の通信ネットワーク設備配置問題を示し，その最

適配置を求めるアルゴリズムを提案した．また，同様に複数個の木形状設備を重ねずに配

置する通信ネットワーク設備配置問題について詳しく議論した．このときの評価指標とし

て距離和やその総和を用いた．この評価指標は高速通信設備の性能を一種類とした場合に

有効である．たとえば 10Mbpsの低速通信路に 100Mbpsの高速通信路を追加配置する場合

に利用できる．

しかし，実際には 100Mbpsと 1Gbpsの高速通信路を併用するなどの，さまざまな通信

ネットワークシステムが存在する．多種類の高速通信設備を用いる複雑なネットワークシ

ステムを構築するには，高速通信設備内の通信コストを考慮することが必要である．そこ

で本章では，多種類の高速通信設備を用いるネットワークシステムを構築する指標として，

木構造ネットワークに対する二点間の平均距離が最小となるサイズ lの木形状設備やパス形

状設備の配置について議論する．

なお，4章と同様に，簡単化のため通信トラフィックは考慮せず，通信システムの性能を

通信レイテンシで評価する．すなわち，各通信路の通信コストはその通信路のレイテンシ

である．各通信路の通信コストを通信路（各辺）の長さで表した場合，二点間の通信コス

トは二点間の通信路の長さの和となる．また，設備サイズは設備に含まれる通信路（各辺）
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の長さの和で表される．本章では，実用的な木構造ネットワーク上での設備配置を考える

ために，各辺の長さが 1以外の場合も議論する．

先ず，全対距離和を提案し，全対距離和が最小となる設備の配置について議論する．そ

して，各辺の長さが 1である木構造ネットワークに対する全対距離和最小の木形状設備が

O(n)時間で求まることを示す．

次に，木構造ネットワークの各辺の長さを dとしたとき，通信コスト低減関数 f(d)を用

いて設備内の各辺の長さを dから f(d)に削減する設備配置を提案する．そして，設備によ

る高速化率が一定（f(d) = � � d，�は定数）の場合の最適な設備が，全対距離和を最小と
する設備に等しいことを示す．これにより，たとえば各辺の長さが 1である木構造ネット

ワークに対する最適な設備が O(n)時間で求まることを明らかにする．

更に，各辺のコストを考慮した実用的な最適設備配置問題を検討する．従来のサイズ指

定の設備配置問題は，各辺の長さ aiを設備サイズの制約と設備の評価の両方に用いてきた．

ここでは，設備サイズの制約に対しては辺の長さ ai，設備の評価に対しては辺のコスト ci

としたより実用的な設備配置問題を取り扱い，サイズ指定の木形状やパス形状設備の配置

について議論する．そして，最適な離散木形状設備を配置する疑似多項式時間アルゴリズ

ムを示す．特に，通信ネットワークの各辺の長さが 1の場合には，このアルゴリズムによ

り最適な離散木形状設備が O(n3)時間で求まることを明らかにする．また，最適な連続お

よび離散パス形状設備が O(n3)時間で求まることを示す．更に，従来の距離和を用いた設

備や，全対距離和や全対コストを用いた木形状やパス形状の設備配置を，距離和を用いた

実用設備配置により求めることができることを示す．

5.2 設備による通信コストの削減

超並列・分散計算システムの通信ネットワークシステムに配置された高速通信路は，そ

の通信路を通過する通信の通信コストを削減することができる．一般に超並列・分散計算

システムの各プロセッサは多対多で通信を行う．そこで，超並列・分散計算システムにおけ

る設備配置では，二点間の通信の平均通信コストを重視する必要がある．二点間の平均通

信コストは，ネットワークの頂点数と，その全ての二点間の距離の総和により定まる．以

下では，この二点間の距離の総和を，全対距離和とよぶ．効率的な通信ネットワークシス

テムを構築するには，全対距離和が最小となる設備を求める必要がある．

しかし，従来の木形状やパス形状の設備配置の研究は，全対距離和を評価指標として重
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視していない．従来の研究では，評価指標として (1)偏差，(2)距離和，(3)分岐重み，(4)

頂点数やカバー領域，などやその組み合わせを用いることが多い [30]．Tamirらは，一般

化 p森を提案し，木構造ネットワーク上に配置する O(n3p2)アルゴリズムを提案した [36]．

一般化 p森は，p個の木形状設備の集合である．そして，評価指標として，(1)設備のサイ

ズにより定まるコスト，(2)各設備を構成する辺の使用コスト，(3)ネットワークの各点から

最も近接する設備までの距離和，(4)各設備間の通信が設備内の辺を通過するのに必要な通

信コスト，(5)各設備間の通信が設備間を繋ぐ辺を通過するのに必要な通信コスト，(6)設

備内の一点をサーバとして使用するためのコスト，の総和が最小になるものとした．一般

化 p森は，pメディアン，単純プラント配置，最小コスト最大カバー，固定コスト網羅森な

どの，さまざまな設備の一般化であることが示されている [36]．しかし，point-to-pointな

通信コストとしては設備間の通信のみが用いられており，全対距離和を考慮できない．一

方，ハブ配置は評価指標として全対距離和を用いている [31]．しかし，ハブは点形状設備

の集合であり，サイズ指定の木形状やパス形状に対応することができない．

そこで本節では，各辺の長さが任意である木構造の通信ネットワークに対する，全対距

離和が最小となるサイズ上限指定の木形状やパス形状設備について議論する．

本節の内容を以下に述べる．先ず，全対距離和を用いた設備配置を提案し，全対距離和

の性質を示す．次に，全対距離和最小の設備の性質について，木形状設備とパス形状設備，

連続設備と離散設備の両方の場合を議論し，その性質や配置方法を明らかにする．最後に，

全対距離和最小の離散木形状設備の算出について議論し，離散木形状設備の算出は NP困

難であることを明らかにする．また，最適な離散木形状設備を求める疑似多項式時間アル

ゴリズムや，完全多項式近似な離散木形状設備を求めるアルゴリズムを示す．

5.2.1 設備配置の評価関数

本章では，設備に部分辺を用いる場合も考慮するため，文献 [40]の定義を使用する．すなわ

ち，無向の木構造ネットワークを T = (V;E)とする．ただし，頂点集合 V = fv1; v2; :::; vng，
辺集合Eとする．各辺は単間隔で表され，内点を使用可能とする．また，A(T )を Tの辺上

にある点の集合とする．A(T )は，n� 1個の単間隔の接続で表される，接続され閉じた集

合である．P (vi; vj)を，A(T )に含まれる，点 viと vjを接続するパスとする．v1を Tの根と

する．i = 2; :::; nに対し，f(vi)を viの親，すなわち P (v1; vi)上にあり，vi以外で最も近く

にある v 2 Vの点である．集合 E = fe2; e3; :::; engは，vjと f(vj)を接続する辺 ejの集合で
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ある．点 (x; j)（0 � x � 1）は，ej上で，f(vj)からの距離が xである点である．

そして，T 0 � A(T )で，接続され閉じているものを部分木とする．部分木 T 0は，どの二

辺の交点も空であるか Vに含まれる点である部分辺の集合で表される．E(T 0)をこの部分

辺の集合とし，V (T 0)を Vに含まれる A(T 0)の点の集合とする．部分木 T 0が離散であると

は，E(T 0)の要素すべての端点が Vに含まれる点であることである．

各辺 ejの長さを l(ej)で表し，点 (x; j)と (y; j)を接続する部分辺の長さを l(ej)jx�yjとす
る．そして，A(T )の距離関数は a2; :::; anで与えられ，点 (x; i)と (y; j)の距離 d((x; i); (y; j))

は，そのパスに含まれる部分辺の長さの和となる．また，T 0のサイズ L(T 0)は E(T 0)の各

部分辺の長さの和とする．部分木 T 0 2 A(T )と点 vj 2 Vとの距離 d(vj; T
0)は，vjから最も

近い T 0上の点までの距離とする．

各頂点 viの重みを wiで表す．また，部分木 T 0の重み wT 0は，T 0の各頂点の重みの和とす

る．すなわち，次式で表される．

wT 0 =
P

vi2V (T 0)wi: (5:1)

Tの（重み付き）重心 qは，viを含まないどの Tの離散部分木 T 0も wT 0 � wT=2となる頂点

viとする．

部分木 T 0，T 00の結合 T 0 [ T 00は，vi 2 T 0または vi 2 T 00なる点 viの集合とする．部分木

T 0，T 00の積 T 0 \ T 00は，vi 2 T 0かつ vi 2 T 00 なる点 viの集合とする．部分木 T 0から T 00の

削除 T 0=T 00は，vi 2 T 0かつ vi =2 T 00または vi 2 T 0 \ T 00なる点 viの集合とする．

設備 Fは，サイズ L(F ) � lである部分木である．特に離散部分木である設備を離散設備

とよぶ．離散設備と区別するとき，部分木である設備を連続設備とよぶ．

設備 Fの（重み付き）距離和 D(F )は，次式で表される．

D(F ) =
P

vi2V fwi � d(vi; F )g: (5:2)

設備 Fの（重み付き）全対距離和 P (F )は，ネットワークの二点の Fまでの距離の和と

二点間の距離の短い方に二点の重みの積を乗じたものの総和であり，次式で表される．

P (F ) =
P

vi;vj2V fwiwj min(d(vi; F ) + d(vj; F ); d(vi; vj))g． (5:3)

図 5.1に設備と全対距離和の例を示す．各点の重みwjは 1とする．図 5.1(a)のネットワー

クにおいて，頂点 u，v間の距離は 60，頂点 w，v間の距離は 20である．図 5.1(b)のよう
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(a) Network without facility. (b) Network with facility F .

図 5.1: 設備配置と全対距離和

T’’

Partial edge e=(u,v)

u v

Facility F T’

図 5.2: 木 Tの設備 Fと隣接する部分辺 e

に設備 Fを配置することにより，頂点 u，v間の距離は両者の設備 Fまでの距離の和 20に

なり，頂点 w，v間の距離は 20のままとなる．そして，ネットワークの各二点間の距離の

総和 P (F ) = 850となる．

本節では，全対距離和 P (F )が最小となる設備を最適な設備とする．

5.2.2 全対距離和の性質

全対距離和が満たす性質について議論する．なお，この性質は，設備が木形状とパス形

状のいずれにおいても，また連続設備と離散設備のいずれにおいても成立する．

木構造ネットワーク Tに対して，文献 [41]のように距離和は性質 13，14を満たす．
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図 5.3: 木 Tの設備 F 0，F 00と隣接する長さ�の部分辺 e0，e00

性質 13 木構造ネットワークを T，設備を F，Fに隣接する部分辺を e = (u; v)とする．た

だし，F \ e = vである．また，T 0 \ e = vなる最大の部分木を T 0，T 00 \ e = uなる最大の

部分木を T 00とする（図 5.2）．このとき，設備 Fに部分辺 eを追加することによる距離和

の削減量DD(e) は，次式で表される．

DD(e) = D(F )�D(F [ e) = l(e)wT 00 : (5:4)

性質 14 木構造ネットワークを T，部分辺を ejとする．設備 Fが ejに含まれるならば，ej

の端点を含み ejに含まれる設備で，Fより距離和の大きくないものがある．

証明　性質 13による．

また，距離和の削減量は性質 15，16を満たす．

性質 15 木構造ネットワークを T，ある点 q，長さ�（> 0）の部分辺を e0，e0上の点を v，

パス P (q; v)上の長さ�の部分辺を e00とする．部分辺 e0，e00上の最も qに近い点をそれぞれ

u0，u00とする．そして，e0 \ F 0 = u0，e00 \ F 00 = u00なる設備を F 0，F 00とする．また，部分

辺 e0，e00の最も qより遠い点をそれぞれ v0，v00とする．更に，T 0 \ e0 = v0なる最大の部分

木を T 0，T 00 \ e0 = u0なる最大の部分木を T 00，T 000 \ e00 = v00なる最大の部分木を T 000とする

（図 5.3）．このとき，設備 F 0，F 00に対する部分辺 e0，e00の距離和削減量DD(e0)，DD(e00)

は，次式を満たす．

DD(e0) = DD(e00) (wT 00\T 000 = 0)

DD(e0) < DD(e00) (otherwise)．
(5:5)
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図 5.4: 木 Tの設備 Fと隣接する長さ�の部分辺 e0，e00（重心 q 2 V (T 000)）

証明　 wT 00\T 000

= 0ならば wT 0 = wT 000なので，性質 13よりDD(e0) = DD(e00)．さもな

くば wT 0 < wT 000なので，DD(e0) < DD(e00)．

性質 16 木構造ネットワークを T，Tの重心 q，設備 F，Fに隣接する長さ�の部分辺を e0 =

(u0; v0)，e00 = (u00; v00)とする．ただし，e0 \F = u0，e00 \ F 00 = u00である．また，部分辺 e0，

e00の最も Fより遠い点をそれぞれ v0，v00と表す．更に，T 0 \ e0 = v0なる最大の部分木を T 0，

T 00 \ e0 = u0なる最大の部分木を T 00，T 000 \ e00 = u00なる最大の部分木を T 000，T 0000 \ e00 = v00

なる最大の部分木を T 0000とする（図 5.4）．このとき，設備 Fに対する部分辺 e0，e00の距離

和削減量DD(e0)，DD(e00)は，次式を満たす．

DD(e0) = DD(e00) (wT 0000 = wT=2かつ wT 00\T 000 = 0)

DD(e0) < DD(e00) (otherwise)．
(5:6)

証明　 wT 0000 = wT=2かつ wT 00\T 000 = 0ならば wT 0 = wT 000なので，性質 13よりDD(e0) =

DD(e00)．さもなくば wT 0 < wT 000なので，DD(e0) < DD(e00)．

一方，全対距離和は次の性質 17，18 を満たす．

性質 17 木構造ネットワークを T，設備を F，Fに隣接する部分辺を e = (u; v)とする．た

だし，F \ e = vとする．また，T 0 \ e = vなる最大の部分木を T 0，T 00 \ e = uなる最大の

部分木を T 00とする（図 5.2）．このとき，設備 Fに部分辺 eを追加することによる全対距

離和の削減量DP (e)は，次式で表される．

DP (e) = P (F )� P (F [ e) = l(e)wT 0wT 00 : (5:7)
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証明　辺 e の長さ l(e) = 0 の場合は，F [ e = Fであることから全対距離和の削減量

DP (e) = 0 である．辺 e の長さが 0 以外の場合は，Tの頂点集合 Vは，V (T 0)，V (T 00)

に分割できる．設備 Fに辺 e を追加したとき，二点 vi，vjの距離は，vi; vj 2 V (T 0) と

vi; vj 2 V (T 00)の場合は変化せず，vi 2 V (T 0)，vj 2 V (T 00)の場合は l(e)wiwj減少する．し

たがって，全対距離和は l(e)wT 0wT 00減少する．

性質 18 木構造ネットワークを T，部分辺を ejとする．同じサイズの設備 F 0と F 00がとも

に ejに含まれるならば，F 0と F 00 の全対距離和は等しい．

証明　性質 17による．

また，全対距離和の削減量は性質 19，20を満たす．

性質 19 木構造ネットワークを T，Tの重心を qとする．また，性質 15と同様に e0，e00，F 0，

F 00，T 0，T 00，T 000，T 0000を表す（図 5.3）．このとき，設備 F 0，F 00に対する部分辺 e0，e00の

全対距離和削減量 DP (e0)，DP (e00)は，次式を満たす．

DP (e0) = DP (e00) (wT 00\T 000 = 0)

DP (e0) < DP (e00) (otherwise)．
(5:8)

証明　 wT 0 ; wT 000 � wT=2，wT 00 = wT � wT 0，wT 0000 = wT � wT 000である．したがって，

wT 00\T 000

= 0ならば wT 0 = wT 000なので，性質 17よりDP (e0) = DP (e00)．さもなくば wT 0 <

wT 000なので，DP (e0) < DP (e00)．

性質 20 性質 16と同様に T，q，e0，e00，F，T 0，T 00，T 000，T 0000を表す（図 5.4）．このとき，

設備 Fに対する部分辺 e0，e00の全対距離和削減量 DP (e0)，DP (e00)は，次式を満たす．

DP (e0) = DP (e00) (wT 00\T 000 = 0)

DP (e0) < DP (e00) (otherwise)．
(5:9)

証明　 wT 0; wT 000 � wT=2，wT 00 = wT �wT 0，wT 0000 = wT �wT 000である．したがって，性

質 19と同様に，wT 00\T 000 = 0ならばDP (e0) = DP (e00)，さもなくばDP (e0) < DP (e00)．

よって，距離和と全対距離和は次の性質 21を満たす．

性質 21 木構造ネットワークをT，Tの重心 qを含む設備をF，Fに隣接する長さ�の部分辺を

e0，e00とする．このとき，Fに対する部分辺 e0，e00の距離和と全対距離和の関係は，DD(e0) <

DD(e00)ならばDP (e0) < DP (e00)であり，逆も成り立つ．また，DD(e0) = DD(e00)ならば

DP (e0) = DP (e00)であり，逆も成り立つ．
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図 5.5: 木 Tの設備 Fと隣接する長さ�の部分辺 e0，e00（重心 q 2 V (T 00 \ T 0000)）

証明　長さ� > 0とする．部分辺 e0，e00上の最も Fに近い点をそれぞれ u0，u00，最も遠

い点をそれぞれ v0，v00とする．また，T 0 \ e0 = v0なる最大の部分木を T 0，T 00 \ e0 = u0なる

最大の部分木を T 00，T 000 \ e00 = u00なる最大の部分木を T 000，T 0000 \ e00 = v00なる最大の部分

木を T 0000とする．重心 qが T 0000にも含まれる場合は，性質 16，20より，DD(e0) < DD(e00)

かつ DP (e0) < DP (e00)である（図 5.4）．重心 qが T 0にも含まれる場合も同様．一方，重

心 qが T 00 \ T 000のみ含まれる場合を以下に示す（図 5.5）．DD(e0) < DD(e00)ならば，性

質 13より wT 0 < wT 0000．また，wT 0000 � wT=2．したがって，性質 17よりDP (e0) < DP (e00)

である．同様に，DD(e0) = DD(e00)ならば DP (e0) = DP (e00)，DD(e0) > DD(e00) ならば

DP (e0) > DP (e00)である．

5.2.3 全対距離和を指標とした最適設備問題

全対距離和を指標とした最適設備における性質について議論する．

5.2.3.1 最適な連続木形状設備

距離和最小の連続木形状設備は，距離和最小の連続木形状設備を求めることにより得ら

れることを示す．

距離和最小の連続木形状設備は性質 22を満たす．

性質 22 木構造ネットワークを T，Tの重心を q，距離和最小の連続木形状設備を Fとす

る．すると，Fは qを含むか，さもなくば qの隣接頂点 vjと qの間の辺 ejに含まれる．ただ

し，後者の場合，vjも重心である．
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図 5.6: 木 Tの重心 qを含まない設備 Fと長さ�の部分辺 e0，e00

証明　 Fは qを含まないとする．長さ�（> 0）の部分辺を e0 = (u0; v0)，e00 = (u00; v00)とす

る．ただし， 最も qに近い Fの端点を u00として F \ e00 = u00，e00 � P (u00; q)，また u00以

外の Fの端点を v0として v0 � e0，e0 � Fとする．また，T 0 \ e0 = v0なる最大の部分木を

T 0，T 0000 \ e00 = v00 なる最大の部分木を T 00とする（図 5.6）．すると，F=e0が頂点を含む

か，F=e0が頂点を含まず wT 00 > wT=2 の場合，性質 16よりD(F [ e00=e0) < D(F )なので，

Fは距離和最小でない．F=e0が頂点を含まない場合，設備 F，部分辺 e0，e00は，一つの辺

ej = (vj; vk) 2 Eに含まれる．そして，wT 0 = wT 00 = wT=2なので，頂点 vj，vkはともに重

心となり，そのうちの一つは qである．したがって，Fは qを含むか，さもなくば qの隣接

頂点 vjと qの間の辺 ejに含まれる．

同様に，全対距離和最小の連続木形状設備は性質 23を満たす．

性質 23 木構造ネットワークを T，Tの重心を q，全対距離和最小の連続木形状設備を Fと

する．すると，Fは qを含むか，さもなくば qの隣接頂点 viと qの間の辺 eiに含まれる．た

だし，viは，qを含まない Tの重み最大の部分木に含まれる頂点である．

証明　 Fは qを含まないとする．そして，性質 22と同様に e0，e00，T 0，T 00を表す（図 5.6）．

すると，F=e0が頂点を含まない場合，性質 20より P (F [e00=e0) = P (F )である．よって，F

と全対距離和の等しい設備 F 0で，F 0=e0が頂点を含むものがある．一方，F=e0が頂点を含む

場合，性質 20より P (F [ e00=e0) < P (F )なので，Fは全対距離和最小でない．したがって，

Fは qを含むか，さもなくば qの隣接頂点 vjと qの間の辺 ejに含まれる．さて，以下では qを

含まず qの隣接頂点 vjを含む Tの最大の部分木を Tj，Tjの重みを wTjと表す．Fが qの隣接

頂点 viと qの間の辺 eiに含まれるとすると，性質 18より，同じ全対距離和で qを含む設備 F 0
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図 5.7: 木 Tの重心 qを含む，最適な連続木形状設備 F 0と距離和最小の連続木形状設備 F 00

がある．もし，wTk > wTiなる子頂点 vkがあるならば，qを含む ek上の長さ�の部分辺を e00，

F 0の q以外の端点を含む F 0上の長さ�の部分辺を e0とすると，P (F [ e00=e0) < P (F )なので，

Fは全対距離和最小でない．したがって，qのすべての隣接頂点 vjに対して wTi � wTj．

よって，距離和最小の連続木形状設備と最適な連続木形状設備は，次の性質 24，25，26

を満たす．

性質 24 距離和最小の連続木形状設備は，最適な連続木形状設備である．

証明　木 Tのサイズは設備サイズ上限 lより大きいとする．このとき，最適な連続木形状

設備も距離和最小の連続木形状設備もサイズは lとなる．距離和最小の連続木形状設備を F

とする．Fが Tの重心 qを含む場合，性質 21より Fは最適な連続木形状設備である．Fが q

を含まない場合，性質 22より Fは Tの 2つの重心間の辺 ejに含まれる．よって，性質 14

より Tの重心を含み辺 ejに含まれる距離和最小の設備 F 0がある．性質 21より，F 0は最適

な連続木形状設備である．したがって，性質 18より Fは最適な連続木形状設備である．

性質 25 2つ以上の頂点を含む設備に対し，最適な連続木形状設備と距離和最小の連続木

形状設備は等しい．

証明　木 Tのサイズは設備サイズ上限 lより大きいとする．このとき，最適な連続木形状

設備も距離和最小の連続木形状設備もサイズは lとなる．Tの重心を q，最適な連続木形状

設備を F 0，距離和最小の連続木形状設備を F 00とする．ここで，性質 22，23より，F 0と F 00

は qを含む．すると，F 0と F 00の積 F = F 0 \ F 00は qを含む部分木である．Fのサイズ l0は
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設備 F 0と F 00のサイズ lより小さいとする．長さ�（> 0）の部分辺 e0は，e0 � F 0で e0 \ F 00

が空か点である部分辺で，その一つの端点 v0は F 0の端点とする．同じく長さ�の部分辺 e00

は，e00 � F 00で e00 \ F 0が空か点である部分辺で，その一つの端点 v00は F 00の端点とする．

パス P (q; v0)上の長さ�の部分辺 e000は，e000 � F 0で e000 \ F 00が点となる部分辺とする．パス

P (q; v00)上の長さ�の部分辺 e0000は，e0000 � F 00で e0000 \ F 0が点となる部分辺とする（図 5.7）．

すると，性質 13より，DD(e000) � DD(e00)．性質 17，21より，DD(e0000) � DD(e0)．性質

15より，DD(e0) � DD(e000)，DD(e00) � DD(e0000)．したがって，DD(e000) = DD(e00)とな

る．よって，部分木 F 000 = F 00 [ e000=e00は距離和最小の連続木形状設備であり，積 F 0 \ F 000

のサイズは l0 + �となる．以上により，最適な連続木形状設備 F 0に対し，積 Fのサイズが l

となる距離和最小の連続木形状設備が存在する．すなわち，F 0は距離和最小の連続木形状

設備である．逆は，性質 24による．

性質 26 木構造ネットワーク Tの各辺の長さが 1の場合，最適な離散木形状設備と距離和

最小の離散木形状設備は等しい．

証明　離散木形状設備は 2つ以上の頂点を含む．よって，性質 25の証明において，� = 1

とすればよい．

距離和最小の連続木形状設備や，木構造ネットワーク Tの各辺の長さが 1の場合の距離

和最小の離散木形状設備の算出はO(n)時間で算出できるので [40]，この場合の最適な木形

状設備は O(n)時間で求まる．

5.2.3.2 最適な離散木形状設備

図 5.8に，頂点数 n = 6の木 Tに対するサイズ 3の離散木形状設備を示す．図の F 0はサ

イズ l = 3の距離和最小の木形状離散設備，F 00は最適な離散木形状設備であり，D(F 0) =

14 < 15 = D(F 00)，P (F 0) = 64 > 63 = P (F 00)である．したがって，最適な離散木形状設

備と距離和最小の離散木形状設備が一致しないことが分る．

5.2.3.3 最適な連続パス形状設備

先ず，最適な連続パス形状設備が距離和最小の離散パス形状設備と異なることを示す．図

5.9の F 0はサイズ l = 20の最適な連続パス形状設備，F 00は距離和最小の連続パス形状設備

であり，D(F 0) = 23 > 22 = D(F 00)，P (F 0) = 129 < 134 = P (F 00)である．

また，次の性質 27が示される．
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図 5.8: 木 Tのサイズ l = 3の最適な離散木形状設備 F 0と距離和最小の離散木形状設備 F 00

性質 27 最適な連続パス形状設備は，O(n3)時間で求まる．

証明　文献 [35] の距離和最小の連続パス形状設備配置アルゴリズムをそのまま用いる．

すなわち，先ず，Tの二つの葉 u，vを選択する．そして，P (u; v)上にある頂点 uを含む

サイズ lのパス Fを求め，Fの全対距離和 P (F )を求める．これらは，O(n)時間で求まる．

次に，パス Fを頂点 v方向に，Fの端点の一方が頂点に達するまで移動させ，パス F 0とす

る．パス F 0はO(1)時間で求まり，性質 17より全対距離和の差 P (F 0)�P (F )もO(1)時間

で求まる．そして，パスの移動回数は 2jV (P (u; v))j以下，すなわち O(n)である．葉 u，v

の組合せ数は O(n2)なので，最適な連続パス形状設備の算出は O(n3)時間で求まる．

5.2.3.4 最適な離散パス形状設備

最適な離散パス形状設備と距離和最小の離散パス形状設備が異なることは，図 5.9の設備

F 0，F 00が離散設備であることで示される．

また，次の性質 28が示される．

性質 28 最適な離散パス形状設備は，O(n3)時間で求まる．

証明　文献 [37] の距離和最小の離散パス形状設備配置アルゴリズムをそのまま用いる．

すなわち，Tの二頂点の組み合わせ数が O(n2)であり，設備 Fによる全対距離和の削減量

DP (F )は性質 17により O(n)で求まることから，最適な連続パス形状設備は O(n3)時間

で求まる．
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図 5.9: 木 Tのサイズ l = 20の最適な連続パス形状設備 F 0と距離和最小の連続パス形状設

備 F 00

5.2.4 最適な離散木形状設備の配置

ここでは，最適な離散木形状設備の配置が NP困難であることを示す．また，最適な離

散木形状設備配置を求める疑似多項式時間アルゴリズムや，完全多項式近似な離散木形状

設備配置を求めるアルゴリズムを示す．

5.2.4.1 最適な離散木形状設備算出の実行時間

文献 [37]のキャタピラ木の手法をそのまま使用することにより，次の性質 29が成り立つ．

性質 29 最適な離散木形状設備の算出は NP困難である．

証明　二分割問題は，n個の整数の集まり A = fa1; a2; :::; ang，その総和 2k =
Pn

1 aiに

対し，Aの要素の集まりで和が kとなるものがあるかどうかを求めるものであり，NP完全

なことが知られている [42]．二分割問題に対し，図 5.10に示す頂点数 2n+ 2のキャタピラ

木 Tを作成する．図の a1; :::; an，2kは辺の長さであり，各頂点の重みは 1である．木 Tに

サイズ l = (2n+1)k以下で全対距離和が (2n+1)k以下の離散木形状設備があることと，A

が二分割できることは等しい．したがって，最適な離散木形状設備の算出は NP困難であ

る．
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 a  a  a  a1 2 n-1 n

 2k  2k  2k
2k = a  + a  +...+a1 2   n

 1  1  1  1  1  1

 1  1  1  1

Weight of vertex
Length of edge

図 5.10: 分割問題に対応する木 T

5.2.4.2 最適な離散木形状設備算出のアルゴリズム

文献 [40]の疑似多項式時間アルゴリズムを用いることにより，最適な離散木形状設備を

求めることができる．また，文献 [40]の完全多項式近似アルゴリズムを用いることにより，

完全多項式近似な離散木形状設備を求めることができる．

重み関数Wは，木 Tの各頂点 viとその重み wiの組みの集合とする．重み関数としてW

を用いた場合の Tの重心を q，全対距離和を PW (F )と表す．以下では，全対距離和 PW (F )

が最小となる設備を，重みWで最適な離散木形状設備とよぶ．

（１）重心 qを含む，重みWで最適な離散木形状設備の算出

文献 [40]のアルゴリズムで使用されている，木 Tの各頂点 vjに対する変数WjとDjの定

義を，次式に変更する．
Wj = wT 0wT 00，

Dj =
P

vi2T 0;vi 6=vj aiWi．
(5:10)

ただし，vjの親を vkと表したとき，vkを含み viを含まない最大の離散部分木を T 0，vkを含

み vjを含まない最大の離散部分木を T 00とする．

すると，文献 [40]のアルゴリズムにより，木 Tの重心 qを含む，重みWで最適な離散木

形状設備を求めることができる．すなわち，木 Tの根 v1を木 Tの重心 qとする．このとき

式 5.10で定義したWjは，各頂点の重み wiの値に関わらず，頂点 vjとその親頂点 viに対し

てWj < Wiである．したがって，文献 [40]で示された，Greedy法による 2近似アルゴリ

ズム，Left-Right法による疑似多項式時間アルゴリズム，(1 + �)法による完全多項式近似
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アルゴリズムをそのまま使用できる．その結果，O(n log n)時間で 2倍近似な離散木形状

設備を，O(n min(l;WD(l)))時間で最適な離散木形状設備を，O(n2)時間で 1+ �倍近似な

離散木形状設備を求めることができる．ただし，WD(l)は，サイズ l以下の最適な離散木

形状設備の全対距離和の値である．

（２）重みWで最適な離散木形状設備の算出

木 Tの重心 qを含む，重みWで最適な離散木形状設備の算出は，上記（１）項のアルゴ

リズムにより求まる．

一方，Tの重心 qを含まない重みWで最適な離散木形状設備の算出は，次のように行う．

木 Tの根 v1の子頂点を vjとする．頂点 vjを含み v1を含まない，Tの最大の離散部分木を T 0

とする．また，重み関数W 0を，w0
i = wi（vi 2 V (T 0); i 6= j）, w0

j = wT � wT 0 + wjとする．

明らかに，木 T 0の重みW 0で最適な離散木形状設備は，T 0に包含される重みWで最適な離

散木形状設備となる．よって，木 Tの重みWで最適な離散木形状設備は再帰的に求まる．

再帰において Tの各頂点 vjは一度しか根として選択されないので，上記（１）項のアルゴ

リズムの実行回数は n回である．

したがって，2 倍近似な離散木形状設備は O(n2 log n) 時間，最適な離散木形状設備は

O(n2 min(l;WD(l)))時間，1 + �倍近似な離散木形状設備は O(n3)時間で求めることがで

きる．

5.2.5 まとめ

本節では，実際の計算機ネットワークの構築を考慮した実用的な設備の評価指標である

全対距離和が提案され，各辺の長さが任意である木構造の通信ネットワークに対する，全

対距離和が最小となる木形状やパス形状設備の性質や配置方法が示された．

先ず，全対距離和を用いた設備配置を提案し，その性質を示した．

次に，全対距離和最小の設備の性質について議論した．先ず，全対距離和最小の連続木形

状設備は距離和最小の連続木形状設備に等しいことを示した．この結果，全対距離和最小

の連続木形状設備はO(n)時間で求まることが明らかになった．次に，全対距離和最小の離

散木形状設備と距離和最小の離散木形状設備が異なることを示した．また，全対距離和最

小の連続パス形状設備と距離和最小の連続パス形状設備が異なること，全対距離和最小の

連続パス形状設備を求める O(n3)時間のアルゴリズムが存在することを示した．更に，全

対距離和最小の離散パス形状設備と距離和最小の離散パス形状設備が異なること，全対距
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離和最小の連続パス形状設備を求めるO(n3)時間のアルゴリズムが存在することを示した．

更に，全対距離和最小の離散木形状設備の配置について議論し，離散木形状設備の配置

は NP困難であることを明らかにした．また，最適な離散木形状設備を求める疑似多項式

時間アルゴリズムと完全多項式近似アルゴリズムについて議論した．

本節の議論により，超並列計算システムの通信ネットワークに二点間の通信の平均通信

コストを重視した設備を配置することができ，実用的な通信ネットワークシステムを構築

することができる．

5.3 高速化率一定の設備の配置

超並列・分散計算システムの通信ネットワークシステムに配置された高速通信路は，そ

の通信路を通過する通信の通信コストを削減することができる．これは，該当する辺の長

さを縮小することに対応する．

本節では，各辺の長さが任意である木構造の通信ネットワークに対する，二点間の平均

距離が最小となる木形状やパス形状設備について議論する．その結果，高速通信設備の高

速化率が一定の場合に，二点間の平均距離が最小となる木形状やパス形状設備は 5.2節の手

法により求まることが示される．実際の通信ネットワークシステムの構築において，高速

通信設備の高速化率一定という条件を満たす場合は多い．たとえば，10Mbpsの通信路よ

りなる通信ネットワークシステムに 100Mbps の高速通信設備を配置する場合，通信路の

長さ dに対する通信コスト削減関数 f(d) = d=10となり，高速化率は 10である．これによ

り，超並列計算機システムの通信ネットワークに設備内の通信コストを考慮した設備を配

置することができ，実用的な通信ネットワークシステムを構築することができる．

本節の内容を以下に述べる．先ず，設備内の通信コストを 0とした場合の二点間の距離

の総和を用いた設備配置を提案し，その最適な設備が全対距離和最小の設備に等しいこと

を示す．次に，高速通信設備の配置により当該辺の長さ dを f(d)に縮小する場合を議論し，

高速化率が一定の場合は設備内の通信コストを 0とした場合の設備配置に等しいことを示

す．この結果，高速通信設備の高速化率が一定の場合の最適な設備は，5.2節で示した方法

を用いることにより配置できることを明らかにする．
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5.3.1 設備配置の評価関数

先ず，設備内の通信コストを 0にするモデルを提案する．

無向の木構造ネットワークを T = (V;E)とする．ただし，頂点集合 V = fv1; v2; :::; vng，
辺集合Eとする．各辺は単間隔で表され，内点を使用可能とする．また，A(T )を Tの辺上

にある点の集合とする．A(T )は，n� 1個の単間隔の接続で表される，接続され閉じた集

合である．P (vi; vj)を，A(T )に含まれる，点 viと vjを接続するパスとする．v1を Tの根と

する．i = 2; :::; nに対し，g(vi)を viの親，すなわち P (v1; vi)上にあり，vi以外で最も近く

にある v 2 Vの点である．集合 E = fe2; e3; :::; engは，vjと g(vj)を接続する辺 ejの集合で

ある．点 (x; j)（0 � x � 1）は，ej上で，g(vj)からの距離が xである点である．

そして，T 0 � A(T )で，接続され閉じているものを部分木とする．部分木 T 0は，どの二

辺の交点も空であるか Vに含まれる点である部分辺の集合で表される．E(T 0)をこの部分

辺の集合とし，V (T 0)を Vに含まれる A(T 0)の点の集合とする．部分木 T 0が離散であると

は，E(T 0)の要素すべての端点が Vに含まれる点であることである．

各辺 ejの長さを l(ej)で表し，点 (x; j)と (y; j)を接続する部分辺の長さを l(ej)jx�yjとす
る．そして，A(T )の距離関数は a2; :::; anで与えられ，点 (x; i)と (y; j)の距離 d((x; i); (y; j))

は，そのパスに含まれる部分辺の長さの和となる．また，T 0のサイズ L(T 0)は E(T 0)の各

部分辺の長さの和とする．部分木 T 0 2 A(T )と点 vj 2 Vとの距離 d(vj; T
0)は，vjから最も

近い T 0上の点までの距離とする．

各頂点 viの重みを wiで表す．また，部分木 T 0の重み wT 0は，T 0の各頂点の重みの和とす

る．すなわち，次式で表される．

wT 0 =
P

vi2V (T 0)wi: (5:11)

部分木 T 0，T 00の結合 T 0 [ T 00は，vi 2 T 0または vi 2 T 00なる点 viの集合とする．

設備 Fは部分木である．特に離散部分木である設備を離散設備とよぶ．離散設備と区別

するとき，部分木である設備を連続設備とよぶ．

設備 Fの（重み付き）全対コスト C(F )は，設備 Fを配置後の二点間の距離に二点の重

みの積を乗じたものの総和であり，次式で表される．

C(F ) =
P

vi;vj2V fwiwjd(TF ; vi; vj)g: (5:12)

ただし，d(TF ; vi; vj)は木構造ネットワーク TFの二点 vi，vj間の距離であり，TFは Tと同
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図 5.11: 設備配置と全対コスト

一形状で各辺 ejの長さ l(ej)を次式で表す l0(ej)に置き換えたものである．

l0(ej) =

8><
>:

0 (ej 2 E(F ))

l(ej) (otherwise):
(5:13)

図 5.11に設備と全対コストの例を示す．各点の重み wjは 1とし，設備により通信路の通

信コストが半減するとする．図 5.11(a)のネットワーク Tにおいて，頂点 u，v間の距離は

60，頂点 w，v間の距離は 20 である．設備 Fに対するネットワーク TFは図 5.11(b) のよ

うになる．TFにおける頂点 u，v間の距離は 40，頂点 w，v間の距離は 20となる．そして，

全対コスト C(F ) = 1570となる．

本節では，全対コスト C(F )が最小となる設備を最適な設備とする．

木構造ネットワーク Tに木形状やパス形状の設備を配置する場合，明らかに，全対コス

ト C(F )と全対距離和 P (F )は等しい．したがって，全対コストモデルにおける最適な木

形状やパス形状設備の設備配置は，明らかに 5.2節で議論した全対距離和を用いた設備配置

に等しい．

なお，設備が複数の部分設備からなる場合は，全対コストと全対距離和の両評価関数は

異なる．たとえば，各辺を共有することなく，かつ各頂点を共有可能として，複数個の木

形状部分設備からなる設備を配置する場合を考える．図 5.12に，木 Tにサイズ 2の木形状

の部分設備 2つからなる設備を配置する場合を示す．図の F 0は全対コスト最小の設備，F 00

は全対距離和最小の設備であり，C(F 0) = 88 < 100 = C(F 00)，P (F 0) = 88 > 40 = P (F 00)

である．特に，各辺の長さが 1である木構造ネットワークに複数個の木形状部分設備から
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図 5.12: サイズ 2の木形状の部分設備 2つからなる，全対コスト最小の設備 F 0と全対距離

和最小の設備 F 00

なる設備を配置する場合，全対コスト最小の設備は明らかに部分木であるが，全対距離和

最小の設備は部分木とは限らない．

5.3.2 設備の通信コストを考慮したモデル

設備の通信コストを考慮したモデルについて検討する．ここでは，通信コスト削減関数

fを与えた場合の最適な設備配置について議論する．

通信コスト削減関数 fは，設備内の長さ dの辺を長さ f(d)に削減する関数である．ただ

し，0 � f(d) < dとする．

通信コスト削減関数 fに対する設備 Fの（重み付き）全対コスト Cf(F )は，設備 Fを配

置後の二点間の距離の総和であり，次式で表される．

Cf(F ) =
P

vi;vj2V fwiwjd(TF ; vi; vj)g: (5:14)

ただし，d(TF ; vi; vj)は木構造ネットワーク TFの二点 vi，vj間の距離であり，TFは Tと同
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一形状で各辺 ejの長さ l(ej)を次式で表す l0(ej)に置き換えたものである．

l0(ej) =

8><
>:

f(l(ej)) (ej 2 E(F ))

l(ej) (otherwise):
(5:15)

そして，全対コスト Cf(F )が最小となる設備を最適な設備とする．

なお，設備を配置しない場合の木 Tの全対コストは C(�)で表す．

5.3.3 高速化率一定の場合

高速化率一定の場合，すなわち通信コスト削減関数 f(d) = � � d （�は 0 � � < 1の定

数）の場合の最適な設備が，設備内の通信コストが 0の場合，すなわち f(d) = 0の場合の

最適な設備に等しいことを示す．

木構造ネットワークを T，通信コスト削減関数を fとする．また，部分辺 e = (u; v)に対

し，点 uを含み u以外の eの点を含まない Tの最大の部分木を T e
1，点 vを含み v以外の e

の点を含まない Tの最大の部分木を T e
2と表す．すると，明らかに次の性質 30が成り立つ．

性質 30 木構造ネットワークを T，通信コスト削減関数 f，設備をFとする．また，Fの部分

辺の集合を S = fe1; e2; :::; emgと表す．ただし，F = e1[e2[ :::[emであり，各 ei\ejは頂点
か空である．このとき，設備 Fの配置による全対コストの削減量DCf(F ) = C(�)�Cf (F )

は，次式で表される．

DCf(F ) =
P

vi;vj2V (T )

P
ek2S;ek�P (vi;vj)

(l(ek)� f(l(ek)))

=
P

ek2Sf(l(ek)� f(l(ek)))wTe
k

1 wT e
k

2 g．
(5:16)

性質 30より，次の性質 31が成り立つ．

性質 31 高速化率が一定，すなわち通信コスト削減関数 f(d) = � � d（0 � � < 1）の場合

の最適な設備は等しい．

証明　木 Tのサイズは設備サイズ lより大きいとする．通信コスト削減関数 f 0(d) = � �d，
f 00(d) = � � d とする．ただし，�，�は定数で，0 � �; � < 1 とする．通信コスト削減

関数が f 0の場合の最適な設備を F 0，f 00の場合の最適な設備を F 00とする．F 0の部分辺の集

合を S 0 = fe01; e02; :::; e0mg，F 00の部分辺の集合を S 00 = fe001; e002; :::; e00mgと表す．ただし，
F 0 = e01 [ e02 [ ::: [ e0m，F 00 = e001 [ e002 [ ::: [ e00mであり，各 e0i \ e0j，e00i \ e00jは頂点か空
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である．定義より，DCf 0(F
0) � DCf 0(F

00)である．また，DCf 00(F
0) � DCf 00(F

00)なので，

性質 30 より，

P
ek2S0f(1� �)l(ek)wT ek

1 wT ek

2 g � P
ek2S00f(1� �)l(ek)wT ek

1 wT ek

2 g． (5:17)

両辺を (1� �)=(1� �)倍して，

P
ek2S0f(1� �)l(ek)wT e

k

1 wT e
k

2 g � P
ek2S00f(1� �)l(ek)wT e

k

1 wT e
k

2 g． (5:18)

すなわち，DCf 0(F
0) � DCf 0(F

00)．よって，DCf 0(F
0) = DCf 0(F

00)となる．同様に，DCf 00(F
0) =

DCf 00(F
00)．したがって，全対コスト Cf 0(F

0) = Cf 0(F
00)，Cf 00(F

0) = Cf 00(F
00)．すなわち，

通信コスト削減関数 f 0の場合の最適な設備は通信コスト削減関数 f 00の場合の最適な設備で

あり，逆も成り立つ．

特に，設備内の通信コスト 0，すなわち f(d) = 0 � dの場合の最適な設備と，高速化率が
一定の場合の最適な設備は等しい．なお，性質 30，31は，設備の形状に関わらない．

5.3.4 まとめ

本節では，実際の計算機ネットワークの構築を考慮した，設備内の通信コストを考慮し

た実用的な評価指標である全対コストが提案され，各辺の長さが任意である木構造の通信

ネットワークに対する全対コストが最小となる木形状やパス形状設備について議論した．

先ず，設備内の通信コストを 0とした場合の二点間の距離の総和を用いた設備配置を提

案し，木形上やパス形状の設備配置において，全対コスト最小の設備と，5.2節で議論した

全対距離和最小の設備とが等しいことを明らかにした．

次に，高速通信設備の配置により当該辺の長さ dを f (d)に縮小する場合を議論した．そ

して，高速化率一定の場合，すなわち通信コスト削減関数 f(d) = � � d（�は 0 � � < 1の

定数）の場合の最適な設備が，設備内の通信コストを 0とした場合の最適な設備に等しい

ことを示した．すなわち，高速化率一定の場合は，5.2節で示したアルゴリズムを用いるこ

とにより，最適な木形状やパス形状設備を求めることができる．

本節の議論により，設備内の通信コストを考慮した設備配置による，超並列計算機シス

テムの実用的な通信ネットワークシステムの構築指針を与えることができる．
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5.4 実用的な設備の配置

従来の設備配置は，各辺の長さ aiを設備サイズの制約と評価関数の両方に用いていた．

しかし，各辺に対する設備サイズの制約と評価関数を分離して取り扱うことにより，幅広

い計算機ネットワークシステムに適合した効率的な設備を配置することが可能となる．そ

こで本節では，各辺に対し，設備の構築コストに対応する辺の長さ ai，設備の評価に対応

するコスト ciを用いる，より実用的な設備配置を提案し，サイズ指定の木形状やパス形状

設備の配置について議論する．従来の距離和や全対距離和が最小となる離散木形状設備を

算出する近似アルゴリズムでは，実用設備配置における最適な離散木形状設備を算出でき

ない．そこで，文献 [40]の疑似多項式時間アルゴリズムを用いることにより実用設備配置

における最適な離散木形状設備が求まることを示す．通信ネットワークの各辺の長さが 1

の場合には，このアルゴリズムの実行時間は O(n3)時間である．

更に，従来の距離和を用いる設備配置，全対距離和を用いる設備配置，全対コストを用

いる設備配置が，距離和を用いる実用設備配置により求まることを示す．これにより，距離

和を用いる実用設備配置により，距離和を用いる従来の設備配置よりも幅広い通信ネット

ワークシステム構築を行うことができることを示す．特に，設備の高速化率が一定でない

場合の全対コスト最小の設備も，距離和を用いる実用設備配置により求めることができる．

先ず，設備構築コスト aiと設備評価コスト ciを有する実用的な設備配置を定式化する．

次に，サイズ指定の木形状やパス形状設備の実用設備配置について議論し，文献 [40]の疑

似多項式時間アルゴリズムを用いることにより最適な離散木形状設備が求まることを示す．

また，文献 [35][37]のアルゴリズムを用いることにより，最適な連続および離散パス形状

設備が求まることを示す．更に，従来の距離和を用いる設備配置，全対距離和や全対コス

トを用いる木形状やパス形状の設備配置が，距離和を用いる実用設備配置により求まるこ

とを示す．

5.4.1 実用設備

無向の木構造ネットワークを T = (V;E)とする．ただし，頂点集合 V = fv1; v2; :::; vng，
辺集合 Eとする．各頂点は深さ順に並ぶものとする．また各辺は単間隔で表され，内点を

使用可能とする．また，A(T )を Tの辺上にある点の集合とする．A(T )は，n� 1個の単間

隔の接続で表される，接続され閉じた集合である．P (vi; vj)を，A(T )に含まれる，点 viと
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図 5.13: 部分木 T [j; t]と T 0[j; t]

vjを接続するパスとする．v1を Tの根とする．j = 2; :::; nに対し，g(vj)を vjの親，すなわ

ち P (v1; vj)上にあり，vj以外で最も近くにある v 2 Vの点である．また vj = g(vi)となる

頂点 viを，vjの小頂点とよぶ．vjの小頂点の集合を Sj，小頂点数を sjと表す．小頂点は順

序付けし，t = 1; :::; sjに対し vj(t)と表す．頂点 viに対し，パス P (v1; vi)上に vjがあるなら

ば，viを vjの子孫とよぶ．集合 E = fe2; e3; :::; engは，vjと g(vj)を接続する辺 ejの集合で

ある．点 (x; j)（0 � x � 1）は，ej上で，g(vj)からの距離が xである点である．

そして，T 0 � A(T ) で，接続され閉じているものを部分木とする．部分木 T 0は，どの

二辺の交点も空であるか Vに含まれる点である部分辺の集合で表される．E(T 0)をこの部

分辺の集合とし，V (T 0)を Vに含まれる A(T 0)の点の集合とする．部分木 T 0が離散である

とは，E(T 0)の要素すべての端点が Vに含まれる点であることである．図 5.13は，部分木

T [j; t] と T 0[j; t] の例を示す．部分木 T [j; t] は，頂点 vjおよび，vjの最初の t 個の小頂点

vj(i) （i = 1; :::; t）とその子孫を含み，他の頂点を含まない離散部分木とする．また部分

木 T 0[j; t]は，頂点 v1; :::; vj�1および V (T [j; t])を含み，他の頂点を含まない離散部分木と

する．

各辺 ejの長さを l(ej)で表し，点 (x; j)と (y; j)を接続する部分辺の長さを l(ej)jx�yjとす
る．そして，A(T )の距離関数は a2; :::; anで与えられ，点 (x; i)と (y; j)の距離 d((x; i); (y; j))

は，そのパスに含まれる部分辺の長さの和となる．また，T 0のサイズ L(T 0)は E(T 0)の各
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部分辺の長さの和とする．部分木 T 0 2 A(T )と点 vj 2 Vとの距離 d(vj; T
0)は，vjから最も

近い T 0上の点までの距離とする．

また，各辺 ejにおける単位長さ当りのコストを c(ej)で表し，点 (x; j) と (y; j)を接続す

る部分辺のコストを c(ej)jx� yjとする．そして，A(T )のコスト関数は c2; :::; cnで与えら

れ，点 (x; i)と (y; j)間のコスト c((x; i); (y; j))は，そのパスに含まれる部分辺のコストの

和となる．部分木 T 0 2 A(T )と点 vj 2 Vの間のコスト c(vj; T
0)は，vjと vjから最も近い T 0

上の点までの間のコストとする．

各頂点 viの重みを wiで表す．また，部分木 T 0の重み wT 0は，T 0の各頂点の重みの和とす

る．すなわち，次式で表される．

wT 0 =
P

vi2V (T 0)wi: (5:19)

設備 Fは，サイズ L(F ) � lである部分木である．特に離散部分木である設備を離散設備

とよぶ．離散設備と区別するとき，部分木である設備を連続設備とよぶ．

設備 Fの（重み付き）距離和 D(F )は，次式で表される．

D(F ) =
P

vi2V
fwi � c(vi; F )g: (5:20)

設備 Fの（重み付き）偏差 ECC(F )は，次式で表される．

ECC(F ) = maxvi2V fwi + c(vi; F )g: (5:21)

設備 Fの（重み付き）全対距離和 P (F )は，次式で表される．

P (F ) =
P

vi;vj2V fwiwj min(d(vi; F ) + d(vj; F ); d(vi; vj))g: (5:22)

実用設備配置は，この距離和 D(F )，偏差 ECC(F )，全対距離和 P (F )の評価関数のい

ずれかが最小または最大となる，サイズ l以下の設備を求めるものである．

図 5.14に実用設備配置の例を示す．図 5.11(a)は従来の設備配置であり，二点間の距離

やコストは辺の長さで定まる．図 5.11(a) において，頂点 u，v間の距離は 40，設備 Fの

コストは 60である．実用設備配置では，図 5.11(b)のように距離とコストを分離する．図

5.11(b)において，頂点 u，v間の距離は 30，設備 Fのコストは 60となる．実用設備配置で

は，評価関数の値はこの距離のみで定まり，コストに対して独立である．

本節では，評価関数の値が最小となる設備を最適な設備とよぶ．
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図 5.14: 従来の設備配置と実用設備配置

5.4.2 実用設備配置

実用設備設備について議論し，最適な離散木形状設備，連続および離散パス形状設備を

求める．

先ず，最適な離散木形状設備を求める．

前処理として，Tの各辺 ejの重みWj，コスト Djを算出する．重みWj，コスト Djは，評

価関数により次のように定義する．すなわち，距離和 D(F )に対しては，

Wj = wT 0

Dj =
P

vk2V (T 0);k 6=j(ckWk)．
(5:23)

偏差 ECC(F )に対しては，

Wj = 1

Dj = maxvk2V (T 0)fwk + c(vi; vk)g．
(5:24)

全対距離和 P (F )に対しては，

Wj = wT 0wT 00

Dj =
P

vk2V (T 0);k 6=j(ckWk)．
(5:25)

ただし，頂点 viは vjの親，部分木 T 0は vjを含み viを含まない最大の離散部分木，部分木

T 00は viを含み vjを含まない最大の離散部分木である．Tのすべての辺 ejの重みWj，コス

ト Djは，明らかに O(n)時間で求めることができる．
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また，変数D+
j は次式で表す．

D+
j = Dj +Wjcj． (5:26)

部分木 T 0[j; t]に対する設備 Fの評価関数H(j; t; F )，関数 E(g; l)は，次のように表す．す

なわち，距離和D(F )に対しては，

E(g; l) = g + l

H(j; t; F ) =
P

vi2V (T 0[j;t])wic(vi; F )．
(5:27)

偏差 ECC(F )に対しては，

E(g; l) = max(g; l)

H(j; t; F ) = maxvi2V (T 0[j;t])fwi + c(vi; F )g．
(5:28)

全対距離和 P (F )に対しては，

E(g; l) = g + l

H(j; t; F ) =
P

vi;vj2V (T 0[j;t])fwiwj min(c(vi; F ) + c(vj ; F ); c(vi; vj))g:
(5:29)

すると，明らかに以下の性質 32が成り立つ．

性質 32 部分木 T 0[j; t]，離散設備を Fとする．Fが頂点 vjを含み頂点 vj(t)を含まないなら

ば，次式が成り立つ．

H(j; t; F ) = E(H(j; t� 1; F ); D+
j(t))． (5:30)

性質 32より，以下の性質 33が成り立つ．

性質 33 実用設備設備において，サイズが l以下で距離和最小，偏差最小，全対距離和最小

の離散木形状設備配置は，いずれも O(n2l)時間で求まる．

証明　 Tamirの Left-Rightアルゴリズム [40]をそのまま用いる．すなわち，g[j; t; l0]は，

式 5.31の問題の最適解とする．

Minimize H(j; t; F )

s.t. L(F ) � l0

F is discrete tree of T 0[j; t] containing v1 and vj．

(5:31)
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|||||||||||||||||||||||||

1. j = 1; t = 0の場合

　 G[j; t] = f(0; 0)g
2. j > 1; t = 0の場合（vjは viの k番目の子頂点とする）

G[j; 0]は，組 (g[i; k � 1; l0]; l0 + aj)のリストとする．

ただし，組 (g[i; k � 1; l0]; l0 + aj)は，G[i; k � 1]の各

要素 (g[i; k � 1; l0]; l0)のうち l0 + aj � lとなる組である．

3. t > 1の場合

次の手順で G[j; t]を求める

1) G0[j; t� 1]は，組 (E(g[j; t� 1; l0]; D+
j(t)); l

0)のリスト

とする．ただし，組 (E(g[j; t� 1; l0]; D+
j(t)); l

0)は，

G[j; t� 1]の各要素 (g[j; k � 1; l0]; l0)のうち

E(g[j; t� 1; l0]; D+
j(t)) � Mとなる組である．

2) Gは，G0[j; t� 1]とG[j(t); sj(t)]を lの大きさにより

マージしたリストとする．

3) G[j; t]は，Gから優性要素を除いたリストとする．

すなわち，Gの二要素 (g1; l1)，(g2; l2)が g1 � g2

かつ l1 � l2ならば，(g2; l2)を除く．
|||||||||||||||||||||||||

図 5.15: リスト G[j; t]を算出するアルゴリズム

G[j; t] は，最適解と設備サイズの組 (g[j; t; l0]; l0) の順序付リストとする．ただし，l0 � l，

g[j; t; l0] � Mで，Mは評価関数の上限値として予め与えられる値とする．各 j; tに対して図

5.15のアルゴリズムを実行することでG[j; t]が求まる．各G[j; t]のサイズは O(min(l;M))

となるので，各G[j; t]はO(min(l;M))時間で求まり，よって全てのG[j; t]はO(nmin(l;M))

時間で求まる．そして，G[1; s1]の要素のうち g[j; t; l0]が最小となるものが，v1 を含む最適な

離散木形状設備となる．したがって，v1を含む Tの最適な離散木形状設備はO(nmin(l;M))

時間で求まる．これを，Tの各頂点を根 v1として繰り返すことで，最適な離散木形状設備

は O(n2min(l;M))時間で求まる．したがって，O(n2l)時間で求めることができる．

なお，サイズ lの設備に対する評価関数の最小値WD(l)が予め分っていれば，M = WD(l)

とすることで，最適な離散木形状設備は O(n2min(l;WD(l)))時間で求まる．また，木 Tの
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各辺の長さが 1の場合，l � n� 1なので，最適な離散木形状設備は O(n3)時間で求まる．

次に，最適な連続および離散パス形状設備については，以下の性質 34，35が示される．

性質 34 実用設備設備において，サイズが l以下で距離和最小，偏差最小，全対距離和最小

の連続パス形状設備配置は，いずれも O(n3)時間で求まる．

証明　性質 27に同様．

性質 35 実用設備設備において，サイズが l以下で距離和最小，偏差最小，全対距離和最小

の離散パス形状設備配置は，いずれも O(n3)時間で求まる．

証明　性質 28に同様．

5.4.3 実用設備の一般性

従来の距離和を用いる設備配置，全対距離和を用いる設備配置，全対コストを用いる設

備配置が，距離和を用いる実用設備配置により求まることを示す．

すなわち，以下の性質 36，37，38 が成り立つ．

性質 36 従来の距離和を用いる設備配置は，距離和を用いた実用設備配置により求めるこ

とができる．

証明　 ci = aiとすればよい．

性質 37 全対距離和を用いる木形状やパス形状設備配置は，距離和を用いた実用設備配置

により求めることができる．

証明　全対距離和を用いた根 v1を含む設備の配置は，性質 13，17より，ci = aiw
T 0とし

て距離和を用いた実用設備配置を行うことで求まる．ただし，部分木 T 0は，頂点 viを含ま

ず viの親を含む最大の離散部分木である．これを，Tの各頂点を根 v1として繰り返すこと

で，全対距離和を用いた最適な設備が求まる．

性質 38 全対コストを用いる木形状やパス形状設備配置は，距離和を用いた実用設備配置

により求めることができる．
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証明　全対コストを用いた根 v1を含む設備の配置は，性質 13，30より，ci = (ai�f(ai))wT 0

として距離和を用いた実用設備配置を行うことで求まる．ただし，部分木 T 0は，頂点 viを

含まず viの親を含む最大の離散部分木であり，f(ai)は長さ aiに対する通信コスト削減関数

の値である．これを，Tの各頂点を根 v1として繰り返すことで，全対距離和を用いた最適

な設備が求まる．

5.4.4 まとめ

本節では，各辺に対し設備の構築コスト ai，設備の評価コスト ciを用いた実用設備配置

問題を定式化し，サイズ指定の木形状やパス形状設備の配置について議論した．その結果，

文献 [40]の疑似多項式時間アルゴリズムを用いることにより，実用設備配置における最適

な離散木形状設備が求まることを示した．特に，木 Tの各辺の長さが 1の場合は，このア

ルゴリズムの実行時間は O(n3)時間であることを示した．また，最適な連続および離散パ

ス形状設備が O(n3)時間で求まることを示した．

また，従来の距離和を用いる設備配置，全対距離和や全対コストを用いる木形状やパス

形状設備配置が，距離和を用いる実用設備配置により求まることを示した．特に，設備の

高速化率が一定でない場合の全対コスト最小の設備も，距離和を用いた実用設備配置によ

り求まることを明らかにした．

5.5 むすび

本章では，実際の木構造通信ネットワークシステム構築に実用的な，通信コストを考慮

した設備配置について議論した．

先ず，全対距離和を提案し，全対距離和が最小となる木形状設備の配置について議論し

た．この結果，特に各辺の長さが 1である木構造ネットワークに対する全対距離和最小の

木形状設備が O(n)時間で配置できることを示した．

次に，より実際の通信ネットワークに近いモデルについて議論した．先ず，木構造ネッ

トワークの各辺の通信コストを dとしたとき，通信コスト低減関数 f(d)を用いて設備内

の通信コストを f(d)に削減するモデルを提案した．そして，高速化率一定の場合，すなわ

ち f(d) = � � d（�は定数）の場合の最適な設備が，全対距離和が最小となる設備に等しい

ことを示した．この結果，特に各辺の長さが 1である木構造ネットワークに対する最適な
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設備が O(n)時間で配置できることが示された．これは，超並列計算機の通信ネットワー

クなど各辺の長さを 1 と考えることのできる木構造通信ネットワークシステムにおいて，

たとえば 10Mbps のネットワークに 100Mbpsの高速通信設備を配置する場合（このとき

f(d) = d=10）に，効率的に高速通信設備を配置できることを示している．

更に，設備サイズの制約に対しては辺の長さ aiを，設備の評価に対しては辺のコスト ci

を用いる実用的な設備配置問題について議論した．この結果，各辺における設備の構築コ

ストと通信コストの異なる通信ネットワークシステムに対する，幅広い計算機ネットワー

クシステムに適合した効率的な設備の配置することが可能となる．そして，この実用設備

配置に対する，サイズ指定の木形状やパス形状設備の配置について議論した．実用設備配

置における最適な離散木形上設備算出において，従来の距離和や全対距離和が最小となる

離散木形上設備を算出する近似アルゴリズムを用いることはできない．ここでは，疑似多

項式時間アルゴリズムにより実用設備配置における最適な離散木形状設備が求まることを

示した．特に，通信ネットワークの各辺の長さが 1の場合には，実用設備配置における最

適な離散木形状設備が O(n3)時間で求まることを示した．また，最適な連続および離散パ

ス形状設備が O(n3)時間で求まることを示した．更に，従来の距離和を用いた設備や，全

対距離和や全対コストを用いた木形状やパス形状の設備配置を，距離和を用いた実用設備

配置問題により求めることができることを示した．
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第 6章

結論

6.1 研究のまとめ

最先端科学技術分野では，コンピュータによる大規模計算が行われるようになり，膨大な

コンピューティングパワーと巨大なメモリを有する超並列計算機が必要とされている．実

際に，多数の高速プロセッサを相互接続網で結合したさまざまな超並列計算機が開発され，

商用並列計算機として利用されている．また，ネットワーク上の多数のコンピュータを用い

た超分散コンピュータ環境も，ネットワークコンピューティングとして多いに期待されて

いる．しかし，現在の超並列計算機では各機種独自のプログラム開発が必要なことや，高

性能でコストパフォーマンスの高い超分散ネットワーク構築法が明らかにされてないなど

の問題がある．そこで本論文では，超並列・分散コンピュータネットワークにおける実用

的並列計算モデルの構築および，コストや実用性を重視した木構造ネットワークにおける

最適設備配置法について議論した．

第 2章では，超並列計算機における並列プログラム開発に必要な各種のパラメータや物

理的制約を考慮した実用的な並列計算モデルについて議論した．先ず，Cullerらの提案した

並列計算モデル LogPモデルに対し，実用的側面から LogPモデルの詳細な検討を行い，並

列アルゴリズムを記述するには不十分な点のあることを示した．そして，実際の通信ネット

ワークのバッファ動作や通信集中に着目し，LogPモデルにおける通信路をキュー（Queue）

の結合で表す新しい実用並列計算モデル LogPQを提案した．LogPQモデルは，通信路に

キューを付加することで，実際の通信ネットワークのバッファ動作や通信集中の影響を反

映することができる．また，通信パラメータを 1ワードメッセージに対して構築すること
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で，通信メッセージサイズの通信遅延に対する影響を考慮できることを明らかにした．更

に，キューパラメータで与えられる制限による，通信路のバッファ動作の明示的なオーバー

フロー制御により，実用的な通信処理の解析が可能であることを示した．次に，計算機アー

キテクチャの観点から LogPQモデルの構造に関する検討を行い，LogPQモデルにより並

列計算機上での並列アルゴリズムの詳細な検討が可能であることを明らかにした．また，

LogPQモデルと計算機ネットワークの通信路の関係，LogPQモデルと LogP モデルの関

係などを明らかにした．

第 3章では，さまざまな並列アルゴリズムを実際の並列計算機やエミュレータで実行す

ることにより，2章で提案した実用並列計算モデル LogPQの有用性や実用性に対する実験

的評価を行った．この結果，変形 CGアルゴリズムの LPRAMモデル上での実験的評価に

より，同期処理や通信遅延が並列アルゴリズムの実行時間に大きな影響を与えることを明

らかにした．また，並列多倍長GCDアルゴリズムの LogPQモデル上での実験的評価によ

り，並列計算機の通信性能の各成分がどのように並列アルゴリズムの性能に影響を与える

かを示し，LogPQモデルが効率的な並列アルゴリズム構築に対し有用であることを明らか

にした．更に，並列行列乗算アルゴリズムの並列計算機CM5上での実験的評価により，通

信にバッファを用いることにより非同期なプロセッサ間の通信遅延を隠蔽でき，並列アル

ゴリズムの効率を LogPQモデルを用いて詳細に検討できることを示した．

第 4章では，超並列・分散コンピュータネットワークの設備配置問題を検討し，木構造の

通信ネットワークに対して構築コストを重視した木形状の高速通信路設備を配置する問題

について議論した．先ず，平衡二分木における設備配置問題を取り上げ，木形状設備を配置

することにより，低速通信路と高速通信路の混在する低コストで高性能な木構造通信ネッ

トワークシステムを構築できることを明らかにした．そして，実用性の観点から，実際に通

信ネットワークシステムを構築する問題点について検討し，同一サイズの部分設備で構成

される設備の配置問題や，同一サイズの複数個の設備の配置問題が重要であることを示し

た．次に，低速通信路や高速通信路が混在する非均質な木構造通信ネットワークを，同一サ

イズの部品からなる高速通信路を用いて構築する問題について議論した．その結果，木構

造ネットワークに対する距離和が最少となる等分割可能な木形状設備問題の定式化を行い，

最適設備配置アルゴリズムを提案した．そして，この設備配置アルゴリズムは各頂点の次

数が� log n= log log n以下の木構造ネットワークにおいてO(n�(1+log�)+3)時間で実行できる

ことを示した．更に，低速通信路や高速通信路が混在する非均質な木構造通信ネットワー
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クを，同一サイズの高速通信路を複数個用いて構築する問題について議論した．その結果，

木構造ネットワークに対する距離和の総和が最小となる複数個の同一サイズの木形状設備

配置問題の定式化を行い，最適設備配置アルゴリズムを提案した．この配置アルゴリズム

は，各頂点の次数が� log n= log log n以下の木構造ネットワークに対し，O(n�(1+log�)+3)時

間で実行できることを示した．これらの設備配置法により，コストパフォーマンスの高い

通信ネットワークシステムや，通信量の多い場合に高性能な通信ネットワークシステムを

構築できることを明らかにした．

第 5章では，多種類の高速通信設備を用いた複雑な通信ネットワークシステム構築に必

要な高速通信設備内の通信コストに着目し，木構造ネットワークに対する二点間の平均距

離が最小となるサイズ lの木形状設備やパス形状設備の配置問題について議論した．先ず，

全対距離和を提案し，全対距離和が最小となる木形状設備の配置問題を定式化し，特に各

辺の長さが 1である木構造ネットワークに対する全対距離和最小の木形状設備が O(n)時

間で配置できることを示した．次に，実際の通信ネットワークを考え，木構造ネットワー

クの各辺の通信コストを dとしたとき，通信コスト低減関数 f(d)を用いて設備内の通信

コストを f(d) に削減する設備配置を提案した．そして，高速化率一定の場合，すなわち

f(d) = � � d（�は定数）の場合の最適な設備が，全対距離和が最小となる設備に等しいこ

とを示した．この結果，特に各辺の長さが 1である木構造ネットワークに対する最適な設

備が O(n)時間で配置できることを示した．更に，従来のサイズ指定設備配置問題の拡張

として，設備サイズの制約には辺の長さ aiを，設備の評価には辺のコスト ciを用いる実用

設備配置問題を定式化し議論した．この実用設備配置問題により，各辺における設備の構

築コストと通信コストの異なる幅広い計算機ネットワークシステムに対し，設備を最適配

置することができる．そして，疑似多項式時間アルゴリズムにより実用設備配置問題にお

ける最適な離散木形状設備配置が求まることを示した．特に各辺の長さが 1である木構造

ネットワークに対する最適な離散木形状設備配置が O(n3)時間で求まることを示した．ま

た，距離和を用いた実用設備配置問題により，従来の距離和を用いる設備や全対距離和や

全対コストを用いる木形状やパス形状の設備配置を求めることができることを示した．

6.2 今後の課題

本論文で提案した実用的な並列計算モデル LogPQは従来の並列計算モデルより詳細に並

列アルゴリズムの解析や並列処理時間の評価を行うことができることを示した．また，木
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構造ネットワークにおける設備配置法により効率的な超並列・分散コンピュータネットワー

クシステムを構築できる．しかしながら，現実の通信ネットワークシステムの複雑性に対

応するためには多くの課題が残っている．ここでは，そのうちの 4点について問題点と今

後の課題を述べる．

1. 多種類の高速通信設備への対応

本研究では高速通信設備の性能を一種類としていた．これは，たとえば 10Mbpsの低

速通信路に 100Mbpsの高速通信路を追加配置する場合に有用である．しかしながら，

実際には 100Mbpsと 1Gbpsの高速通信路を併用するなどの，さまざまな通信ネット

ワークシステムが存在する．これに対し，高速通信設備内の通信コストを考慮し，各

種速度の高速通信設備を配置することにより，実際の通信ネットワークに即した実用

性の高い通信ネットワークシステムの構築を行うことができる．

2. ネットワークの次数制限の緩和

本研究では主にネットワークの次数がO(log n= log log n)以下となるような大規模ネッ

トワークを扱ってきた．次数制限を緩和することにより，より次数の大きい中小規模

ネットワークの構築を行うことができる．

3. 大規模分散システムへの対応

本研究では主にネットワークの各辺の長さを 1に固定した．この長さを任意に拡張す

ることにより，よりグローバルな分散通信ネットワークシステムを構築することがで

きる．

4. 一般的な構造のネットワークへの対応

本研究では木構造ネットワークのみを扱ってきた．一般のネットワーク構造に拡張す

ることにより，現存する幅広い構造の通信ネットワークシステムの構築や改良を行う

ことができる．

上記の改良を行うことにより，現在の超並列・分散コンピュータネットワークに対してコ

ストパフォーマンスの高い効率的な通信ネットワークシステムの構築法を確立することが

できる．
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6.3 おわりに

本研究は，実用的な超並列計算機モデルの提案を行い，超分散コンピュータネットワーク

上の設備配置問題を定式化し最適設備配置法を提案した．これらの結果は，今後益々大規

模化が進む超並列計算機や超並列コンピュータネットワークなどの分野において，ネット

ワークを考慮に入れた並列プログラムの開発あるいは低コストで効率のよい高速通信ネッ

トワークを構築する際に一助になると考えられる．
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