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論 文

物理的・工学的実情との整合性を考慮した
和分型状態方程式表現
　―基礎的性質および安定性の解析*

小林　孝一 †・木山　健 ‡・北森　俊行 §

Expression of Summational Type State Equation
Conformable to Physical/Engineering Actualities

— Analysis of Basic Properties and Stability *

Koichi Kobayashi†, Tsuyoshi Kiyama‡ and Toshiyuki Kitamori§

This paper proposes a useful expression of summational type state equation conformable to
physical and/or engineering actualities. The summational type state equation can solve the following
two essential problems in mathematical expressions of the existing state equations: One of them is
a physical problem of discontinuity in mathematical expressions for different orders of the existing
state equation related to the number of inevitable many parasitic energy elements which always
exist in an actual system. The other one is an engineering problem of disunification in mathematical
expressions in which continuous-time and discrete-time systems are not described with consistency.
First, this paper clarifies and explains the above problems to be solved with a simple example. Next,
this paper defines the summational type state equation for the problems and analyzes, for example,
basic properties, stability condition and Lyapunov inequality by using the defined state equation.
Finally, the effectiveness of the summational type state equation is shown by numerical examples
on the stability analysis. From these results, this paper points out that the proposed state equation
can overcome difficulties of the above problems and get benefits from the sophisticated results of
modern control theory.

1. はじめに

制御理論で扱う力学系や電気系，また，化学プラント
などといった実システムは本質的には分布定数系であり，
さらに，経年変化など時間的に変化するシステムがほと

んどといって過言ではない．すなわち，実システムの大
多数は，動特性の次数という面で厳密には無限大であり，
また，非線形時変システムともいえる．このような実シ
ステムを厳密にモデリングすることは現在不可能となっ

ている．そこで，PID 制御を代表とする古典制御では，
∗ 原稿受付　 2005年 1月 19日
† 東京工業大学　大学院　情報理工学研究科　 Graduate

School of Information Science and Engineering, Tokyo

Institute of Technology; 2-12-1 O-okayama, Meguro-ku,

Tokyo 152-8552, JAPAN
‡ 大阪大学　大学院　工学研究科　 Graduate School of

Engineering, Osaka University; 2-1 Yamada-oka, Suita-
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§ 法政大学（現退職）　 Retired from Hosei University;
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Key Words: summational type state equation, control-

lability, asymptotic stability, Lyapunov inequality, linear

matrix inequality.

制御対象の動特性を完全に知ることはできないという立
場から，有限個の設計パラメータに基づく部分的補償に
より制御系設計を行ってきており，現実に即した制御理
論として現在でも現場の主流として利用されてきている．

一方，現代制御理論では，最適レギュレータを初め，
H∞ 制御，線形行列不等式（LMI）に基づく制御系設計
にいたるまでさまざまな設計法がおもに状態方程式を用
いて提案されてきている．しかしながら，従来用いられ

るこの状態方程式表現は，物理的システムに充満してい
る寄生的エネルギー蓄積要素（エネルギー蓄積要素のう
ち容量が微小なもの）などと，数式表現上に不整合を有
する問題点をもつ．これは，次数の増減に対し，たとえ
ば可制御正準形の数式表現が連続的に変化しないこと，

また，動特性の特別な場合として静特性（直流ゲイン）
を数式表現上，陽に包含しておらず，すなわち，状態方
程式の一つの係数に静特性が陽に表れておらず，動特性
が静特性の滑らかな拡張となっていない問題点などであ

る．このことは，従来の状態方程式表現が物理的システ
ムを表現するのに十分な表現であるとはいいきれないこ
とを示していると同時に，他の状態方程式表現の可能性
を示唆している．そこで，北森は積分型状態方程式表現
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を提案し，この表現では上述の問題点が解消されること
を示した上で，これまでの現代制御理論の基礎的な成果

はそのまま成立することを明らかにした [1]．
本論文ではこれまでの成果を受け，次数の増減に関す

る数式表現の不連続性の問題点を解消するのみではなく，
連続時間系および離散時間系を統一的に表現する和分型

状態方程式表現を提案する．この表現は，サンプリング
周期をゼロに近づけるとき，積分型状態方程式表現に収
束するという意味でより一般的なシステム表現となって
いる．この和分型状態方程式表現を用いることにより，
連続時間制御を特別な場合として包含するより一般的な

離散時間制御理論を構築することが可能となる．本論文
では，制御系設計において基盤となる和分型状態方程式
表現の基礎的性質および安定性の解析を論じ，次数の増
減に対し数式表現，安定条件が連続的に変化すること，
従来結果に比べ安定条件が簡便な形式で得られることを

明らかにする．とくに，次数の増減操作に対し，他の状
態方程式と比較し和分型状態方程式表現を用いて数値的
にも安定的に解析できることを示す．
以下，2. では本論文で取り上げる従来の状態方程式

表現の問題点を説明する．3. では和分型状態方程式表
現を定義し，その一般解，可制御性および可制御正準形
などの性質を示す．4. では安定条件について考察し，和
分型状態方程式表現を用いた Lyapunov 不等式条件を導
出する．5. では数値例により和分型状態方程式表現の
有効性を示す．6. はまとめである．
表記：Rn×m は n×m の実数行列の集合，Cn×m は

n×m の複素行列の集合とする．複素数 a に対し，ā

は共役複素数とする．行列 M に対し，MT は転置行

列，M∗ は共役複素転置行列を表す．ラプラス演算子
s およびサンプリング周期 h に対し，差分演算子 [2–4]
δ := (ehs −1)/h を定義する．なお，差分演算子 δ は
h→0 とするとラプラス演算子 s に収束する性質をもつ．

2. 従来の状態方程式表現の問題点

本節では，従来の状態方程式表現の実用上での非常に
重要な問題点について説明する．

2.1 物理的実情
　―実システムとシステム表現との整合性

まず，実システムとシステム表現との整合性について
説明する．実システムの大多数を厳密に取り扱うと，無
数にある寄生的エネルギー蓄積要素の影響で動特性の次
数は無限大になってしまう．このことを伝達関数を例に

説明すると，一入出力連続時間線形時不変系のシステム
表現は，

G(s) =
b0 +b1s+b2s

2 +b3s
3 + ···

a0 +a1s+a2s2 +a3s3 + ··· (1)

となる．問題の本質を明らかにするために，簡単な 2次
系の伝達関数

G(s) =
b0

1+a1s+a2s2
(2)

を考える．(2)式で近似的に表現できる実システムは数
多くあるが，電気回路を例にとると Fig. 1のRLC 回路
の伝達関数 P (s) は

P (s) =
1

1+RCs+LCs2

となり，(2)式で記述できる．(2)式において，b0 = 1，
a1 =1 として，a2 =0.8，0.6，0.4，0.2，0.1，0 と変化
させたときのステップ応答をFig. 2に示す．Fig. 2から，
a2 → 0 に対し，時間応答の典型であるステップ応答とい
う“現象”は連続的に変化することが確認できる．a2 を

さらに 0 に近づければ，a2 =0 のステップ応答波形と区
別ができなくなる．現象のみならず，(2)式から伝達関
数表現も同様に，a2 → 0 に対し連続的に a2 = 0 の伝達
関数表現に収束していく．なお，a2 → 0 は RLC 回路に
おける L→ 0 あるいは C → 0 に相当している．

Fig. 1 RLC circuit
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Fig. 2 Step responses of system (2) for each a2

一方，(2) 式を可制御正準形の状態方程式で表現す
ると，⎧⎪⎪⎪⎪⎨

⎪⎪⎪⎪⎩
˙̃x(t) =

⎡
⎣ 0 1

− 1
a2

−a1

a2

⎤
⎦x̃(t)+

[
0
1

]
u(t),

y(t) =
[

b0

a2
0
]
x̃(t)

となる．a2 → 0 とするとシステム行列と出力行列に無限
大になる要素が現れるので，a2 → 0 に対し状態方程式
は不連続的に変化する．詳細は参考文献 [5]を参照され
たい．
そこで，(2)式を可制御正準形の積分型状態方程式 [1]

で表現すると，
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⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

∫ t

0

x(τ )dτ =

[
−a1 −a2

1 0

]
x(t)+

[
1
0

]
u(t)

−
([

−a1 −a2

1 0

]
x(0)+

[
1
0

]
u(0)

)
,

y(t) =
[
−a1b0 −a2b0

]
x(t)+

[
b0

]
u(t)

となる．a2 → 0 とするとシステム行列と出力行列にゼ
ロとなる要素が表れ，各行列の (1,1)要素を取り出すと
x(t) の第 1要素 x1(t) を状態変数とした a2 = 0 の積分
型状態方程式⎧⎨
⎩
∫ t

0

x1(τ )dτ =−a1x1(t)+u(t)−(−a1x1(0)+u(0)),

y(t) =−a1b0x1(t)+b0u(t)

になるので，a2 → 0 に対し積分型状態方程式は表現とし
て連続的に変化するといえる．また，この積分型状態方
程式の直達行列はシステムの静特性（直流ゲイン）を表

現していることから，静特性を数式表現上に陽に包含し
た形式となっている．
以上から，a2 → 0 のとき，ステップ応答という現象お

よび，伝達関数表現，積分型状態方程式表現は次数の増
減に対し“連続”性を有するが，従来の状態方程式表現

は“不連続”となってしまっている．すなわち，従来の
状態方程式は現象と整合性が取れていないことを意味し
ている．
また，物理的システムに適したシステム表現の一つと

して，ディスクリプタシステム表現が知られている．(2)
式をディスクリプタシステムで表現すると，⎧⎪⎪⎨

⎪⎪⎩
[

1 0
0 a2

]
˙̃x(t) =

[
0 1
−1 −a1

]
x̃(t)+

[
0
1

]
u(t),

y(t) =
[

b0 0
]
x̃(t)

となる．a2 → 0 としても無限大になる係数行列内の要素
は現れない．しかしながら，a2 =0 として，x̃(t) の第 1
要素 x̃1(t) を状態変数とした 1次のディスクリプタシス
テムは，{

a1
˙̃x1(t) =−x̃1(t)+u(t),
y(t) = b0x̃1(t)

となることから，積分型状態方程式とは異なり行列の一
部を取り出すといった容易な手順では低次元化ができず，
一般に，逆行列の計算など煩雑な手順が必要になる．さ
らに，静特性を数式表現上，陽に包含していない．なお，

本論文では紙面の制約もあり，ディスクリプタシステム
との詳細な関連については稿を改めて報告することにし，
これ以上触れないことにする．
実システムは (1)式のように本質的に次数が無限大で

あるが，有限次元のシステム表現で近似し，実システム

の解析・設計を行ってきている．逆に，このことは無数

に存在するエネルギー蓄積要素の中で，支配的なもの以
外で，なおかつ容量が微小で無視しても問題がない寄生

的エネルギー蓄積要素が無数にあることを意味している．
寄生的エネルギー蓄積要素を一つ考慮するか無視するか
で，上述のようにシステム表現の次数は 1次変化するが，
Fig. 2からわかるように時間応答という物理現象は次数
の違いを区別できない，あるいは次数の増減に対し“連
続”的であるといえる．本論文では，システム表現に要
求される次数の増減に対する現象と整合が取れた連続性
を“次数に関する表現の連続性”とよぶことにする．ま
た，静特性を次数ゼロのシステムと考えると，この表現

の連続性は静特性と動特性の連続性も意味していること
にする．
以下，従来の状態方程式表現を微分型状態方程式表現と

よぶことにし，状態変数 x̃(t)∈Rn，入力信号 u(t)∈Rm，
出力信号 y(t)∈Rp とすると，微分型状態方程式表現は，{

˙̃x(t) = Ãx̃(t)+ B̃u(t),
y(t) = C̃x̃(t)+D̃u(t)

と定義される．同様に，状態変数を x(t)∈Rn とすると，
積分型状態方程式表現は，⎧⎨
⎩
∫ t

0

x(τ )dτ = Ax(t)+Bu(t)−(Ax(0)+Bu(0)),

y(t) = Cx(t)+Du(t)
(3)

と定義される．次節以降での議論をわかりやすくするた
めに，両状態方程式の対応関係を述べておく．微分型状
態方程式から積分型状態方程式への対応関係は，状態変
数を x(t) = ˙̃x(t) と対応づけることにより，[

A B
C D

]
=

[
0 0
0 D̃

]
+

[
I

C̃

]
Ã−1

[
I −B̃

]
(4)

として与えられる．逆に，積分型状態方程式から微分型
状態方程式への対応関係は，[

Ã B̃
C̃ D̃

]
=

[
0 0
0 D

]
+

[
I

C

]
A−1

[
I −B

]
(5)

として与えられる．なお，積分型状態方程式には初期値
Ax(0)+Bu(0) が陽に現れるが，以下では記述の簡単化
のために適宜省略するので注意されたい．

2.2 工学的実情
　―連続時間系と離散時間系との整合性

現代制御理論において，連続時間系の場合は微分型状
態方程式が用いられ，離散時間系の多くの場合は，シフ
ト型状態方程式表現{

x̃k+1 = Âx̃k +B̂uk,

yk = Ĉx̃k +D̂uk

が用いられている [6]．離散時間系を議論する際，離散化
される以前の連続時間系の存在は必ずしも必要とはされ
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ないが，離散時間コントローラの設計において多くの場
合，連続時間系の制御対象を離散化して扱うことから，

ここでは連続時間系を周期 h でサンプリングを行い，0
次ホールドにより，すなわち，ステップ不変変換 [3,4]に
より近似的に離散化することを考える．このとき，微分
型および積分型状態方程式からシフト型状態方程式への

対応関係は，(4)式，(5)式を用いると，[
Â B̂

Ĉ D̂

]
=

[
eÃh (eÃh−I)Ã−1B̃
C̃ D̃

]
(6)

=

[
eA

−1h (I−eA
−1h)B

CA−1 D−CA−1B

]
(7)

として与えられる [6]．シフト型状態方程式は h→ 0 と
すると，Â→ I，B̂ → 0 に収束する．したがって，状態
がシフトしない表現に退化してしまい，連続時間系の状

態方程式表現との整合性を持たない．
この連続時間系と離散時間系との整合性を考慮したシ

ステム表現として，差分型状態方程式表現⎧⎨
⎩

x̃k+1− x̃k

h
= Ãx̃k +B̃uk,

yk = C̃x̃k +D̃uk

(8)

が知られている [2–4]．連続時間系と離散時間系とのシ
ステム表現の整合性は，シフト型状態方程式への対応関
係 (6)式および (7)式，また，微分型および積分型の状
態方程式から差分型状態方程式への対応関係[

Ã B̃

C̃ D̃

]
=

⎡
⎣ 1

h
(Â−I)

1
h

B̂

Ĉ D̂

⎤
⎦ (9)

=

⎡
⎣ 1

h
(eÃh−I)

1
h

(eÃh−I)Ã−1B̃
C̃ D̃

⎤
⎦ (10)

=

⎡
⎣ 1

h
(eA

−1h−I)
1
h

(I−eA
−1h)B

CA−1 D−CA−1B

⎤
⎦ (11)

から

Ã =
1
h

(eÃh−I) =
∞∑

i=1

1
i!
Ãihi−1

B̃ =
1
h

(eÃh−I)Ã−1B̃=
∞∑

i=1

1
i!
Ãi−1hi−1B̃

となるので [2–4]，差分型状態方程式は h→ 0 とすると
微分型状態方程式に収束することが知られている．しか
しながら，2.1 で説明したように，微分型状態方程式に
は“次数に関する表現の連続性”という意味で問題があ
るため，差分型状態方程式も同様の“次数に関する表現
の連続性”の問題点を有している．したがって，この問
題点を解消する新たな状態方程式表現を次節以降で提案

し，この状態方程式表現自身の基礎的性質および，この
状態方程式表現に基づくシステムの安定条件を明らかに

していく．

3. 和分型状態方程式表現の基礎的性質
3.1 和分型状態方程式表現
本論文で提案する和分型状態方程式表現を以下で定義

する．
【定義 1】 積分型状態方程式表現 (3)をサンプリング
周期 h として，0 次ホールドにより，すなわち，ステッ
プ不変変換により近似的に離散化したシステム表現⎧⎪⎨

⎪⎩ h

k−1∑
i=0

xi = Axk +Buk −(Ax0 +Bu0),

yk = Cxk +Duk

(12)

を和分型状態方程式表現と定義する．また，和分演算子
ξ を ξxk := h

∑k−1
i=0 xi と定義する．

和分型状態方程式では，初期値 Ax0 +Bu0 が陽に現
れるが，以下では記述の簡単化のために適宜省略するの
で注意されたい．差分型状態方程式から和分型状態方程
式への対応関係は，状態変数を xk = (x̃k+1− x̃k)/h と
対応づけることにより，[

A B

C D

]
=

[
0 0
0 D̃

]
+

[
I

C̃

]
Ã−1

[
I −B̃

]
(13)

として得られる．また，シフト型，微分型および積分
型の状態方程式から和分型状態方程式への対応関係は，
(9)∼(11)式，(13)式より，[

A B

C D

]
=

[
h(Â−I)−1 −(Â−I)−1B̂

hĈ(Â−I)−1 D̂− Ĉ(Â−I)−1B̂

]

=

[
h(eÃh−I)−1 −Ã−1B̃
hC̃(eÃh−I)−1 D̃−C̃Ã−1B̃

]

=

[
h(eA

−1h−I)−1 B
hCA−1(eA

−1h−I)−1 D

]
(14)

として得られるので，

A = h
(
eA

−1h−I
)−1

=

( ∞∑
i=1

1
i!
A−ihi−1

)−1

から，和分型状態方程式は h→ 0 とすると積分型状態方
程式に収束することが理解できる．
（注意）以下では，A= Ã−1 の正則性を仮定して解析
を行う．この仮定は，和分型状態方程式にディスクリプ
タシステム表現を導入することで解消可能と思われるが，

今後の課題である．
また，和分型状態方程式 (12)は，離散化される以前の

連続時間系をもたない離散時間系（離散事象システムな
ど）も扱うことが可能であるが，本論文では簡単のため，
微分型および積分型の状態方程式との対応関係をもつ離

散時間システムを扱うことにする．
【例題 1】 簡単な 1次系の伝達関数
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G(s) =
b0

1+a1s
(15)

を考える．
まず，サンプリング周期 h でステップ不変変換により

離散化された (15)式の差分伝達関数は，

Ĝ(δ) =
b0

1+
h

1−e−h/a1
δ

となり，h→ 0 とすると伝達関数 (15)に収束することに
注意されたい．
つぎに，各状態方程式の特徴を考える．微分型状態方

程式と積分型状態方程式の比較は 2.1 で説明をしたの
で，ここでは省略する．ステップ不変変換により離散化
された (15)式のシフト型状態方程式は，{

x̃k+1 = e−h/a1 x̃k +(1−e−h/a1)uk,

yk = b0x̃k

となり，サンプリング周期を h→ 0 とするとシステム行
列は 1 に，入力行列は 0 に退化してしまう．
同様に，(15)式の差分型状態方程式は，⎧⎨
⎩

x̃k+1− x̃k

h
=

e−h/a1 −1
h

x̃k +
1−e−h/a1

h
uk,

yk = b0x̃k

となり，h→ 0 とすると微分型状態方程式⎧⎨
⎩ ˙̃x(t) =− 1

a1
x̃(t)+

1
a1

u(t),

y(t) = b0x̃(t)

に収束する．しかしながら，h→ 0 および a1 → 0 とす
ると，システム行列と入力行列は無限大になってしまう．
一方，同様に (15)式の和分型状態方程式は，⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

h
k−1∑
i=0

xi =
h

e−h/a1 −1
xk +uk,

yk =
b0h

e−h/a1 −1
xk +b0uk

となり，h→ 0 とすると積分型状態方程式⎧⎨
⎩
∫ t

0

x(τ )dτ =−a1x(t)+u(t),

y(t) =−a1b0x(t)+b0u(t)

に収束する．さらに，h→0 および a1 →0 としても，無
限大になる係数行列は発生せず，この状態方程式は連続
的に次数ゼロの，すなわち静特性のシステム

y(t) = b0u(t)

に収束する．したがって，和分型状態方程式表現は，次

数およびサンプリング周期に関する表現の連続性を有し
ていることが理解できる．

3.2 一般解
本小節では，和分型状態方程式 (12)の一般解を導出

し，積分型状態方程式の一般解との関連性を明らかにす
る．h

∑k−1
i=0 xi = Axk +Buk −(Ax0 +Bu0) は

xk = (x0 +A−1Bu0)−A−1Buk +hA−1
k−1∑
i=0

xi

に変形できる．この式に k = 1, 2, 3 を代入すると，

x1 = (I +hA−1)x0 +A−1Bu0−A−1Bu1

x2 = (I +hA−1)2(x0 +A−1Bu0)
−h(I +hA−1)A−2Bu0−hA−2Bu1−A−1Bu2

x3 = (I +hA−1)3(x0 +A−1Bu0)
−h(I +hA−1)2A−2Bu0

−h(I +hA−1)A−2Bu1−hA−2Bu2−A−1Bu3

となり，したがって，一般の k の場合，

xk = (I +hA−1)k(x0 +A−1Bu0)−A−1Buk

−h

k−1∑
i=0

(I +hA−1)k−1−iA−2Bui (16)

となる．仮定より，和分型状態方程式は積分型状態方程式
との対応関係をもつ．したがって，この一般解は，h→ 0
とすると (I +hA−1)k → eA

−1hk となることから [4]，積
分型状態方程式の一般解 [1]

x(t) = eA
−1t(x(0)+A−1Bu(0))−A−1Bu(t)

−
∫ t

0

eA
−1(t−τ)A−2Bu(τ )dτ

に収束する．なお，(14)式より I +hA−1 = eA
−1h が成

立するので，(I +hA−1)k は必ず正則となることに注意

されたい．

3.3 可制御性と可制御正準形
和分型状態方程式の可制御性を以下のように定義する．
【定義 2】 任意の初期時刻 k = 0 および和分型状態
方程式 (12)で表現された I +hA−1 が正則となるシステ
ムの任意の初期状態 x0 が与えられているとする．この

とき，適当な有限時刻 N までの適当な入力 uk を印加
することによって，xN = 0 とすることができるならば，
このシステムは可制御であるという．
定義した和分型状態方程式の可制御性に関して，以下

の補題が成立する．

【補題 1】 和分型状態方程式 (12)で表現された I +
hA−1 が正則となるシステムが可制御である必要十分条
件は，

rank
([

B AB ··· An−1B
])

= n (17)

が成立することである．このとき，和分型状態方程式
(12)の可制御性は，(13)式の対応関係から求められる差
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分型状態方程式 (8)の可制御性 [3,4]と等価である．
（証明）まず，必要性を示す．すなわち，和分型状態方

程式 (12)で表現されたシステムが可制御であれば，(17)
式が成立することを示す．可制御性の定義および和分型
状態方程式の一般解 (16)より，任意の x0，適当な有限
時刻 N および u∗

k が存在して xN = 0 となるので，

x0 =−A−1Bu∗
0 +(I +hA−1)−NA−1Bu∗

N

+h

N−1∑
i=0

(I +hA−1)−1−iA−2Bu∗
i (18)

が成立する．一方，(I +hA−1)−k は，

(I +hA−1)
∞∑

i=0

(−hA−1)i = I

に注意すると，Cayley-Hamilton の定理より，

(I +hA−1)−k

=

{ ∞∑
i=0

(−hA−1)i

}k

= β0(k)I +β1(k)A−1 + ···+βn−1(k)A−n+1 (19)

と表すことができる．ここで，βj(k) は適当なスカ
ラー関数である．まず，(18)式第 1項は，−A−1Bu∗

0 =
−hA−n−1Anu∗

0/h とする．An は Cayley-Hamilton の
定理を適用すると，

An =−α1A
n−1−···−αn−1A−αnI (20)

となる．ここで，α1, α2, ···, αn は行列 A の特性多項式

det[λI−A] = λn +α1λ
n−1 + ···+αn−1λ+αn (21)

の係数である．よって，

−A−1Bu∗
0 = hA−n−1

[
B AB ··· An−1B

]
H0 (22)

H0 :=
[

αnu∗T
0

h

αn−1u
∗T
0

h
··· α1u

∗T
0

h

]T

となる．(18)式第 2項は，(19)式を適用すると，

(I +hA−1)−NA−1Bu∗
N

= A−n−1(β0(N)An + ···+βn−1(N)A)Bu∗
N

となり，(20)式を適用すると，

(I +hA−1)−NA−1Bu∗
N

= hA−n−1
[

B AB ··· An−1B
]
HN (23)

HN :=
[

hT
N (n−1) hT

N (n−2) ··· hT
N (0)

]T
hN (n−1) :=

−αnβ0(N)u∗
N

h

hN (j) :=
(βj+1(N)−αj+1β0(N))u∗

N

h
,

j = 0, 1, ···, n−2

となる．(18)式第3項は，(I +hA−1)−1−i，i=0, 1, ···,
N −1 に (19)式を適用し，整理すると，

h

N−1∑
i=0

(I +hA−1)−1−iA−2Bu∗
i

= hA−n−1
[

B AB ··· An−1B
]
H (24)

H :=
[

hT(n−1) hT(n−2) ··· hT(0)
]T

h(j) :=
n−1∑
i=0

βj(i+1)u∗
i , j = 0, 1, ···, n−1

を得る．(22)式，(23)式および (24)式より，(18)式は

x0 = hA−n−1
[

B AB ··· An−1B
]
(H0 +HN +H)

(25)

となる．任意の x0 に対して，(25) 式を満たす H0 +
HN +H が存在するので，(17)式が成立する．
つぎに，十分性を示す．すなわち，(17)式が成立して

いるならば，和分型状態方程式 (12)で表現されたシステ
ムが可制御であることを示す．まず，

Gc = h

N−1∑
i=1

(I +hA−1)−1−iA−2B

×BT(A−2)T(I +hA−T)−1−i (26)

で定義される行列 Gc が正定すなわち正則となることを
示す．ここで，Gc が正定でないとすると，適当な n次
元ベクトル v̂ �= 0 に対して v̂TGcv̂ = 0 が成立し，

BT(A−2)T(I +hA−T)−1−iv̂ = 0 (27)

でなければならない．(I +hA−T)−1−i の時間差分は(
(I +hA−T)−i−(I +hA−T)−1−i

)
/h

= A−T(I +hA−T)−1−i

となるから，(27)式を (n−1) 回時間差分し，まとめ
ると，[

B AB ··· An−1B
]T

(A−n−1)T(I +hA−T)−1−iv̂ = 0

となる．仮定より (A−n−1)T(I +hA−T)−1−i は正則で
あり，さらに (17)式を仮定していることから，v̂ = 0 と
ならなければならずこれは矛盾である．したがって Gc

は正定でなければならない．(26)式の Gc を用いて，入
力 uk，k = 1, 2, ···, N −1 を

uk = BT(A−2)T(I +hA−T)−1−kG−1
c x0

と定めると（ただし，u0 =uN =0 とする），一般解 (16)
より必ず xN =0 とできる．すなわち，システム (12)は
可制御である．
また，和分型状態方程式 (12)の可制御性と差分型状態

方程式 (8)の可制御性の等価性は (13)式に注意すると，
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Ãn−1B̃ Ãn−2B̃ ··· B̃

]
=−A−n

[
B AB ··· An−1B

]
が成立することより明らかである． □
以上の可制御性を満たす場合，和分型状態方程式の可

制御正準形を以下の補題で与える．なお，簡単化のため
一入出力系を扱うが，多入出力系への拡張も可能である．

【補題 2】 和分型状態方程式 (12)で表現された一入
出力系が可制御であるとき，次の可制御正準形と同値で
ある．

h
k−1∑
i=0

x̄i=

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−α1 −α2 ··· −αn−1 −αn

1 0 ··· 0 0

0 1
...

...
...

. . . 0
...

0 ··· 0 1 0

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

︸ ︷︷ ︸
Ā

x̄k +

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1
0
...
...
0

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

︸ ︷︷ ︸
b̄

uk,

yk =
[

γ1 γ2 ··· γn−1 γn

]
︸ ︷︷ ︸

c̄

x̄k +
[

κ
]
uk

ただし，α1, α2, ···, αn は行列 A の特性多項式 (21)の
係数であり，γ1, γ2, ···, γn, κ は適当な実数である．
（証明）可制御正準形の各行列を Ā, b̄, c̄ とおく．な

お，κ は同値変換に対して不変である．このとき，任意
の 1入力 1出力 n 次元の可制御なシステム⎧⎪⎨

⎪⎩ h
k−1∑
i=0

xi = Axk +buk,

yk = cxk +duk

を考える．初期値 Ax0+bu0 については，行列 A，b が
同値変換されるのみで，初期値には依存しないので記述
を省略する．ここで，κ = d とおき，変換行列

T =
[

t1 ··· tn

]−1

を定める．ただし，t1 = b，t2 =(A+α1I)b，···，tn−1 =
(An−2+α1A

n−3+···+αn−2I)b，tn =(An−1+α1A
n−2

+···+αn−1I)b である．Cayley-Hamilton の定理より，
At1 =−α1t1+t2, At2 =−α2t1+t3, ···, Atn−1 =−αn−1

t1+tn，Atn =−αnt1，すなわち，AT−1 =T−1Ā，等価

的に Ā=TAT−1 が成立する．同様に，̄b=Tb, c̄=cT−1

が成立することは明らかである．したがって，和分型状
態方程式 (12)で表現された一入出力系が可制御であると
き，可制御正準形と同値である． □

一入出力系の差分伝達関数

G(δ) =
b0 +b1δ+ ···+bn−1δ

n−1

1+a1δ+a2δ2 + ···+anδn

に対する可制御正準形は，

h
k−1∑
i=0

xi=

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−a1 −a2 ··· −an−1 −an

1 0 ··· 0 0

0 1
...

...
...

. . . 0
...

0 ··· 0 1 0

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

xk +

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1
0
...
...
0

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

uk,

yk =
[
−a1b0 +b1 −a2b0 +b2 ···
−an−1b0 +bn−1 −anb0

]
xk +

[
b0

]
uk

となることから，和分型状態方程式の可制御正準形は，

たとえば，an が微小な場合，各係数行列の一部分を取
り出すことだけで，容易に低次元化されたシステムを得
ることができる．すなわち，適当な次数で打ち切った残
りの部分の表現は不変のままでよい．この表現の不変性
は，システム同定の際などに非常に有用な性質と考えら

れる．
可観測性に関しては，(12)式の双対システムを⎧⎪⎨
⎪⎩ h

k−1∑
i=0

xi = ATxk +CTuk−(ATx0 +CTu0),

yk = BTxk +DTuk

と定義し，双対システムの可制御性を考えればよい．詳
細については省略する．

4. 安定解析
4.1 システム行列 A の固有値と安定性
和分型状態方程式で表現されたシステム (12)の安定

性をシステム行列 A の固有値から考察する．和分型状
態方程式で表現されたシステム行列 A の固有値は，方
程式 |λI−A|= 0 の解 λ で与えられる．
まず，和分型状態方程式で表現されたシステム (12)の

漸近安定性を以下のように定義する．
【定義 3】 和分型状態方程式で表現されたシステム

h

k−1∑
i=0

xi = Axk−Ax0 (28)

が与えられているとする．また，xk のユークリッドノ

ルムを ‖xk‖ := (xT
k xk)1/2 と定義する．このとき，任意

の初期状態 x0 に対してシステム (28)の解 xk が

lim
k→∞

‖xk‖= 0 (29)

となるとき，システム (28)は漸近安定である．
システム (28)の漸近安定性とシステム行列 A の固有

値 λ との関係について，以下の補題が成立する．
【補題 3】 和分型状態方程式で表現されたシステム

(28)が与えられているとする．このとき，システム (28)
が漸近安定であるための必要十分条件は，システム行列
A のすべての固有値の実部が −h/2 未満であることで
ある．
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（証明）まず，必要性を対偶により示す．すなわち，A

の固有値で実部が −h/2 以上となるものが少なくとも一
つ存在すると仮定し，システム (28)が漸近安定とならな
いことを示す．実部が −h/2 以上となる固有値を λ̂ と
し，対応する固有ベクトルを η とする．仮定より，λ̂ は

λ̂+¯̂
λ+h≥ 0 (30)

を満たす．また，システム (28)の一般解は (16)式にお
いて ui = 0, i = 0, 1, ···, k とすればよく，

xk = (I +hA−1)kx0 (31)

として得られることから，初期状態 η に対する応答は
xk =(1+h/λ̂)kη である．(30)式より |1+h/λ̂|≥1 とな
ることから，xk は原点に収束せず，漸近安定ではない．
つぎに，十分性を示す．A のすべての固有値の実部が

−h/2 未満であると仮定し，システム (28)が漸近安定で
あることを示す．このとき，すべての固有値に対して，

λ+ λ̄+h < 0 (32)

が成立する．(32)式の両辺を λλ̄ �= 0 で割ると，

1+
1
λ

+
1
λ̄

+
h

λλ̄
< 1

となり，平方完成を施すと，(
1+

h

λ

)(
1+

h

λ̄

)
< 1

を得る．したがって，ある誘導ノルム ‖ · ‖ が存在し，
‖I +hA−1‖< 1 が成立する [7]．したがって，誘導ノル
ムの性質 [7]より，‖(I +hA−1)k‖≤‖I +hA−1‖k <1 で
あることから，システム (28)は漸近安定である． □

4.2 Lyapunov の安定条件
和分型状態方程式で表現されたシステムの安定条件と

して，以下の定理を得る．
【定理 1】 和分型状態方程式で表現されたシステム

(28) が与えられているとする．このとき，システム (28)
が漸近安定であるための必要十分条件は，

PA+ATP +hP < 0 (33)

を満たす実対称行列 P > 0 が存在することである．
（証明）まず，十分性を示す．(33)式を満たす実対称
行列 P > 0 が存在すると仮定する．このとき，システム
行列A が正則である仮定から，Lyapunov 関数

V (xk) := xT
k ATPAxk (34)

を定義する．V (xk) の時間的変化は，(31)式よりxk+1 =
(I +hA−1)xk となることに注意すると，

∆V (xk)
∆t

=
V (xk+1)−V (xk)

h
= xT

k (PA+ATP +hP )xk < 0 (35)

として得られ，V (xk) は正定な単調減少関数となる．す
なわち，xk のユークリッドノルム ‖xk‖ を用いると，
∆V (xk)/∆t≤−ε‖xk‖2 がある ε> 0 に対して成立する
ことから，平衡状態 ∆V (xk)/∆t≡ 0 となるのは xk ≡ 0
の場合のみである．したがって，(29)式が成立するので，
システム (28)は漸近安定である．
つぎに，必要性を示す．システム (28) が漸近安定で

あると仮定する．このとき，(33)式を満たす実対称行列
P > 0 が存在することを示す．任意の実対称行列 Q > 0
に対して，

P := lim
k→∞

h

k−1∑
i=0

A−TRiA
−1 > 0 (36)

を定義する．ここで Ri := (I +hA−T)iQ(I +hA−1)i で
ある．(33)式左辺に (36)式を代入し，平方完成を施すと，

PA+ATP +hP

= lim
k→∞

k−1∑
i=0

(
hA−TRi +hRiA

−1 +h2A−TRiA
−1
)

= lim
k→∞

k−1∑
i=0

{
(I +hA−1)TRi(I +hA−1)−Ri

}

= lim
k→∞

k−1∑
i=0

(Ri+1−Ri)

= lim
k→∞

(Rk −Q)

に変形できる．仮定より，limk→∞(I +hA−1)k =0 が成
立するので，limk→∞(Rk−Q) =−Q < 0 となり，(33)
式を満たす実対称行列 P > 0 が確かに存在する． □
和分型状態方程式で表現されたシステムについての

Lyapunov 不等式条件は，h→ 0 とすると，収束先の
積分型状態方程式で表現されたシステムについての

Lyapunov 不等式条件に収束する．このことから，上述
の Lyapunov 不等式条件は，h→ 0 の特別な場合として
連続時間系の Lyapunov 不等式条件を包含するより一般
化された条件であることが理解できる．

また，和分型状態方程式 (28)には初期状態 x0 が含ま
れているが，Lyapunov 関数を (34)式のように選び，時
間変化 (35)により，Lyapunov 不等式 (33)には初期状
態 x0 が現れてこないことに注意されたい．

4.3 一般化 Lyapunov 不等式との関係
和分型状態方程式で表現されたシステム (28) に対す

る安定条件として，補題 3，定理 1 を導出したが，ここ
では，指定した領域にシステム行列の固有値が存在する
かどうかを判定する一般化 Lyapunov 不等式 [8]との関
係を明確化する．
まず，以下の一般化 Lyapunov 不等式の命題を紹介

し，つぎに，固有値の領域を特定化することからシステ
ム (28) が漸近安定となる必要十分条件を導出する．
【命題 1】 複素行列 S ∈Cn×n と実数のスカラー
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r, s, q∈R が与えられているとする．ここで qr−s2 <0
ならば，S のすべての固有値が集合

Λ :=

{
λ∈C :

[
λ

1

]∗[
r s

s q

][
λ

1

]
> 0

}
(37)

に属するための必要十分条件は，[
S

I

]∗[
rP sP

sP qP

][
S

I

]
> 0 (38)

を満たす複素エルミート行列 P > 0 が存在することで
ある．
命題 1 の固有値の領域を特定化することから，和

分型状態方程式で記述されるシステム (28) に対する
Lyapunov 不等式条件を以下の系で与える．
【系 1】 実数行列 A∈Rn×n，実数の正のスカラー

h∈R および和分型状態方程式で表現されたシステム

(28) が与えられているとする．このとき，システム (28)
が漸近安定であるための必要十分条件は，すなわち，等
価的にシステム行列A のすべての固有値が集合

Λ :=

{
λ∈C :

[
λ

1

]∗[
0 −1
−1 −h

][
λ

1

]
> 0

}

に属するための必要十分条件は，[
A

I

]T[
0 −P

−P −hP

][
A

I

]
> 0 (39)

を満たす実対称行列 P > 0 が存在することである．
（証明）システム行列A の固有値を λ とする．和分型
状態方程式で表現されたシステム (28)が漸近安定であ
るための必要十分条件は，補題 3 より，すべての λ が
λ+ λ̄+h< 0 を満たすことである．したがって，(37)式
および (38)式において r = 0，s =−1，q =−h とする
と，系 1 を直ちに得ることができる． □
系 1 と定理 1，すなわち，条件 (33)と条件 (39) は等

価な結果を与えていることに注意されたい．

5. 数値例

和分型状態方程式の有効性を定理 1 を用いて検証す
る．簡単な電気回路 [5]を解析対象とする．

Fig. 3 Sample of analized system

Fig. 3のシステムの伝達関数は，

G(s) =
1

1+a1s+a2s2 +a3s3 +a4s4
(40)

a1 = C2R1 +C4R1 +C6R1 +C6R5

a2 = C2C6R1R5 +C4C6R1R5 +C4L3 +C6L3

a3 = C2C4L3R1 +C2C6L3R1 +C4C6L3R5

a4 = C2C4C6L3R1R5

として得られる．
まず，このシステムの和分型状態方程式を導出する．

(40)式の伝達関数から可制御正準形の積分型状態方程式

[
A B
C D

]
=

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−a1 −a2 −a3 −a4 1
1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 1 0 0

−a1 −a2 −a3 −a4 1

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦ (41)

を求め，サンプリング周期 h および 0 次ホールドを用
いるステップ不変変換を用いた (14)式の対応関係を適用
し，システム (41)を近似的に離散化する．
つぎに，比較のため差分型状態方程式を導出する．伝

達関数 (40)から可制御正準形の微分型状態方程式

[
Ã B̃
C̃ D̃

]
=

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
0 0 0 1 0

− 1
a4

−a1

a4
−a2

a4
−a3

a4
1

1
a4

0 0 0 0

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

(42)

を求め，サンプリング周期 h および 0 次ホールドを用
いるステップ不変変換を用いた (10)式の対応関係を適用
し，システム (42)を近似的に離散化する．
各パラメータはR1 =0.15[MΩ]，R5 =5×10−14[MΩ]，

L3 = 10[MH]，C4 = 2.0[µF]，C6 = 60[µF] とし，C2 =
10[µF]，C2 = 10−25[µF] およびC2 = 0[µF] の 3通りの
場合を検証する．なお，C2 = 10, 10−25 の場合は (41)
式，(42)式を用いるが，C2 =0 の場合は a4 =0 となり，
制御対象の次数が 4次から 3次になるので，低次元化さ
れた可制御正準形の積分型および微分型の状態方程式

[
A B
C D

]
=

⎡
⎢⎢⎢⎣
−a1 −a2 −a3 1
1 0 0 0
0 1 0 0

−a1 −a2 −a3 1

⎤
⎥⎥⎥⎦ (43)

[
Ã B̃
C̃ D̃

]
=

⎡
⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 1 0 0
0 0 1 0

− 1
a3

−a1

a3
−a2

a3
1

1
a3

0 0 0

⎤
⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

(44)

を同様に近似的に離散化した和分型および差分型の状態
方程式を用いる．

ここで，以下の問題を考える．
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【問題 1】 サンプリング周期を h = 0.01 に固定し，
C2 = 10, 10−25, 0[µF] において，連続時間系 (40)の積
分型および微分型の状態方程式の可制御正準形(41)∼(44)
式 をステップ不変変換により離散化した和分型および
差分型の状態方程式に基づく各解析対象の漸近安定性を
Lyapunov の安定定理を用いて確認せよ．すなわち，和
分型状態方程式の場合は定理 1 よりLMI 条件

PA+ATP +hP < 0, P = PT > 0 (45)

の可解性，差分型状態方程式の場合はLMI 条件 [2,4]

P̃ Ã+ÃTP̃ +hÃTP̃ Ã < 0, P̃ = P̃T > 0 (46)

の可解性を確認せよ．
各 C2 に対する計算結果をTable 1に示す．

Table 1 Feasibility of Lyapunov inequalities (h =0.01)

difference summational
C2 = 10 feasible feasible
C2 = 10−25 infeasible feasible
C2 = 0 feasible feasible

数値計算には，MATLAB6.1 LMI Control Toolbox

の feasp[9] を用いた．計算機環境としては，CPU：
Intel Pentium4 3.4GHz，Memory：1GBを用いた．
いずれの場合においてもシステムは漸近安定である

ことから，すべての場合で (45)式，(46)式は可解でな
ければならない．実際，和分型状態方程式に基づく解
析では，すべての場合で (45)式が可解になる．しかし，
差分型状態方程式に基づく解析では，C2 = 10−25 の場

合で (46)式は非可解となってしまうことが理解できる．
C2 = 10−25 の場合，(42)式の係数の一部が非常に大き
くなり，数値的に不安定になったことが原因と考えられ
る．以上から，和分型状態方程式において，次数の増減
に関しての数式表現と数値計算結果の連続性，すなわち

“次数に関する表現の連続性”が確認できる．

6. おわりに

物理的システムとの整合性および，連続時間システム
と離散時間システムとの連続性という物理的・工学的実
情を考慮したシステム表現として，和分型状態方程式表

現を提案した．この状態方程式の基礎的性質および安定
性を考察し，数値例でその有効性を検証した．和分型状
態方程式表現は既存の状態方程式表現の問題点を解消し
たうえで，これまでの制御理論の豊かな成果を継承でき

ることから，基礎的なシステム表現の一つになるものと
考えられる．
また，和分型状態方程式に基づくロバスト安定解析，

制御系設計などの研究成果も既に得られているが，稿を
改めて報告することにする．

最後に，有益な御意見をいただきました査読者の方々
に感謝いたします．なお，本研究の一部は文部科学省科

学研究費補助金（若手研究 (B)No. 16760342）による支
援を受けて行われています．ここに感謝の意を表します．
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