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概 要

バンド幅問題とは，与えられたグラフの頂点を一列に並べたときの隣接している頂点間
の距離の最大値を最小化する問題である．この問題は，疎行列の計算や，分子生物学に応
用を持つことが知られている．
バンド幅問題は，一般のグラフに対して��完全であるだけでなく，グラフを木に限定

しても��完全である．しかし，いくつかのグラフクラスでバンド幅問題を解く多項式時
間アルゴリズムが提案されている．
本論文では，チェーングラフ上のバンド幅問題を解くアルゴリズムを精細に調べ，その

性質を明らかにする．この結果を利用し，�部パーミュテーショングラフ上のバンド幅問
題を解く既存の����	時間アルゴリズムを改善し，線形時間アルゴリズムを提案する．
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第�章 はじめに

��� 研究の背景
グラフ������	のレイアウト	とは � から集合 ��� �� � � � � �� ��への全単射である．グ

ラフ�のレイアウト 	のバンド幅 
��		とは，�� ��	��	� 	�	� � ��� � � ��である．
グラフ�のバンド幅 
���	とは，�����
��		�である．直感的には，グラフ�のバンド
幅 
���	を求めることは，与えられたグラフの頂点を一列に並べたとき，隣接している �

頂点の中で最も離れたものの距離が最小である頂点の配置を求めることである．
バンド幅問題とは，入力としてグラフ�が与えられたとき，
���	を出力する問題で

ある．�バンド幅問題とは，入力としてグラフ�と定数 �が与えられたときに，バンド幅
�以下のレイアウトが存在するかを問う問題である．
バンド幅問題は疎行列の計算や，分子生物学に応用を持つことが知られている !�" !�"．
バンド幅問題は，一般のグラフに対して��完全であり，グラフを木に限定しても��完

全である !�" !�"．一般のグラフに対してバンド幅問題を解く厳密なアルゴリズムは，����

年に #$%��と ������&�'により����	時間のアルゴリズムが提案された !�"．しかしグラ
フクラスを限定すると，いくつかのグラフクラスに対してバンド幅問題または�バンド幅
問題を解く多項式時間アルゴリズムが提案されている．閾値グラフとチェーングラフでは
バンド幅問題を解く線形時間のアルゴリズムが提案されている !�"．また，区間グラフは
��� ��%�	時間，�部パーミュテーショングラフは����	時間の �バンド幅問題を解くア
ルゴリズムが提案されている !�" !�"．

��� 研究の目的
本研究の目的は，�部パーミュテーショングラフの �バンド幅問題を解く����	時間の

アルゴリズムの計算時間の改善である．
�部パーミュテーショングラフはチェーングラフの列で表現することができる．�部パー

ミュテーショングラフの �バンド幅問題を解くアルゴリズムは，この性質を利用してい
る．このため，チェーングラフ上のバンド幅問題を解くアルゴリズムを精細に調べ，その
性質を明らかにする．これを利用して，�部パーミュテーショングラフの�バンド幅問題
を解く既存のアルゴリズムの線形時間への改善を行う．

�



��� 本論文の流れ
本論文では，第 �章において，本論文で扱うグラフ理論の基本的な用語の定義と，グラ

フクラスの定義と性質について述べる．第 �章において，バンド幅問題の定義と，������

�������� ����������について述べる．第 �章において，閾値グラフとチェーングラフのア
ルゴリズムの概要について述べ，�部パーミュテーショングラフの �バンド幅問題を解く
既存のアルゴリズムの線形時間への改善を示す．第 �章をまとめとする．
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第�章 準備

本章では，グラフに関する基本的な用語と，いくつかのグラフクラスについて説明する．

��� グラフの基本用語

����� グラフとは

グラフ������	は，頂点集合� と辺集合�からなる．辺集合�は頂点集合� の �元部
分集合である．頂点 �� � � � に対して辺 � � �が存在して，� � ��� ��であるとき，�
と �は隣接しているという．図 �
�に例を示す．この例では頂点集合� は ��� 
� �� �� �� ��，
辺集合�は ���� 
�� ��� ��� �
� ��� �
� ��� �
� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ���である．

a

b

c

d

e
f

図 �
�� グラフの例

����� 次数

グラフ� � ����	において，頂点  � � の次数とは に隣接する頂点の数である．
の次数を ��	と表す．図 �
�を使って例を示す．��
	 � �，���	 � �である．
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����� 隣接点集合

グラフ� � ����	のある頂点  � � の隣接点集合とは，��	 � �� � � ���� � � ��

を満たす頂点集合である．図 �
�を使って例を示す．��
	 � ��� �� �� ��である．

����� ���	

グラフ� � ����	の頂点 ��  � � が �	
�であるとは，���	 � ��	を満たすことで
ある．

����
 完全グラフ

グラフ� � ����	の任意の �頂点が隣接しているとき，�を完全グラフという．図 �
�

は �� � � �の完全グラフの例である．

����� 誘導部分グラフ

グラフ� � ����	が与えられたとき，� � � � に対して� � � ���� �� � �｜�� � � � ��

とする．このとき，�� � �� �� � �	を�の � �による誘導部分グラフと呼び，��!� �"と表す．
与えられたグラフ� � ����	を図 �
�とする．誘導部分グラフの例を図 �
�に示す．これ
は，� � � ��� 
� �� ��としたときの，� �による誘導部分グラフ�� � !� �"である．

a

b

c

d

e

図 �
�� 完全グラフの例
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d

e

図 �
�� 図 �
�の誘導部分グラフ ��

の例
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����� クリーク

グラフ� � ����	の誘導部分グラフ�� � �� �� � �	が完全グラフであるとき，� �をク
リークという．�の中で頂点数最大のクリークを最大クリークという．与えられたグラフ
� � ����	を図 �
�として，例を示す．� � � �
� �� �� ��とすると，� �による誘導部分グ
ラフ�� � �� �� � �	は完全グラフである．よって，� � � �
� �� �� ��はクリークである．

���� 独立点集合

グラフ� � ����	が与えられたとき，� � � � に属する任意の �頂点が隣接しないと
き，� �を�の独立点集合という．

��� グラフクラス

����� �部グラフ

�部グラフとは，グラフ � � ����	において � を �つの頂点集合�，� に分割する
ことができ，すべての辺が �，� の間を結ぶものに限られるグラフである．�部グラフ
は� � ��� �� �	とも表される．図 �
�に例を示す．この例では� � ���� ��� ��� ��� ���，
� � ���� ��� ��� ���である．
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図 �
�� �部グラフの例

����� パーミュテーショングラフ

グラフ� � ����	，ただし � � ��� �� � � � � �� がパーミュテーショングラフであると
は，��� �� � �であることの必要十分条件が ��� �	�	��	� 	��		 � � であるような �
上の順列 	が存在することである．
直観的に説明すると，パーミュテーショングラフとはライン表現を持つグラフである．

ライン表現とは，�本の平行線��� ��に端点を持つ線分の集合である．各線分はグラフの

�



各頂点に対応し，グラフが辺を持つ必要十分条件は対応する線分が交差することである．
パーミュテーショングラフの例を図 �
�に示す．図 �
�のライン表現を図 �
�に示す．図
�
�の頂点 �は図 �
�の両端に �を持つ線分に対応している．たとえば，図 �
�の頂点 �と
�は隣接していて，図 �
�で端点に �を持つ線分と �を持つ線分は交差している．一方，図
�
�の頂点 �と �は隣接しておらず，図 �
�で端点に �を持つ線分と �を持つ線分は交差し
ていない．
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図 �
�� パーミュテーショングラフ
の例
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図 �
�� 図 �
�のライン表現

����� �部パーミュテーショングラフ

グラフ�が �部グラフかつパーミュテーショングラフであるとき，�は �部パーミュ
テーショングラフであるという．�部パーミュテーショングラフの例を図 �
�に示す．図
�
�は図 �
�のライン表現である．
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図 �
�� �部パーミュテーショングラ
フの例
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図 �
�� 図 �
�のライン表現
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����� チェーングラフ

� � ��� �� �	を �部グラフとする．ただし� � ���� ��� � � � � ���，� � ���� ��� � � � � ����

とする．	を� の順序とする．任意の � � � について���	が 	 上の連結する� の要
素からなるとき，	は �������� ��������を持つという．�部グラフ� � ��� �� �	が
チェーングラフであるとは，�()�����$ �������$を満たす� と � の順序が存在し，かつ
� の順序が����	 � ������	 � � � � � ����	 � ����	を満たすことである．�このとき，
����	 � ������	 � � � � � ����	 � ����	も成立する．	

図 �
�に例を示す．この例では，����	 � ����	 � ����	 � ����	 � ����	である．
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図 �
�� チェーングラフの例

チェーングラフは二次元平面上のある交差モデルを持つ
 チェーングラフの交差モデル
は，�軸に平行な線分の集合 ���� ��� � � � � ���，�軸に平行な線分の集合 ���� ��� � � � � ����

で表現される．線分���� � � � �	は頂点 ���� � � � �	と対応する．線分 ���� � � � ��	

は頂点 ���� � � � ��	と対応する．すべての �軸に平行な線分の右側の端点は，�軸に平
行なある直線上にある．すべての �軸に平行な線分の下側の端点は，�軸に平行なある直
線上にある．�軸に平行な線分 ���� ��� � � � � ���の左端の �座標は単調増加する．�軸に
平行な線分 ���� ��� � � � � ����の上端の �座標は単調増加する．チェーングラフ上の �頂点
間に辺が存在する必要十分条件は各頂点に対応する�つの線分が交差することである．図
�
�の交差モデルの例を図 �
��に示す．たとえば，頂点 ��と ��は隣接していて，線分��

と ��は交差を持つ
 一方，頂点 ��と ��は隣接しておらず，線分��と ��は交差を持た
ない．

図 �
��� 図 �
�の交差モデル

�



補題 �� !�"チェーングラフは �部パーミュテーショングラフである．

補題 �を証明する．チェーングラフの交差モデルから，�部パーミュテーショングラフ
のライン表現を作ることができる．�と � の隣接関係を壊さずに図�
��の��� ��を直線
状に引き延ばすと，図 �
��のライン表現が得られる．なお，このとき ��上の�と � が
分離されていることに注意する．
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補題 �� !�" �を �部パーミュテーショングラフとする．��� ��を�のライン表現の �本
の平行線とする．� �

� � ��� � ��は��上の最も左の端点に対応する頂点 �とする．� �

� � � �

�������� 	 � ��とする．�� � � �

� �� � �� �� �� � � � � �	，�� � � �

� 	 �
�

� とする．このとき，��

を�� � �!��∪ ����" � ���� 	 ����� ��	�� � �� �� � � � � �	と定義する．ただしここで ��は
��の辺集合である．グラフは��から始める．このとき，��，��，� � � � ��はチェーング
ラフである．しかも，任意の ���� ��� ��に対して，� � ��ならば� � ��である．

例を図�
��，�
��，�
��に示す．与えられた�部パーミュテーショングラフ�を図�
��と
する．�� � ��� �� ��，�� � ��� �� �� ��，�� � ��� �� ���である．図�
��は�� � ���	��� ��	

である．図 �
��は�� � ��� 	 ��� ��	である．
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図 �
��� �部パーミュテーショングラフのライン表現の例
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��� チェーングラフ��
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図 �
��� チェーングラフ��

����
 区間グラフ

区間表現を持つグラフを区間グラフという．グラフ� � ����	の区間表現とは，数直
線上の区間の集合 
 である．� の各頂点は 
 の各区間と �対 �対応する．�において各

�



頂点間に辺が存在することの必要十分条件は，対応する区間同士が重なりを持つことであ
る．� � � に対応する区間 ��� の左端点を�����	，右端点を ����	とする．図 �
��を与え
られたグラフ�としたとき，図 �
��は対応する区間表現の例である．図 �
��で頂点 �と

は隣接し，図 �
��の区間 ��と ��は重なりを持つ．一方，図 �
��で頂点 
と �は隣接し
ておらず，図 �
��の区間 ��と �	は重なりを持たない．
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図 �
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図 �
��� 図 �
��の区間表現

����� 真区間グラフ

真区間表現を持つグラフ�を真区間グラフという．真区間表現とは，区間表現で，ど
の区間も別の区間に真に含まれることはないものである．
図 �
��は真区間グラフ�の例であり，図 �
��が対応する区間表現である．
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����� 閾値グラフ

グラフ� � ����	が以下の条件を満たすとき，�を閾値グラフという．すべての頂点
 � � に対する非負の重み ��	と，ある閾値 �が存在し，�において頂点間 ��  � � に
辺が存在することの必要十分条件は，���	 * ��	 � �を満たすことである．
図 �
��に閾値グラフ � � ����	の例を示す．� � ��� �� �� �� �� �� 	� 
�である．

頂点の重みは，���	 � �� ���	 � �� ���	 � �� ���	 � �� ���	 � �� ���	 � �� ��		 �

�� ��
	 � �である．閾値 � � �である．���	 *��
	 � �であるので，�と 
は隣接し
ている．一方，���	 * ���	 � �でないので，�と �は隣接していない．
閾値グラフは区間表現を持つ．したがって，閾値グラフは区間グラフである．以下では

これを説明する．
� � ��� �� � � � � ��とする．ここで一般性を失うことなく ���	 � ���	 � � � � �

���	と仮定することができる．このとき，�����	 * ���	 ! �かつ���	 * �����	 � �

を満たす � について以下が成立する．� � � ��� �� � � � � ��は独立点集合であり，� �� �

����� ���� � � � � ��はクリークである．
� � の頂点 ��� �� � � � � ��に対応する区間を !�� �"� !�� �"� � � � � !�� �" とする．� � � ���� �

�*�� � � � � �	に対応する区間を !��� �"とする．ここで��は�において最 �の隣接する頂
点の中で最小の添字を持つ頂点の添字である．このとき，こうして得られた区間の集合
は，明らかに�の区間表現になっている．
図 �
��を閾値グラフ�の例とし，図 �
��に区間表現の例を示す．� � � ��� �� �� ��

はどの �頂点間にも辺がない．� �� � ��� �� 	� 
�はクリークである．
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第�章 バンド幅

本章では，バンド幅の説明をした後，バンド幅問題の定義を述べる．さらに，バンド幅
と ������ �������� ����������の関係について述べる．

��� バンド幅
本節では，グラフ� � ����	のレイアウトと，そのレイアウトにおけるバンド幅につ

いて述べる．
グラフ� � ����	のレイアウト	とは � から集合 ��� �� � � � � �� ��への全単射である
 す

ると 	は � の頂点集合の順序付けとみなすことができる．グラフ�のレイアウト 	のバ
ンド幅
��		とは，�� ��	��	� 	�	� � ��� � � ��である．
図 �
�にグラフ� � ����	の例を示す．

図 �
�� グラフ�
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図 �
�� レイアウト 	

この�に対する，レイアウト 	の例を図 �
�に示す．
グラフ�の頂点集合 � を図 �
�の 	の順序に基づいて一列に並べたものが，図 �
�であ

る．このとき，隣接している �頂点で最も離れているものは，�と �である．よって，こ
のレイアウト 	では，
��		 � �である．

��
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図 �
�� 図 �
�の順序に基づいて頂点を一列に並べたグラフ

��� 最適なレイアウト
グラフ �のバンド幅とは，
���	 � �����
��		�である．バンド幅が 
���	である

レイアウトを�の最適なレイアウトという．図 �
�における最適なレイアウトを図�
�に
示す．
図 �
�はグラフ�の頂点集合 � を図 �
�のレイアウトの順序通りに並べたものである．

このとき，隣接している �頂点で最も離れているものは，�と �，�と �，�と �である．こ
のレイアウトでは，バンド幅は �である．また，
��		 � �を実現できるレイアウト	は
存在しないので，グラフ�のバンド幅 
���	 � �である．

図 �
�� 最小のバンド幅を持つレイアウト

2 41 532 41 53

図 �
�� 図 �
�に示した順序に基づいて頂点を一列に並べたグラフ
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��� バンド幅問題
バンド幅問題とは，入力としてグラフ� � ����	が与えられたときに，
���	を出力

する最適化問題である．
�バンド幅問題とは，入力としてグラフ�と定数 �が与えられたときに，バンド幅 �以

下のレイアウトが存在するかを問う判定問題である．

��� ����	� 
��	��� �����	�
��

与えられたグラフ� � ����	について，�の ������ 
������� �������
��とは，真
区間グラフ�� � ���� �	で� � � �を満たすものである．
例を示す．図 �
��を与えられたグラフ� � ����	とする．このグラフ�は真区間表現

を持たない．� � � � 	 ���� ���とし，グラフ�� � ���� �	とすると，図 �
��の真区間グ
ラフ��が得られる．これは，�の ������ �������� ����������である．

����� ��	���� ������ �	������ ���������	

グラフ�の ������ �������� ����������のうち，最大クリークの大きさが最小のものを
�の������� ������ �������� ����������という．

����� ��	���� ������ �	������ ���������	とバンド幅の関係

補題 �� !�" �を連結で ����のない真区間グラフとし，
を�の真区間表現とする．する
と，�の任意の真区間表現
 �について，��
�� �

! ��
�� �
! � � � ! ��
�� � � ��
��� �

! ��
��� �
!

� � � ! ��
��� �
または，��
��� �

! ��
�����
� ! � � � ! ��
��� �

が成り立つ ．

補題 �� !��" �� � ���� �	を与えられたグラフ � � ����	の ������� ��	�
� ���
���

�	��
��	� とする．
���	 � �� ��� � �
�

��
� � � � � � ���	を，�

�の真区間表現とする．そのとき，順
序 �� �� � � � � �は�の最適なレイアウトを与える．また，��の最大クリークを"とする
と，
���	 � �"� � �である．

��



与えられたグラフ� � ����	，� � ��� 
� �� �� �� �� #�とする．�の������� ������

�������� ���������� を�� � ���� �	とする．��の真区間表現を図 �
�とする．このとき，
補題 �，�より，�の最適なレイアウトは �� 
� �� �� �� �� #であり，
���	 � �である．
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図 �
�� チェーングラフの区間表現の例
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第�章 アルゴリズム

本章では，�部パーミュテーショングラフ上の �バンド幅問題を解く線形時間アルゴリ
ズムを提案する．そのために，まず，閾値グラフ上のバンド幅問題を解くアルゴリズムと，
チェーングラフ上のバンド幅問題を解くアルゴリズムの概要を説明する．そして，チェー
ングラフの最適なレイアウトの性質と，�部パーミュテーショングラフの最適なレイアウ
トの持つ性質について述べる．

��� 閾値グラフ上のバンド幅問題を解くアルゴリズム
定理 �� !�" � � ����	を連結な閾値グラフとする．�� � � �とする．�の区間表現 
��	

が与えられたとする．このとき，
���	は���	時間で計算できる．

ここでは，閾値グラフ上のバンド幅問題を解くアルゴリズムの概要について述べる．
与えられた閾値グラフを�� ����	とする．�の頂点集合� は独立点集合である� �とク

リークである� ��の�つに分割される．� � � ��� �� � � � � ���� ��，� �� � ����� ���� � � � � ���

� ��とする．�の区間表現を 
��	とする．�の������� ������ �������� ���������� ��

を求めることにより，最適なレイアウトが得られる．ここでは，区間表現 
��	上での
������� ������ �������� ���������� を考える．まず，前処理として，すべて頂点の次数
を計算し，頂点をインデックスに持つ配列に格納する．これは
��	のすべての区間上の両
端点を順に調べることにより得られる．したがって，この配列は���	時間で計算できる．
次に，��� �� � � � � ����に対応するすべての区間����� ��� � � � � � �����

�の ����	�� � � � $��	

を $にする．このとき，!$� $"でサイズ �� �のクリークができる．いま，������� ������

�������� ����������を求めたい．そこで，����� � � � $ � �	 について，��� � ���� � � � � �����

の順に�����	を �にする．この�����	を �にする操作をフリップという．フリップを続け
ることで，最大クリークが最小の区間表現を得ることができる．最大クリークの候補は，
��	��� �� � � � �� 	 ����� � � � � ��+ ��	���	+ ��	����� 	 ����� � � � � �� ���� � � � $		 の
内のどれかである．この�は，フリップを続けることで見つけることができる．フリッ
プを続けることで得られた区間表現から真区間表現 
 ���	を得ることができる．補題 �よ
り，最適なレイアウトは，真区間表現 
 ���	 から得ることができる．
��	の例を図 �
�

に，
 ���	の例を �
�に示す．
計算時間を考える．��	は �をフリップしたときの計算のときに配列を参照する．これ

は定数時間でできる．また，�回のフリップについて，クリークのサイズが �増えるだけ
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なので，クリークのサイズは定数時間で計算できる．��	は配列を参照するだけなので定
数時間である．��	は �回のフリップについて，サイズが �減るだけなので定数時間で計
算できる．すべての区間について高々定数時間しか計算を必要としない．よって，真区間
表現 
 ���	を得るための計算時間は���	時間である．前処理の���	時間と合わせて、全
体の計算時間は���	時間である．

��� チェーングラフ上のバンド幅問題
�部パーミュテーショングラフ上の�バンド幅問題を解くアルゴリズムは，チェーング

ラフの最適なレイアウトの性質を利用する．そのために，本節ではチェーングラフ上のバ
ンド幅問題を解くアルゴリズムの概要について述べる．そして，チェーングラフの最適な
レイアウトの性質について述べる．

定理 �� !�" � � ����	をチェーングラフとする．�� � � �とする．このとき，
���	は
���	時間で計算できる．

����� �����

チェーングラフ上のバンド幅問題を解くアルゴリズムの説明のために�������	につい
て述べる．
� � ��� �� �	をチェーングラフとする．� � ���� ��� � � � � ���� � � ���� ��� � � � � ����と

する．�に対応するライン表現の一方の直線��上において，頂点に対応する線分の端点
の順序が，��� ����� � � � � ��� ��� ���� ������ � � � � ��� �� であるとする．
�������	とは，��上の点 %�と��上の点 %�を結ぶ線分である．%�は��上の固定され

た点で，��と ���の間にある．%�は ��上の点で，����と点 &の間にある．ここで点 &と
は，����	 � ������	なら ��，もしくは����	������	 �� �なら����	������	の中で最
大の添字 �を持つ �� である．例を示す．図 �
�はチェーングラフ� � ��� �� �	である．
図 �
�は�のライン表現に �������	と �������	 を示したものである．点 %�は ��と ��

の間にある．�������	では，����	����	 �� �なので，&は����	����	の中で最大の
添字番号を持つ ��である．�������	では，����	 � ����	なので，&は ��である．

����� チェーングラフの�����による区間表現

チェーングラフ�において�������	は ����� � � � �����	本考えられる．各�������	

に対して区間表現��を作ることができる．
区間表現の作り方を説明する．区間表現の任意の区間は数直線上の整数を端点に持つ閉

区間である．�������	は !�� �"を通る垂直線とする．（ただし�������	は区間表現に含ま
れない．）��上で点 &より右に端点をもつ線分と左に端点を持つ線分に分けて考える．��
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図 �
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上で点 &より右に端点をもつ線分 ���は区間 !�� ������	�����		"，線分 ���は点 �� �*�に配
置する．��上で点 &より左に端点をもつ線分���は点 �� � �，線分 ���は区間 !�� ������	� �"

に配置する．�������	の例を図 �
�に，�������	の例を図 �
�に示す．
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����� チェーングラフ上のバンド幅問題を解くアルゴリズム

本節では，チェーングラフ上のバンド幅問題を解くアルゴリズムの概要について述べ
る．チェーングラフ上の最適なレイアウトは，チェーングラフの����によるすべての区
間表現について������� ������ �������� ���������� を解くことにより求まる．
まず，前処理として�������	による区間表現��の最適なレイアウトを求める．��は

閾値グラフである．したがって定理 �より���	時間で��の最適なレイアウトを求める
ことができる．�������	の例を図 �
�に，区間表現��を図 �
�に示す．

��
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次に，�������	により得られた区間表現��について考える．��は �つの閾値グラフ
で表現されていることが分かる．つまり，��上で点 &より右に端点をもつ線分に対応する
区間表現と，左に端点を持つ線分に対応する区間表現が，それぞれ閾値グラフとなる．図
�
�を例に示すと，���� ��� ��� ��� ��� ��� ��� ��� により導出される閾値グラフと，���� ���
により導出される閾値グラフである．この �つの閾値グラフに対して，閾値グラフのバ
ンド幅を求めるアルゴリズムと同様の計算をする．結果，��の頂点数に比例する時間で
��の������� ������ �������� ����������を求めることができる．この計算をすべての
�������	について解くことで，最適なレイアウトを得ることができる．
� � ��� �� �	を与えられたチェーングラフとする．�� の ������� ������ ��������

����������で得られた区間表現を� �

�とする．��において，頂点集合�と� は，ライン表
現の一方の直線��上で点 &を境にして，�つに分割される．頂点集合�は，点 &より左に
端点をもつ線分���は点 ��� �，点 &より右に端点をもつ線分���は区間 !�� ������	�����		"の
�つに分割される．頂点集合 � は，点 &より左に端点をもつ線分 ���は区間 !�� ������	� �"，
点 &より右に端点をもつ線分 ��� は点 � � � * �の �つに分割される．このとき，� �

� にお
いて，頂点集合 � は � � �� 	 �� 	 ��，頂点集合 � は � � �� 	 �� 	 �� に分割さ
れる．��は� �

�において対応する区間の右端点が �
� � �である頂点の集合である．��は

� �

� において対応する区間の左端点が �
� � �である頂点の集合である．��は� �

�において
対応する区間が !�� ������	 � ����		"である頂点の集合である．�� は � �

� において対応す
る区間が !� � ������	� �"である頂点の集合である．��は� �

�において対応する区間の右端
点が点 � � � * �である頂点の集合である．��は� �

� において対応する区間の左端点が点
�� � * �である頂点の集合である．ただし，��� ��� ��� ��� ��� �� のどれかは，空である
可能性もある．このとき，クリークを作る頂点集合の候補が以下の �つに絞られる．候補
は，��	����	����+ ��	���	��	��	���+ ��	���	���のどれかである．��	により作ら
れるクリークを�"，��	により作られるクリークを""，��	により作られるクリークを
 " とする．これから先のアルゴリズムでは，この �つのクリークの大きさを計算する．
一般性を失わないように，��から����へ更新するときの計算を考える．このとき，��上

��



で������	と������*�	の間に端点を持つ頂点についてのみ考える．��は�"か""の
どちらかに属している．��が �"に属していれば，�"の大きさが �小さくなり，""に
入っていれば""は変化なしである．��上で ������	と ������ * �	の間に端点を持つ
頂点集合を，����とする．����は "" または "に属する．そして，� に属する頂点で
一度 "に属した頂点は再度""に属することはない．したがって，すべての頂点は高々
定数回操作される．��の計算に���	時間，すべての��の計算に���	時間かかる．し
たがって，チェーングラフ上のバンド幅問題を解くアルゴリズム全体の計算時間は���	
時間である．チェーングラフの������� ������ �������� ����������の例を図 �
�に示す．
�� � ���� ��� � � � � ���，�� � ������ ����� � � � � �� � � � � ���，�� � ������ � � � � �� � � � � ���であ
る．�� � ���� ��� � � � � ��� � � � � �����，�� � ���� � � � � ��� � � � �	�，�� � ��	��� � � � � ����である．
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図 �
�� チェーングラフの������� ������ �������� ����������の例

����� チェーングラフの最適なレイアウトの性質

以上の議論により，以下の補題が得られる．

補題 �� チェーングラフ� � ��� �� �	，頂点集合� � ���� ��� � � � � ���，� � ���� ��� � � � � ����

は隣接点集合の包含関係でソートされているとする．このとき，頂点集合�は��� ��� ��，
� は ��� ��� ��に分割され，�� ! �� ! �� 	 �� ! �� ! ��の順に並ぶ．ただし，ある
� � � � � � % � & � �について，�� � ���� ��� � � � � ���，�� � ������ ����� � � � � �� � � � � ���，
�� � ������ � � � � �� � � � � ���であり，ある � � � � 
 � � � � � �� について，�� �

��



���� ��� � � � � ��� � � � � �����，�� � ���� � � � � ��� � � � �	�，�� � ��	��� � � � � ����である．�� 	 ��
はどんな配置でもよい．

��� �部パーミュテーショングラフ上の�バンド幅問題
本節では，�部パーミュテーショングラフ上の �バンド幅問題を解くアルゴリズムにつ

いて述べる．

����� �部パーミュテーショングラフの最適なレイアウトの持つ性質

補題 �� !��" � � ��� �� �	を �部パーミュテーショングラフとし，�のバンド幅は �以
下とする．また，��� ��を�のライン表現の �本の平行線とする� ��上に左から現れる
� の頂点に対応する線分の端点の順序を'� � ���� � � � � ��	，� の頂点に対応する線分の
端点の順序を'� � ���� � � � � ��	とする� このとき，バンド幅が �以下で，� の頂点は '�

の順で，� の頂点は '� の順で現れるレイアウトが存在する．

補題 �，�，�より以下の補題が得られる．

補題 �� �部パーミュテーショングラフ � � ��� �� �	，頂点集合� � ���� ��� � � � � ���，
� � ���� ��� � � � � ���� は隣接点集合の包含関係でソートされているとする．このとき，以
下を満たす最適なレイアウトが存在する．

�� 頂点集合 ��，��は� � �
� ，�

�
� ，�

�
� �� � �� �	 の高々�つの頂点集合に分割される．

�� 頂点集合 ���� ! � ! �	は高々�つの頂点集合 � �
� �� � �� �� � � � � �	に分割される．

�� ��	と ��	において，頂点集合の順序は維持される．つまり，� �
� の各頂点は �

���
� よ

り左に配置される．

�� 頂点集合 ��において，レイアウトの順序は維持される．

�� レイアウトは以下の頂点集合の順序を満たす．

� �
� ! �

�
� ! �

�
� 	 � �

� ! �
�
� ! �

�
� ! �

�
� ! �

�
� 	 � �

� ! �
�
� ! �

�
� ! �

�
� ! �

�
� 	 � �

� !

� �
� ! �

�
� ! �

�
� ! �

�
� 	 � �

� ! �
�
� ! � � � ! � �

��� ! �
�
��� 	 �

�
��� ! �

�
��� ! �

�
��� !

� �
� ! �

�
��� 	 �

�
� ! �

�
��� ! �

�
�

この頂点集合の順序は，� � � � �� �について，

� �
� ! �

�
��� 	 �

�
� ! �

�
��� ! �

�
� ! �

�
��� ! �

�
� 	 �

�
��� ! �

�
�

から成る．

��



����� アルゴリズム

まず，アルゴリズムの概要について説明する．このアルゴリズムは次の �つのステップ
に分かれる．まず，�部パーミュテーショングラフ �をチェーングラフの列に分解する．
次に，チェーングラフのバンド幅 �以下のレイアウトを求め，これを次のチェーングラフ
とバンド幅 �以下になるように上手く配置していく．この上手く配置していくという所が
とても難しい．しかし，頂点集合の並ぶ順番が補題 �により分かった．よって，後者のス
テップを効率的に計算することができるようになった．

�����
��� �� 提案アルゴリズム
������ �部パーミュテーショングラフ� � ��� �� �	，�のライン表現上における順

序� � ���� ��� � � � � ���と � � ���� ��� � � � � ���� ，自然数 �
������� もし存在するならバンド幅 �以下のレイアウト．そうでなければ ,��-．

頂点集合� 	 � に対して，�� � ����� ��� ��� � � � � ��を計算
��� � � �� � � � � � �� � �
チェーングラフ�� � ���� ����� ��	を作る
��� � � �� �� � � � � ���� �

区間グラフ��
� を作る

��� �� � �� �� � � � � ������ �
�"�の大きさが �になるまで""�から頂点を移動
""�の大きさが �になるまで""�から "�に頂点を移動
　 ��� ��� � �� �� � � � � ������ �


� ��と ����間の �頂点間でバンド幅 �を超えるものが存在する ����

����に隣接する ��の頂点を左から右に移動

頂点集合� 	 � に対して，�� � ����� ��� ��� � � � � ��を計算し，上記のループを再度
計算
ある �に対して，
����

� 	 � �が存在しなければ ,��-を返す

��



����� アルゴリズムの説明

� � ��� �� �	を �部パーミュテーショングラフとする．�のライン表現の一方の直線
上において，最初に出現する端点を持つ線分に対応する頂点で，�に属する頂点を��，�
に属する頂点を ��とする．
��を先頭とするとき，�がバンド幅 �以下のレイアウトを持つかどうか計算する．そ

のようなレイアウトが存在しないとき，��を先頭として，�がバンド幅 �以下のレイア
ウトを持つかどうか計算する．
��を先頭とするとき，前処理として，頂点集合�	� に対して，�� � ����� ��� ��� � � � � ��

を計算する．これは補題 �よりライン表現から計算できる．最初のループでは，チェー
ングラフの列 ��� ��� � � � � �� を作る．一般性を失わないように，チェーングラフ �� �

���� ����� ��	の計算をするときを説明する．まず，��の区間表現���� � �� �� � � � � ����	か
ら，��のバンド幅 �以下のレイアウト	�を求める．補題 �より，��の計算をするときは，
� �
� ! �

�
��� 	 �

�
� ! �

�
��� ! �

�
� ! �

�
��� ! �

�
� 	 �

�
��� ! �

�
� ! �

�
��� の頂点集合に，どのように

頂点が配置されるかを計算すればよいことが分かる．ここで，	�の計算方法について説明
する．まず，� �

� ! �
�
��� ! �

�
� 	 �

�
��� ! �

�
� ! �

�
��� に，��の頂点集合に配置する．これは，

チェーングラフ上のバンド幅問題を解くアルゴリズムより得られるレイアウトの順に頂点
を配置することである．ただし，� �

� � �
�
� にすでに配置されている頂点は，ここでは配置

しない．次に，いま配置した頂点をレイアウト � �
� ! �

�
��� ! �

�
� 	 �

�
��� ! �

�
� ! �

�
��� がバ

ンド幅 �以下になるように配置する方法を説明する．� �
� の頂点を � �

� に �"�が �になる
まで頂点を移動する．この時の移動方法は，� �

� の左端の頂点を �
�
� の右端に移動するこ

とである．そして，""�の大きさが �になるまで � �
���から �

�
���に頂点を移動する．（はじ

めから""� � �のときはなにもしない．）この時の移動方法は，� �
���の右端の頂点を�

�
���

の左端に移動することである．次に，��と����のバンド幅 �以下のレイアウトを持つ頂
点の配置を計算する．これは頂点集合 ����と ��の隣接する �頂点がバンド幅 �以下にな
るように計算することである．具体的には，� �

� 	 �
�
� と �

�
��� 	 �

�
��� 	 �

�
���との隣接する �

頂点がバンド幅 �以下になるように ��に属する頂点を再配置することである．この計算
を��から��まで適用して，アルゴリズムがバンド幅 �以下のレイアウトを求めること
ができるのであれば，そのレイアウトを出力する．
��を先頭としたとき，�� � ����� ��� ��� � � � � ��とを求め，得られたチェーングラフの

列に対して ��を先頭としたときと同じアルゴリズムを適用する．こちらでもバンド幅 �
以下のレイアウトが得られなかった場合は，アルゴリズムは ,��-を出力する．

����� データ構造

ここでは，�部パーミュテーショングラフ上の �バンド幅問題を解くために用いるデー
タ構造について説明する．
補題 �の任意の頂点集合 � �

� �� � � � �� � � � � �	は以下の情報を持つ．

��



�
 � �
� は，�

�
� に属する頂点集合を双方向リストで持つ．

�
 � �
� に属する各頂点は，隣接点集合の中で最も添字番号の大きい頂点と小さい頂点の
情報を持つ．

�
 � �
� は，��

�
� �を持つ．

�
 � �
� は，補題 �の ��	のレイアウトにおける �

�
� の次に出現する頂点集合へのリンク

を持つ．

����
 計算時間

ここでは，�����のデータ構造を用いると，�部パーミュテーショングラフ上の �バンド
幅問題を線形時間で解くことができることを示す．
� � ��� �� �	を �部パーミュテーショングラフとする．まず，前処理として，頂点集

合� 	� に対して，��� ��� ��� � � � � ��を計算するときを考える．この計算はライン表現よ
り計算できる．このとき，どの線分も定数回しか調べないので，���	時間である．この
ときに，同時に各頂点は隣接する頂点の中で，最も添字番号の大きい頂点と小さい頂点の
情報を得ることができる．
一般性を失わないように，チェーングラフ�� � ���� ����� ��	の計算をするときを考え

る．��のバンド幅 �以下を満たすレイアウトを 	��� � � � ����	とする．このレイアウト
の計算はチェーングラフ上のバンド幅問題を解くアルゴリズム同様に計算できる．した
がって，計算時間は���	時間である．
� �
� 	 �

�
� と �

�
��� 	 �

�
��� 	 �

�
���との隣接する �頂点がバンド幅 �以下になるように計算す

るときを考える．このとき，����に属する各頂点を左から順に最も離れている隣接する頂
点との距離が �以下であるかどうかを調べる．この距離が �より大きければ，頂点集合の
再配置を行う．この計算は，� �

� と �
�
� に属する頂点を左から順に調べることでできる．距

離の計算は定数時間でできる．いま調べている � �
� または � �

� に属するある頂点が，����

に属するある頂点の最も離れている頂点とする．補題 �より，この �頂点間には高々定数
個の頂点集合しかない．�����のデータ構造より，各頂点集合は自分の大きさと自分のす
ぐ右に来る頂点集合の情報を持っている．よって，この �頂点間の距離は，定数個の頂点
集合間のリンクを辿ることで距離を計算できる．また，����に属するある頂点に対して，
距離が �以下であると分かった頂点についてはレイアウトが確定する．そして，レイアウ
トが確定した頂点は再度調べられることがない．距離が �より大きい頂点が見つかったと
きは，その頂点とその頂点より右側にある頂点すべてが，補題 �の ��	の頂点集合の順序
における ��に属する次の頂点集合の左側に再配置される．各頂点集合は頂点の情報を双
方向リストで持っているので，頂点集合の再配置は定数時間で行うことができる．また補
題 �より，各頂点集合 ���� � � � �	は高々�つに分割されることが分かる．よって，再
配置は高々定数回しか行われない．したがって，����に属する各頂点に対して，隣接する

��



�頂点がバンド幅 �以下になるように計算するために必要な計算時間は定数時間である．
これらの議論により，� �

� 	 �
�
� と �

�
��� 	 �

�
��� 	 �

�
���との隣接する �頂点がバンド幅 �以下

になるように計算するために必要な計算時間は���	時間である．
��を先頭とするときの計算と，��を先頭とするときの計算は同様にできるため，同じ

計算時間である．
以上の議論により，この提案アルゴリズム全体の計算時間は線形時間である．

��



第�章 おわりに

本稿では，�部パーミュテーショングラフ上の �バンド幅問題を線形時間で解くことが
できることを示した．
今後の課題としては，一般のグラフに対してのバンド幅問題を解く厳密なアルゴリズム

の計算時間の改善や，パーミュテーショングラフ上の効率の良いアルゴリズムの開発など
がある．
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