
Japan Advanced Institute of Science and Technology

JAIST Repository
https://dspace.jaist.ac.jp/

Title
確率ハイブリッドシステムの確率拘束付き最適制御に

関する研究

Author(s) 間藤, 光一朗

Citation

Issue Date 2011-03

Type Thesis or Dissertation

Text version author

URL http://hdl.handle.net/10119/9612

Rights

Description Supervisor:平石 邦彦, 情報科学研究科, 修士



修 士 論 文

確率ハイブリッドシステムの確率拘束付き
最適制御に関する研究

北陸先端科学技術大学院大学

情報科学研究科情報科学専攻

間藤 光一朗

2011年 3月



修 士 論 文

確率ハイブリッドシステムの確率拘束付き
最適制御に関する研究

指導教官 平石 邦彦教授

審査委員主査 平石 邦彦教授

審査委員 浅野 哲夫教授

審査委員 緒方 和博准教授

北陸先端科学技術大学院大学

情報科学研究科情報科学専攻

0910061間藤 光一朗

提出年月: 2011年 2月

Copyright c⃝ 2011 by Koichiro Mato

2



目 次

第 1章 はじめに 1

第 2章 確率ハイブリッドシステム 4

2.1 確率ハイブリッドシステムの定義 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4

2.2 確率ハイブリッドシステムの例 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5

第 3章 問題設定 9

第 4章 MLDS表現を用いた最適制御 11

4.1 混合論理動的システム表現 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

4.2 モデリング方法 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12

4.3 最適制御問題のMIQP問題への変換 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

4.4 計算例 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20

第 5章 危険状態到達可能性グラフ 23

5.1 問題の考え方 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23

5.2 危険状態到達可能性グラフの作成方法 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26

5.3 例題 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27

5.4 最適制御問題のMIQP問題への変換 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

5.5 計算例 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34

第 6章 まとめ 38

i



第1章 はじめに

ハイブリッドシステムとは,モードの切り替え規則（離散ダイナミクス）によって，微

分方程式（連続ダイナミクス）が切り替わるシステムである [1]．分散システムや組込みシ

ステムの解析や設計に有効であり，多くの実システムに対する数学的モデルとして使われ

ている．例としては，自動車や航空交通管理システム，生産システム，化学課程，ロボッ

ト工学，リアルタイム通信ネットワークなどがあり，制御理論や計算機科学の分野におい

て研究されている．近年,ロボットが通信ネットワークを介して，衝突を回避する連携行

動や，飛行機の追従飛行などの協調制御が盛んに研究されている．協調制御では，複数の

ロボットが互いの位置を確認し，同時に違う動作をしたり，または，先頭の一台の飛行機

に対して全く同じ動きを必要とする．このように，様々な場面において，目的物の動作が

異なるため，システムの動作が複雑になる．通信のON／OFFや飛行機のダイナミクス

をモデリングする必要があることから，協調制御に代表される複雑なシステムを制御する

ためには，ハイブリッドシステムとして複雑なシステムを表現することが有用である．

また，ハイブリッドシステムの拡張として，確率的なモード遷移を含む確率ハイブリッ

ドシステムがある．一般に確率ハイブリッドシステムは離散ダイナミクス，連続ダイナミ

クスのいずれも確率的に定義されるハイブリッドシステムである [2]．本研究では，離散

ダイナミクスのみ確率的に定義されるハイブリッドシステムを考える．例として，機械の

正常動作／異常動作，ネットワークの接続／切断などがある．機械の正常動作／異常動作

は,正常な場合における機械の動作を表現する運動方程式と，異常が発生した場合におけ

る運動方程式の間の遷移を，確率的にモデル化することが適切である．また，ネットワー

クの接続／切断も確率的に表現可能である．従って，離散ダイナミクスのみが確率的で

あっても，様々な応用が考えられる．

ハイブリッドシステムの代表的な表現方法の一つとして，混合論理動的システム表現

(MLDS表現)が挙げられる．MLDS表現は，連続値の状態の変化によってモードが変化

する場合や，モードごとに異なる連続ダイナミクスをもつハイブリッドシステムを，線形
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な形式で簡単に記述できる．またMLDS表現は拘束システムと同じ形式であり，拘束シ

ステムに対する有効な制御系設計法の一つであるモデル予測制御手法を利用する事がで

きる．本研究ではMLDS表現を用い確率ハイブリッドシステムをモデル化する．

ハイブリッドシステムに関する既存研究として，制御に関する研究では，MLDS表現を

用い，確率と状態に関する関係式を線形関数に変換することで，混合整数 2次計画 (MIQP)

問題に帰着させ，最適制御問題を解く研究 [3]がある．また，離散時間確率ハイブリッド

システムに対して，確率拘束を考慮した到達可能性解析の研究 [4]などもある．他には，

確率ハイブリッドシステムの形式検証を提案し，自動検証ツールを実装するとともに，抽

象化を用いることにより検証の効率化を図った研究 [5]がある．通信ネットワークにおい

て，ネットワークの混雑の回避を実現することを目的に，離散モード間の遷移が，連続時

間マルコフ連鎖の状態間の遷移のように，確率的にモード遷移が起きるハイブリッドシス

テムとして，通信ネットワークをモデリングする研究 [6][7]などもある．確率ハイブリッ

ドシステムに対する最適制御問題を解くための研究では，最適値を得るために計算量的に

扱いやすいアルゴリズムの導出し，アルゴリズムの収束率や複雑さを解析した研究 [8]が

ある．しかしながら，これらの研究は

• 確率的な拘束 (例えば設定する状態に確率 0.9で到達させる)

• 評価関数を最小化する制御入力の計算

を満足する最適制御問題は考えられていないのが現状である．

そこで本研究では，離散ダイナミクスのみ確率的に決まるハイブリッドシステムに対

して，確率的な拘束を満足する最適制御問題に対する解法を提案する．最適制御問題と

して，

• 与えられる危険状態に確率 ε以下で遷移する

• 実現確率が ρ以上となる離散状態 (制御ロケーション)の系列のなかで，評価関数を

最小化する

ことを満たす制御入力を求めることを考える．解法は，オフライン計算とオンライン計算

の二つからなる．オフライン計算では危険状態に到達する状態，制御入力の範囲および到

達する確率を表現するグラフを作成する．オンライン計算では作成したグラフから確率
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拘束を満足するパスを列挙し，そのパスの中で表現される状態と制御入力の関係式を，拘

束条件として，線形不等式で表現する．さらに文献 [3]の手法を用いて混合整数 2次計画

(MIQP)問題に帰着させ，最適制御問題を解く．また，モデル予測制御では，最適制御問

題を各時刻で解き，制御入力を生成する．

本論文の構成は以下の通りである．第 2章では，確率ハイブリッドシステムの定義と例

ついて述べる．第 3章では本論文で考える問題設定と解法について述べる．第 4章では，

確率ハイブリッドシステムを混合論理動的システムを用いて表現する方法について述べ，

例としてポンプシステムを混合論理動的システム表現に変換し，計算した結果について示

す．第 5章では設定する問題に対する解法の概要について述べ，オフライン計算時に用い

る危険状態到達可能性グラフの作成方法を述べ，ポンプシステムを用いて説明する．さら

にポンプシステムに対する計算例を示す．第 6章はまとめである．
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第2章 確率ハイブリッドシステム

本章では，本論文で考える確率ハイブリッドシステムを与える．また，ポンプシステム

の例について説明する．

2.1 確率ハイブリッドシステムの定義

確率ハイブリッドシステムSHS = (X,L, init, inv, , prob, grd, E)は，次の要素から成る．

• State variables X ⊂ Rnは，連続状態の集合である．

• Location Lは制御ロケーションの有限集合である．SHSの状態は，制御ロケーショ

ン l ∈ Lと，状態 x ∈ Xの組 (l, x)で構成される．

• Initial state init = (l0, x0)は確率ハイブリッドシステムの初期状態を表わす．

• Invariants 関数 inv(l)は各制御ロケーションに．不変条件を割り当てる．SHSの

状態は，不変条件が満たされる間，制御ロケーション l に留まることができる．

• Continuous flow 各制御ロケーションに対して，離散時間線形システムx(k+1) =

Alx(k) + Blu(k) + al，x ∈ X，u(k) ∈ U ⊂ Rmを与える．ここで，U = {u|umin ≤

u ≤ umax}であり，U は制御入力である．

• Discrete probability distribution 関数 prob(l)は各制御ロケーションに，離散

確率分布の空でない集合を割り当てる．

• Enabling conditions 関数 grd(l)は各 l ∈ Lに対しての lにおける各離散確率分布

に事前条件 (guard) を割り当てる．条件を満足するとき分布によるロケーション遷

移が実行可能になる．
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• Probabilistic edges l ∈ L，pil = p ∈ prob(l)，grd(l) = g に対し，枝 e =

(l, g, p,X, updt, l′)が分布より作られ，その集合を E = {e | p(X, updt, l′) > 0}と

する．エッジでの確率的変動が起こると同時に更新式に従い，変数 xiへ新たな値 x′
i

が割り当てられる．

2.2 確率ハイブリッドシステムの例

確率ハイブリッドシステムの例として，ポンプシステムを考える．ポンプシステムは，

水の入った容器，センサ，ポンプ，制御装置から成るシステムである．また熱による蒸気

の生成に対して，減少した容器の水位を一定に保つために，水位を∆秒間隔でセンサに

よって検知し，入水ポンプの流量の制御を行う．

容器内の水位の下限値をL，上限値をUとし水位が [N1, N2]にある状態を正常とする．

水位が正常な場合は入水ポンプの流量の制御を必要としないが，水位がN1を下回った場

合，ポンプが onによる給水で水位を上昇させ，N2を上回った場合ポンプが offになり，

蒸気の排出により水位を減少させる．またセンサに不具合が生じ，水位を読み取れなくな

るエラーが発生する場合がある．水位が上限値 U を超えるまたは，下限値 Lを下回る場

合は動作がストップする．

図 2.1: ポンプシステム水位減少動作

図 2.1は (i)水位の減少に対して，(ii)ポンプの給水により，(iii)水位を正常な状態に戻

す動作を示す．
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図 2.2: ポンプシステム水位上昇動作

図 2.2は (i)水位の上昇に対して，(ii)蒸気の排出により，(iii)水位を正常な状態に戻す

動作を示す．

図 2.3: ポンプシステムに関する確率ハイブリッドシステム

このとき，ポンプシステムは図 2.3の確率ハイブリッドシステムとして表現できる．図

2.2においてポンプシステムの動作を表わす状態を四角の枠線で囲み，矢印によってシス

テムの状態の遷移を表し，矢印の上に遷移条件を示す．

• State variables 水位を状態変数 xとする．

• Location 制御ロケーションは L = {off, on, stop}で与えられる．

• Initial state 初期状態は init = (off, x0)で与えられる．

• Invariants 各制御ロケーションに不変条件を割り当てる関数は inv(off) = N1 ≤

x(k + 1) ≤ U，inv(on) = L ≤ x(k + 1) ≤ N2 で与えられ，各制御ロケーションに

留まる事ができる．
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• Continuous flow 各制御ロケーションに与えられる離散時間線形システムは，制

御ロケーション offでは x(k + 1) = x(k)− a，制御ロケーション onでは x(k + 1) =

x(k) + u(k)− a，制御ロケーション stopでは x(k + 1) = x(k)となる．

• Discrete probability distribution 各制御ロケーションに割り当てられる離散確

率分布はそれぞれ prob(off) = {poff}，prob(on) = {pon}となる．このとき，poff，

pon はそれぞれ，poff = (x, x(k + 1) = x(k) − a, off) = 0.1，poff = (x, x(k +

1) = x(k) − a, off) = 0.9，pon = (x, x(k + 1) = x(k) + u(k) − a, on) = 0.1，

pon = (x, x(k + 1) = x(k) + u(k) − a, off) = 0.9，で与えられ，poff = {0.1, 0.9}，

pon = {0.1, 0.9} となる．

• Enabling conditions 各離散確率分布に事前条件を割り当てる関数は，それぞれ

grd(off1) = L ≤ x ≤ N1，grd(off2) = x < L ∨ x > U，grd(on1) = N2 ≤ x ≤ U，

grd(on2) = x < L ∨ x > U で与えられる．条件を満足するとき分布によるロケー

ション遷移が実行可能になる．このとき，poff の guardとなるのは，grd(off1)で

あり，ponの guardとなるのは，grd(on1)である．

• Probabilistic edges L = {off, on, stop}，pil = p ∈ prob(l)，grd(l) = gに対し，枝

e(l) = (L, g, p,X, updt, l′)が分布より作られ，e(off) = (off, grd(off1), poff , X, x(k+

1) = x(k)−a, {off, on})，e(on) = (on, grd(on1), pon, X, x(k+1) = x(k)+u(k)−

a, {on, off})，e(stop) = (stop, ∅, ∅, X, x(k + 1) = x(k), stop)となる．

次に各制御ロケーションでの動作を説明する．

• Location：Off and On システムの動作を表わす状態がこれらの制御ロケーショ

ンにある間，水位は蒸気の排出により減少する．単位時間あたりの水位の変化量を

x(k + 1) = x(k) − aと表す．制御ロケーション onでは,水位の減少に対してポン

プによって給水が行われる．この時の単位時間あたりの吸水による水位の変化量を

x(k + 1) = x(k) + u(k)− aと表す．また，これらの制御ロケーションではセンサに

不具合が生じ水位を読み取れず，もう一度同じ動作を繰り返してしまう事がある．

• Location：emergency stop 水位の推測値が下限値Lを下回る場合，もしくは,上

限値Uを上回る場合，システムの動作を表わす状態は Location emergency stop
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に移る．この状態では，システムがストップしてしまうため，単位時間あたりの水

位の変化量は x(k + 1) = x(k)となる．
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第3章 問題設定

前章で紹介したポンプシステムにおいて，stop状態に遷移する事は望ましくない．こ

のように一般的に望ましくない状態に割り当てられた状態の領域を，危険状態と呼ぶこと

とする．本研究で考える有限時間最適制御問題を以下で与える．

【問題1】確率ハイブリッドシステム (SHS)が与えられているとする．また初期状態x(0) =

x0，オフセット状態 xdが与えられているとする．このとき，次の条件

条件 1 危険状態に到達する確率が ε以下となる．

条件 2 実現確率が ρ以上となる離散状態 (制御ロケーション)の系列のなかで，次の評価

関数

J(x(k), u) =
N−1∑
k=0

{x(k)− xd}TQ{x(k)− xd}+ {u(k)− ud}TR{u(k)− ud} (3.1)

を最小化する．

を満足する制御入力列 u(0), u(1), · · · , u(N − 1)を求めよ．

モデル予測制御では，問題 1を各時刻で繰り返し解くことにより，制御入力を生成する．

解法の概要を説明する．

まずオフライン計算では，

1. 危険状態に遷移する状態を列挙する．

2. 各々の状態に到達するための制御入力の範囲および到達する確率を計算し，グラフ

を作成する．

3. 作成したグラフを基に，危険状態に遷移する確率が ε以下となるパスを列挙する．

オンライン計算では，

9



1. 文献 [3]の手法を用い，確率ハイブリッドシステムをMLDS表現に変換する．変換

によって得られたモデルを拘束条件とすることで，最適制御問題を解く事ができる．

2. 有向辺に与えられた 0-1変数と確率の関係式を線形関数に変換することで，問題 1

を混合整数 2次計画 (MIQP)問題として扱う．

3. オフライン計算で得られたグラフの中の有向辺に与えられる状態と制御入力に関す

る線形不等式をMIQP問題の拘束条件に追加する．拘束条件が追加されたMIQP問

題を解く事によって，最適な制御入力を計算することができる．

確率ハイブリッドシステムに関する研究は制御問題や検証問題など様々行われている．

制御問題では，確率ハイブリッドシステムをMLDS表現で変換し，最適制御問題を解い

た研究がある．また，検証問題では，確率ハイブリッドオートマトンを定義し，その記号

的な到達可能性を解析した安全性の検証に関する研究や，制御入力を持たない確率ハイブ

リッドシステムの確率的な到着可能性に関する研究などがある．

本研究では，確率ハイブリッドシステムとして表現する際にMLDS表現を用い，確率

的な拘束を考慮した最適制御問題の解法を提案する．
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第4章 MLDS表現を用いた最適制御

4.1 混合論理動的システム表現

本研究では，ポンプシステムを混合論理動的システム (MLDS)表現 [3]を用いて,モデ

ル化する．MLDS表現の一般形は

x(k + 1) = Ax(k) +B1u(k) +B2z(k) +B3δ(k) (4.1)

Cx(k) +D1u(k) +D2z(k) +D3δ(k) ≤ E (4.2)

で与えられる．ここで，k ∈ {0, 1 . . .}は離散時間，x ∈ Rnc ×{0, 1}ndは状態，u ∈ Rm1c ×

{0, 1}m1d は入力，z ∈ Rm2，δ ∈ {0, 1}m3 はそれぞれ連続値と離散値の補助変数である．

不等式 (4.2)は p本，すなわちC ∈ Rp×n，Di ∈ Rp×mi(i = 1, 2, 3)，E ∈ Rpであり，≤は

要素ごとの大小関係を表す．不等式 (3,2)は混合整数不等式と呼ばれ，補助変数 zと δは，

混合整数不等式において一意に定まるとする．

MLDS表現は補助変数 zや δを，拘束条件 (4.1)式，(4.2)式を満たす入力であるとみな

すと，より見通しがよくなる．すなわち

v(k) =


u(k)

z(k)

δ(k)

 , B = [B1 B2 B3], D = [D1 D2 D3] (4.3)

とおくと，MLDS表現は

x(k + 1) = Ax(k) +Bv(k) (4.4)

Cx(k) +Dv(k) ≤ E (4.5)

と表現できる．これは拘束システムと同じ形式であるので，拘束システムに対する有効な
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制御系設計法の一つであるモデル予測制御手法がMLDS表現に対しても利用できる．

4.2 モデリング方法

図 4.1: ポンプシステム

この節では，ポンプシステムの例を用いて，MLDS表現を用いたモデリング方法を説

明する．図 4.1にポンプシステムにおいて，それぞれの状態間の遷移条件とそれを示す矢

印への 0-1変数の割り当てを示した図を記す．

制御ロケーション on，off，stopとそれぞれの制御ロケーション間の遷移条件を命題論

理とし，0-1変数を用いた線形不等式で表現する事により，MLDS表現としてモデリング

する．ここで，与えられる命題論理を 0-1変数を用いた線形不等式で表現する方法につい

て，次の結果を紹介する [9]．

補題 1 δ ∈ {0, 1}，x ∈ Rnとすると，Rnの有界閉集合 β上で，次の関係が成り立つ．

(i) [δ = 1]↔ [h(x) ≥ 0]は，次の線形不等式によって十分な精度で近似できる．

hmin(1− δ) ≤ h(x) ≤ hmaxδ + (δ − 1)ε (4.6)

ただし，hmin = minx∈βh(x)，hmax = maxx∈βh(x)，εは十分小さな定数である．

(ii) z = δg(x)は次の不等式と等価である．

gminδ ≤ z ≤ gmaxδ (4.7)
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g(x)− gmax(1− δ) ≤ z ≤ g(x)− gmin(1− δ) (4.8)

ただし，不等号は要素ごとの大小関係を表し，gmin = minx∈βg(x)，gmax = maxx∈βg(x)は

m次元ベクトルである．

補題 1を用いてポンプシステムをMLDS表現に変換する．

[step 1 :連続領域とインデックス変数の関係づけ]

まずはそれぞれの連続領域とインデックス変数の関係を示す．off状態からの遷移を

表わす命題が，

[
δ211(k) = 1] −→ [N1 ≤ x(k + 1) ≤ U

]
(4.9)[

δ111(k) = 1] ∨ [δ12(k) = 1] −→ [L ≤ x(k + 1) ≤ N1

]
(4.10)

となり，on状態からの遷移を表わす命題が，

[
δ222(k) = 1] −→ [L ≤ x(k + 1) ≤ N2

]
(4.11)[

δ21(k) = 1] ∨ [δ122(k) = 1] −→ [N2 ≤ x(k + 1) ≤ U
]

(4.12)

となり，危険状態への遷移を表わす命題が，

[δ31(k) = 1] −→ [U ≤ x(k + 1)] ∨ [x(k + 1) ≤ L] (4.13)

[δ32(k) = 1] −→ [U ≤ x(k + 1)] ∨ [x(k + 1) ≤ L] (4.14)

となり，式 (4.9)～式 (4.14)の命題を補題 1を用いて線形不等式で近似する.

[δ2
11(k) = 1] −→ [N1 ≤ x(k + 1) ≤ U ]の線形不等式表現

まず [N1 ≤ x(k + 1)]↔ [γ31(k) = 1], [x(k + 1) ≤ U ]↔ [γ32(k) = 1] と置くと

[δ211(k) = 1] −→ [γ31(k) = 1] ∧ [γ32(k) = 1] (4.15)

となり，[γ5(k) = 1]↔ [[γ31(k) = 1]∧ [γ32(k) = 1]とおき，この命題の関係を不等式
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で表わすと

δ211(k)− γ5(k) ≤ 0, γ31(k)− γ5(k) ≥ 0

γ32(k)− γ5(k) ≥ 0, γ31(k) + γ32(k)− γ5(k) ≤ 1 (4.16)

となる．[γ31(k) = 1]↔ [N1 ≤ x(k + 1)]を不等式を用いて等価的に表わすと，補題

1(i)より，

h1
min(1− γ31(k)) ≤ h(x) ≤ h1

maxγ31(k) + (γ31(k)− 1)ε1 (4.17)

となり，また [γ32(k) = 1]↔ [x(k + 1) ≤ U ]は

h1
min(1− γ32(k)) ≤ h(x) ≤ h1

maxγ32(k) + (γ32(k)− 1)ε1 (4.18)

となり，式 (4.16),(4.17),(4.18)により，命題 [δ211(k) = 1]→ [N1 ≤ x(k + 1) ≤ U ]が

線形不等式で近似されたことになる．

[δ1
11(k) = 1] ∨ [δ12(k) = 1] −→ [L ≤ x(k + 1) ≤ N1]の線形不等式表現

まず [γ1(k) = 1]↔ [δ111(k) = 1]∨ [δ12(k) = 1] と置き，この命題の関係を不等式で表

わすと，

δ111(k)− γ1(k) ≤ 0, δ12(k)− γ1(k) ≤ 0, δ111(k) + δ12(k)− γ1(k) ≥ 0 (4.19)

と表す事ができる．そして，式 (4.10)は，

[γ1(k) = 1]←→ [L ≤ x(k + 1) ≤ N1] (4.20)

となり，

[γ1(k) = 1]←→ [L ≤ x(k + 1)] ∧ [x(k + 1) ≤ N1] (4.21)

と表すことができ，[L ≤ x(k+1)]↔ [γ11(k) = 1],[x(k+1) ≤ N1]↔ [γ12(k) = 1]と
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置くと，

[γ1(k) = 1]←→ [γ11(k) = 1] ∧ [γ12(k) = 1] (4.22)

となり，式 (4.22)の命題の関係を不等式で表わすと，

γ11(k)− γ1(k) ≥ 0, γ12(k)− γ1(k) ≥ 0,

γ11(k) + γ12(k)− γ1(k) ≤ 1 (4.23)

となる．[γ11(k) = 1] ←→ [L ≤ x(k + 1)]を不等式を用いて等価的に表すと，補題

1(i)より

h2
min(1− γ11(k)) ≤ h(x) ≤ h2

maxγ11(k) + (γ11(k)− 1)ε2 (4.24)

となり，[γ12(k) = 1] ←→ [x(k + 1) ≤ N1]を不等式を用いて等価的に表すと，補題

1(i)より

h2
min(1− γ12(k)) ≤ h(x) ≤ h2

maxγ12(k) + (γ12(k)− 1)ε2 (4.25)

となり，式 (4.19)，(4.23)，(4.24)，(4.25)により，命題 [δ111(k) = 1]∨ [δ12(k) = 1] −→

[L ≤ x(k + 1) ≤ N1]が線形不等式で近似されたことになる．

[δ2
22(k) = 1] −→ [L ≤ x(k + 1) ≤ N2]の線形不等式表現

まず [L ≤ x(k + 1)]↔ [γ41(k) = 1], [x(k + 1) ≤ N2]↔ [γ42(k) = 1] と置くと

[δ222(k) = 1] −→ [γ41(k) = 1] ∧ [γ42(k) = 1] (4.26)

となり,[γ3(k) = 1]↔ [[γ41(k) = 1] ∧ [γ42(k) = 1]とおき,この命題の関係を不等式で

表わすと

δ222(k)− γ3(k) ≤ 0, γ41(k)− γ3(k) ≥ 0,

γ42(k)− γ3(k) ≥ 0, γ41(k) + γ42(k)− γ3(k) ≤ 1 (4.27)
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となる．[γ41(k) = 1] ↔ [L ≤ x(k + 1)]を不等式を用いて等価的に表わすと，補題

1(i)より，

h3
min(1− γ41(k)) ≤ h(x) ≤ h3

maxγ41(k) + (γ41(k)− 1)ε3 (4.28)

となり，また [γ42(k) = 1]↔ [x(k + 1) ≤ N2]は

h3
min(1− γ42(k)) ≤ h(x) ≤ h3

maxγ42(k) + (γ42(k)− 1)ε3 (4.29)

となり，式 (4.27)，(4.28)，(4.29)により，命題 [δ211(k) = 1]→ [N1 ≤ x(k + 1) ≤ U ]

が線形不等式で近似されたことになる．

[δ21(k) = 1] ∨ [δ1
22(k) = 1] −→ [N2 ≤ x(k + 1) ≤ U ]の線形不等式表現

まず [γ2(k) = 1]↔ [δ21(k) = 1]∨ [δ122(k) = 1] と置き，この命題の関係を不等式で表

わすと，

δ122(k)− γ2(k) ≤ 0, δ21(k)− γ2(k) ≤ 0, δ122(k) + δ21(k)− γ2(k) ≥ 0 (4.30)

と表す事ができる．そして，式 (4.12)は，

[γ2(k) = 1]←→ [[N2 ≤ x(k + 1) ≤ U ]] (4.31)

となり，

[γ2(k) = 1]←→ [N2 ≤ x(k + 1)] ∧ [x(k + 1) ≤ U ] (4.32)

と表すことができ，[N2 ≤ x(k+1)]↔ [γ21(k) = 1],[x(k+1) ≤ U ]↔ [γ22(k) = 1]と

置くと，

[γ2(k) = 1]←→ [γ21(k) = 1] ∧ [γ22(k) = 1] (4.33)

となり，式 (4.33)の命題の関係を不等式で表わすと，

γ21(k)− γ2(k) ≥ 0, γ22(k)− γ2(k) ≥ 0,
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γ21(k) + γ22(k)− γ2(k) ≤ 1 (4.34)

となる．[γ11(k) = 1]↔ [L ≤ x(k + 1)]を不等式を用いて等価的に表すと，補題 1(i)

より

h4
min(1− γ21(k)) ≤ h(x) ≤ h4

maxγ21(k) + (γ21(k)− 1)ε4 (4.35)

となり，[γ12(k) = 1]↔ [x(k+1) ≤ N1]を不等式を用いて等価的に表すと，補題 1(i)

より

h4
min(1− γ22(k)) ≤ h(x) ≤ h4

maxγ22(k) + (γ22(k)− 1)ε4 (4.36)

となり,式 (4.30)，(4.34)，(4.35)，(4.36)により，命題 [δ21(k) = 1] ∨ [δ122(k) = 1]→

[N2 ≤ x(k + 1) ≤ U ]が線形不等式で近似されたことになる．

[δ31(k) = 1] −→ [U ≤ x(k + 1)] ∨ [x(k + 1) ≤ L],

[δ32(k) = 1] −→ [U ≤ x(k + 1)] ∨ [x(k + 1) ≤ L]の線形不等式表現

まず [γ51(k) = 1] ↔ [U ≤ x(k + 1)],[γ52(k) = 1] ↔ [x(k + 1) ≤ L]と置くと，式

(4.13)，式 (4.14)は

[δ31(k) = 1] −→ [γ51(k) = 1] ∨ [γ52(k) = 1] (4.37)

[δ32(k) = 1] −→ [γ51(k) = 1] ∨ [γ52(k) = 1] (4.38)

となる．ここで [γ7(k) = 1] ↔ [[γ51(k) = 1] ∧ [γ52(k) = 1]と置き，この命題の関係

を不等式で表わすと，

δ31(k)− γ7(k) ≤ 0, δ32(k)− γ7(k) ≤ 0, δ33(k)− γ7(k) ≤ 0,

γ51(k)− γ7(k) ≤ 0, γ52(k)− γ7(k) ≤ 0, γ51(k) + γ52(k)− γ7(k) ≥ 0 (4.39)

となる．[γ51(k) = 1]↔ [U ≤ x(k+ 1)]を不等式を用いて等価的に表すと，補題 1(i)

より

h5
min(1− γ51(k)) ≤ h(x) ≤ h5

maxγ51(k) + (γ51(k)− 1)ε5 (4.40)
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となり，[γ52(k) = 1]↔ [x(k + 1) ≤ L]を不等式を用いて等価的に表すと，補題 1(i)

より

h5
min(1− γ52(k)) ≤ h(x) ≤ h5

maxγ52(k) + (γ52(k)− 1)ε5 (4.41)

となり，式 (4.39)，(4.40)，(4.41)により，命題 [δ31(k) = 1] −→ [U ≤ x(k + 1)] ∨

[x(k + 1) ≤ L], [δ32(k) = 1] −→ [U ≤ x(k + 1)] ∨ [x(k + 1) ≤ L]が線形不等式で近

似されたことになる．

[step 2 :連続ダイナミクスの線形表現]

連続ダイナミクスは zi(k) = δi(k)(Aix(k) + Biu(k) + ai)とおくと

x(k + 1) =
3∑
i

zi(k) (4.42)

となり，ポンプシステムの場合，節 2.2よりA1 = A2 = A3 = 1,B1 = B3 = 0,B2 =

1,a1 = a2 = −a,a3 = 0となる．ここで zi(k) = δi(k)(Aix(k) + Biu(k) + ai) は，補

題 1(ii)を用いると

g1minδ1(k) ≤ z1(k) ≤ g1maxδ1(k) (4.43)

g2minδ2(k) ≤ z2(k) ≤ g2maxδ2(k) (4.44)

g3minδ3(k) ≤ z3(k) ≤ g3maxδ3(k) (4.45)

x(k)− a− g1max(1− δ1(k)) ≤ z1(k) ≤ x(k)− a− g1min(1− δ1(k)) (4.46)

x(k)− a+ u(k)− g2max(1− δ2(k)) ≤ z2(k)

≤ x(k)− a+ u(k)− g2min(1− δ2(k)) (4.47)

x(k)− g3max(1− δ3(k)) ≤ z3(k) ≤ x(k)− g3min(1− δ3(k)) (4.48)

で表現できる．

[step 3 :各モードのラベル付け]

各時刻でのポンプシステムの動作は，off，on，stopのいずれかであり，同時に二つ
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の動作が行われる事はない．よって

δ1(k) + δ2(k) + δ3(k) = 1 (4.49)

の関係が与えられる．そして，各状態とその状態からの遷移条件の関係を表す式を

δ1(k + 1) = δ111(k) + δ211(k) + δ21(k) (4.50)

δ2(k + 1) = δ122(k) + δ222(k) + δ12(k) (4.51)

δ1(k) = δ111(k) + δ211(k) + δ21(k) + δ31(k) (4.52)

δ2(k) = δ122(k) + δ222(k) + δ12(k) + δ32(k) (4.53)

となる．

step1から step3で表わした式で，式 (4.16)～式 (4.18)，式 (4.19)，式 (4.23)～式 (4.25)，

式 (4.27)～式 (4.29)，式 (4.30)，式 (4.34)～式 (4.36)，式 (4.39)～式 (4.41)，式 (4.43)～式

(4.53)で Cx(k) + D1u(k) + D2z(k) + D3δ(k) ≤ E の形式を得る．そして式 (4.42)より

x(k + 1) = Ax(k) +B1u(k) +B2z(k) +B3δ(k)の形式を得る．これで式 (4.1)，式 (4.2)を

表わせたことになり，MLDS表現を得る．

4.3 最適制御問題のMIQP問題への変換

最適制御問題を混合整数2次計画 (MIQP)問題に変換する．この節では，その変換の方法

について説明する．各制御ロケーションに与えられる離散確率分布の集合をp = [p1, · · · , pl]T

とし，有向辺に割り当てた 0-1変数の集合を δE(k) = [δ1(k), · · · , δl(k)]T とすると，二つの

式の関係は


π(0)
...

π(N − 1)

 =


δTE(0)

...

δTE(N − 1)

・p, π = π(δE(0), · · · , δE(N − 1)) =
N−1∏
k=0

π(k) (4.54)
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で表わされる．このときポンプシステムの場合，pと δEはそれぞれ

p =



0.9

0.1

0.9

0.1


, δE(k) =



δ12(k)

δ112(k)

δ21(k)

δ122(k)


(4.55)

となる．式 (4.54)は時刻0, 1, · · · , N−1で状態πになる確率を表わす.また式 (4.54)では非線

形であるために，混合整数2次計画 (MIQP)問題に変換できない．そこでπ(δE(0), · · · , δE(N−

1)) =
∏N−1

k=0 π(k)に対して，対数変換を用いる．このとき

lnπ(δE(0), · · · , δE(N − 1)) = ln(
N−1∏
k=0

π(k)) (4.56)

を得る．よって式 (4.56)は式 (4.54)より

lnπ(δE(0), · · · , δE(N − 1)) =
N−1∑
k=0

l∑
i=1

δEi(k)ln(pi) (4.57)

となり制約条件を，線形関数として扱う事ができる．よって，条件 1を除いた問題 1は，

次のMIQP問題に帰着できる．

【問題A】 find v(0), v(1), · · · , v(N − 1)

min J(x(k), u) =
N−1∑
k=0

{x(k)−xd}TQ{x(k)−xd}+{u(k)−ud}TR{u(k)−ud}

subject to x(k + 1) = Ax(k) +B1u(k) +B2z(k) +B3δ(k)

Cx(k) +D1u(k) +D2z(k) +D3δ(k) ≤ E

N−1∑
k=0

l∑
i=1

δi(k)ln(pi) ≥ ρ

4.4 計算例

ポンプシステムを例に導出したMLDS表現を用い，条件 1を除いた問題 1を解くこと

を考える．
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与えられた最適制御問題を解くうえでの，ポンプシステムのパラメータを表 4.1にまと

める．最適制御問題を解くうえで用いる評価関数を

表 4.1: ポンプシステムのパラメータ
水位の初期値 60

水位の最大値 120

水位の上限値 (U) 91

水位 (N2) 62

水位 (N1) 41

水位の下限値 (L) 13

水位の最低値 0

入力の拘束条件 20 ≤ u(k) ≤ 30

J(x(k), u) =
N−1∑
k=0

{x(k)− xd}TQ{x(k)− xd}+ {u(k)− ud}TR{u(k)− ud} (4.58)

で与え，N = 50，R = 0，Q = 1，xd = 50，ud = 0とする．また評価関数を最小化する

確率

ρ = −ln(0.110 × 0.930 × 1.010) (4.59)

とする．得られた制御入力を用いて，水位の変化を計算した結果を図 4.2に示す．また，

図 4.2では 10000本のサンプルを示している．
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図 4.2: ポンプシステムの水位の変化

図 4.2で軌跡に分岐が生じるのは，図 4.1より状態 offから状態 onへの遷移，状態 onか

ら状態 offへの遷移が確率的に決定するので，水位が一意に定まらないためである．
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第5章 危険状態到達可能性グラフ

3章で述べた問題に対しての解法は，オフライン計算とオンライン計算から構成される．

オフライン計算では，危険状態に到達する状態，到達するための制御入力の範囲および到

達する確率を計算するグラフを作成する．作成するグラフのことを危険状態到達可能性グ

ラフと呼ぶ事とする．本章では，述べられた問題に対しての解法について述べ，オフライ

ン計算時において，作成する危険状態到達可能性グラフのアルゴリズムを示す．そしてポ

ンプシステムを例に用い，危険状態到達可能性グラフの作成方法について述べる．

5.1 問題の考え方

3章で述べた問題の解法について，ポンプシステムを例に概要を示す．

まず，オフライン計算において，図 5.1に示す危険状態到達可能性グラフを作成する．

図 5.1: 危険状態到達可能性グラフの例

図 5.1は危険状態到達可能性グラフの一例である．これは有向辺に，ポンプシステムの

状態の遷移確率と，水位の状態・入力に関する線形不等式が割り当てられる．グラフの頂

点には，ポンプシステムの状態と，その時の水位の領域が割り当てられる．
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危険状態到達可能性グラフを基に，危険状態に遷移する確率が ε以下になるパスを列挙

する．ε = 0.001とすると，3step以内で，ε = 0.001以下となるパスは，図 5.1の場合

図 5.2: 問題を満たすパス

図 5.2で示すパスとなる．つまり，

• (on,[62,63)) → (on,[67,77)) → (on,[77,91)) → (stop,[91,20))

のパスとなる．図 5.2で示すパスの場合，状態 (on,[62,63))から状態 (on,[67,77))，状態

(on,[67,77)) から状態 (on,[77,91))，状態 (on,[77,91))から状態 (stop,[91,120))にそれぞれ

遷移が可能となる拘束条件を制御入力に課す．

例として，状態 (on,[62,63))から状態 (on,[67,77))への遷移を可能とする制御入力への

条件の課し方を説明する．入力が 20 ≤ u(k) ≤ 30で定義され，単位時刻あたりに蒸発す

る水量 a = 6とする．時刻 k + 1での水位 x(k + 1)は

x(k + 1) = x(k) + u(k)− 6 (5.1)

で与えられ，式 (5.1)から時刻 kでの水位 x(k)から，時刻 k + 1での水位 x(k + 1)への遷

移条件となる制御入力 u(k)が求められる．また時刻 kの状態 x(k)の最小値と最大値から，

時刻 k + 1の状態 x(k + 1)の最小値と最大値への遷移条件となる制御入力 u(k)を考える

ことで，次の状態に遷移するための制御入力 u(k)の拘束条件を得ることができる．

まず時刻 kでの最小値 x(k) = 62の場合を考える．時刻 k+1で x(k+1) = 67の状態に

遷移するための制御入力は，式 (5.1)よりu(k)−6 = 67−62 = 5となる．また時刻 k+1で

x(k+ 1) = 77の状態に遷移するための制御入力は，式 (5.1)より u(k)− 6 = 77− 62 = 15
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となる．よって時刻 kで水位 x(k) = 62の場合，状態 (on,[67,77))に遷移できる制御入力

の範囲は

5 ≤ u(k)− 6 ≤ 15 (5.2)

となる．しかしここで定義される入力拘束は 20 ≤ u(k) ≤ 30，つまり 14 ≤ u(k)− 6 ≤ 24

なので，制御入力の拘束条件は

14 ≤ u(k)− 6 ≤ 15 (5.3)

となる．

次に時刻 kで最大値 x(k) = 63 − εの場合を考える．時刻 k + 1で x(k + 1) = 67の

状態に遷移するための制御入力は，式 (5.1)より u(k) − 6 = 67 − (63 − ε) = 4 + ε とな

る．また時刻 k + 1で x(k + 1) = 77の状態に遷移するための制御入力は，式 (5.1)より

u(k) − 6 = 77 − (63 − ε) = 14 + εとなる．よって時刻 kで水位 x(k) = 62の場合，状態

(on,[67,77))に遷移できる制御入力の範囲は

4 + ε ≤ u(k)− 6 ≤ 14 + ε (5.4)

となる．しかしここで定義される入力拘束は 20 ≤ u(k) ≤ 30，つまり 14 ≤ u(k)− 6 ≤ 24

なので，制御入力の拘束条件は

14 ≤ u(k)− 6 ≤ 14 + ε (5.5)

となる．

式 (5.1)より制御入力と水位の関係は

u(k)− 6 = x(k + 1)− x(k) (5.6)
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と書け，x(k + 1) = 77に遷移する制御入力を考えると，

u(k)− 6 = 77− x(k) (5.7)

と x(k)と u(k)の関係式で書くことができ，状態 (on,[62,63))から状態 (on,[67,77))への遷

移を可能とする制御入力は，

14 ≤ u(k)− 6 ≤ 77− x(k) (5.8)

となる．この拘束条件を状態間の遷移毎に制御入力に課し，最適制御問題を解くことで問

題 1を解くことができる．

この場合は問題を満たすパスは一つであるが，問題を満たすパスが複数ある場合は，列

挙したパスに対して，それぞれ通過する拘束条件を入力に課し，最適制御問題を解く．そ

して,パス毎に得られた評価関数の最適値のなかで，最小のものを問題 1の評価関数の最

適値，対応する制御入力を最適制御入力とする．

5.2 危険状態到達可能性グラフの作成方法

この論文で考える問題に対しての解法は，オフライン計算とオンライン計算から構成さ

れる．この節では，3章で述べたオフライン計算で用いる危険状態到達可能性グラフを作

成するためのアルゴリズムについて説明する．なお，危険状態到達可能性グラフを作成す

る際に，次の関数を使う．

Pre: 状態空間Xに到達する状態と入力の集合

ProX : 拡張状態空間内の領域 Sの状態空間Xへの射影

Step 1: 拡張危険状態 Du = D × U を与える．

Step 2: Y1 := Pre(D)−Du を計算する．

Step 3: Yi := Pre(ProX(Yi−1))，i = 2, 3, . . . , N を計算する．

Step 4: ProX(Yi)，i = 1, 2, . . . , N − 1 を ProX(Yi)−∪j>iProX(Yj)を表現する凸多面体
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の集合と，ProX(Yi)∩ (∪j>iProX(Yj)) の凸多面体に分割する．ただし，j ∈ {1, 2, . . . , N}

である．また，分割された状態の集合が invariantと guardの境界を含む場合，該当する状

態集合を凸多面体で分割する．危険状態Dおよび，得られる状態の集合を X1, X2, . . . , Xp

とする．このとき，各Xiに対して，危険状態に到達可能な最小のステップ数をラベル付

けする．

Step 5: N = 1 ならば，終了する．N ≥ 2 ならば，k = 2 として Step 6 へ．

Step 6: ProX(Pre(X1)), P roX(Pre(X2)), . . . , P roX(Pre(Xp)) を計算する．ただし，ラ

ベルがN の場合，計算を行わない．

Step 7: ProX(Pre(Xi))，i = 1, 2, . . . , pを ProX(Pre(Xi))−∪j>iProX(Pre(Xj))を表現

する凸多面体の集合と，ProX(Pre(Xi))∩(∪j>iProX(Pre(Xj)))の凸多面体に分割する．た

だし，j ∈ {1, 2, . . . , p}である．危険状態Dおよび，得られる状態の集合を X1, X2, . . . , Xp

とする．このとき各Xiに対して，危険状態に到達可能な最小のステップ数をラベル付け

する．

Step 8: Step 6で新たな分割が行われない，あるいは，k = N であれば，終了する．そ

うでなければ，k = k + 1 として Step 5 へ戻る．

Step 9: 分割された領域X1，X2，· · ·，Xpを頂点とし，Step 4と Step 7の分割手順と最

小のステップ数から，有向辺を求め，グラフを作成する．有向辺に与えられる状態と制御

入力に関する線形不等式は Pre(Xi)を求めることによって得られる．

5.3 例題

問題 1を解決するために利用するグラフの作成方法について，ポンプシステムを用いて

説明する．前提条件として，入力拘束を 20 ≤ u(k) ≤ 30 ，a = 6とする．またN = 2の

場合の危険状態到達可能性グラフを作成する．

Step 1

まず拡張危険状態Du =(stop,[91,120))を設定する

27



図 5.3: 拡張危険状態の設定

Step 2

次に Y1 = Pre(D)−Duを計算する．

図 5.4: Y1 = Pre(D)−Duの計算

Step 3

Y2 = Pre(ProX(Y1))を計算する．
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図 5.5: Y2 = Pre(ProX(Y1))の計算

Step 4

Pro(Y1)，Pro(Y2)によって射影された領域を分割する．またこのとき，invariantと

guardの境界を含むので，境界も含めて分割し，X1，· · ·，X5を得る．そしてX1，· · ·，X5

にラベル付けを行う．

図 5.6: 領域の分割とラベルづけ
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Step 5

N = 2なので k = 2として，Step 6へ．

Step 6

ProX(Pre(X1)), P roX(Pre(X2)), P roX(Pre(X3))を計算する．このとき，ProX(Pre(X4)),

P roX(Pre(X5))は，X4，X5につくラベルの値が 2のため計算しない．

Step 7 ProX(Pre(X1)), P roX(Pre(X2)), P roX(Pre(X3))によって射影された領域を分

割する．そして分割によって得られた領域X1，X2，· · ·，X7 にラベル付けを行う．

図 5.7: Step 6，Step 7の作業

Step 8 k = N = 2なので終了する．

Step 9 分割された領域X1，X2，· · ·，X7を頂点とし，グラフを作成する．また，図

5.6，図 5.7に示されるラベルより，2ステップ以内で危険状態に遷移可能な有向辺が決ま

る.作成された危険状態到達可能性グラフを図 5.8に示す．そしてN = 5とし，作成でき

るグラフを図 5.9に示す．
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図 5.8: 危険状態到達可能性グラフ (N = 2)
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図 5.9: 危険状態到達可能性グラフ (N = 5)

5.4 最適制御問題のMIQP問題への変換

問題 1の最適制御問題の解法について説明する．最適制御問題の解法はオフライン計算

とオンライン計算から構成される．オフライン計算で得たグラフを基に危険状態に遷移

する確率が ε以下となるパスを列挙する．この危険状態に到達するそれぞれのパスの辺に

は，次の状態に遷移するための条件が，状態と入力に関する線形不等式の形で与えられ

る．そのため，MIQP問題に変換する際に，状態と入力に関する線形不等式を拘束条件と

して追加しなければならない．一般に状態と入力に関する線形不等式は，次の

F (k)x(k) +G(k)u(k) ≤ H(k) (5.9)
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と書ける，ここで F (k)，G(k)，H(k)は各時刻で異なる行列を生成する関数である．式

(5.9)の線形不等式を制約条件に追加することで，3章で与えた最適制御問題をMIQP問

題へと変換することが可能になる．問題 Bに得られた線形不等式を拘束条件に追加した

MIQP問題を示す．

【問題B】 find v(0), v(1), · · · , v(N − 1)

min J(x(k), u) =
N−1∑
k=0

{x(k)−xd}TQ{x(k)−xd}+{u(k)−ud}TR{u(k)−ud}

subject to x(k + 1) = Ax(k) +B1u(k) +B2z(k) + B3δ(k)

Cx(k) +D1u(k) +D2z(k) +D3δ(k) ≤ E

N−1∑
k=0

l∑
i=1

δi(k)ln(pi) ≥ ρ

F (k)x(k) +G(k)u(k) ≤ H(k)

与えられた問題Bを解くことにより解を得ることができる．
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5.5 計算例

ポンプシステムに対して，3章で述べる問題を考える．初期値を x(0) = 21と決めると，

全部で 31本のパスを得る．31本のパスの中で，3章で述べた問題で ε = 0.002とすると，

それを満たすパスは

1. (on,[19,24))→ (on,[43,48))→ (on,[62,63))→ (on,[67,77))→ (on,[77,91))→ (stop,[91,120))

2. (on,[19,24))→ (on,[39,43))→ (on,[62,63))→ (on,[67,77))→ (on,[77,91))→ (stop,[91,120))

3. (on,[19,24))→ (on,[38,39))→ (on,[62,63))→ (on,[67,77))→ (on,[77,91))→ (stop,[91,120))

となり，全部で 3本ある．この 3本のパスそれぞれに入力拘束を課し，それぞれで最適制

御問題を解く．最適制御問題を解く上でのポンプシステムのパラメータを表 5.1に示す．

それぞれパスを順にパス 1，パス 2，パス 3とする．

表 5.1: ポンプシステムのパラメータ
水位の初期値 20

水位の最大値 120

水位の上限値 (U) 91

水位 (N2) 62

水位 (N1) 41

水位の下限値 (L) 13

水位の最低値 0
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最適制御問題を解くうえで用いる評価関数を

J(x(k), u) =
N−1∑
k=0

{x(k)− xd}TQ{x(k)− xd}+ {u(k)− ud}TR{u(k)− ud} (5.10)

とし，N = 5，R = 1，Q = 1，xd = 50，ud = 0とする．また 3章で述べた評価関数を最

小化する確率を

ρ = −ln(0.11 × 0.93 × 1.01) (5.11)

とし，3本のパスでそれぞれ計算された入力，水位の値，各パスの評価関数をそれぞれ表

5.2，表 5.3，表 5.4にまとめる．

表 5.2: それぞれのパスでの入力
パス 1

u(0) 28

u(1) 25

u(2) 20

u(3) 20

u(4) 20

パス 2

u(0) 24

u(1) 29

u(2) 20

u(3) 20

u(4) 20

パス 3

u(0) 23

u(1) 30

u(2) 20

u(3) 20

u(4) 20

表 5.3: それぞれのパスでの水位
パス 1

x(0) 21

x(1) 43

x(2) 62

x(3) 56

x(4) 50

パス 2

x(0) 21

x(1) 39

x(2) 62

x(3) 56

x(4) 50

パス 3

x(0) 21

x(1) 38

x(2) 62

x(3) 56

x(4) 50

35



表 5.4: 各パスの評価関数値

パス 1 3715

パス 2 3795

パス 3 3830

表 5.4より，この 3本のパスの中で評価関数値が最小となるのはパス 1である．よって，

この場合の最適制御入力はパス 1の計算された入力となる．そして，この 3本のパスが危

険状態に ε = 0.002以下で遷移することをシミュレーションにより確認する．表 5.5の到

達回数とは，100000サンプルのうち，危険状態まで到達した回数のことであり，確率は

危険状態に到達する確率を示し，3本のパスがそれぞれ，危険状態に ε = 0.002以下で遷

移することが確認できる．最後にそれぞれのパスで得られた入力の値で，取り得る水位の

変化を表わすグラフを図 5.10～図 5.12に示す．

表 5.5: 各パスの危険状態到達確率

パス名 サンプル数 到達回数 確率
パス 1 100000 127 0.001

パス 2 100000 127 0.001

パス 3 100000 127 0.001

図 5.10: 水位の変化 (パス 1)
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図 5.11: 水位の変化 (パス 2)

図 5.12: 水位の変化 (パス 3)
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第6章 まとめ

本研究では確率ハイブリッドシステムの確率拘束付き最適制御問題に対する解法を提案

した．提案した解法は，オフライン計算とオンライン計算から構成される．実際に，オフ

ライン計算では危険状態到達可能性グラフを作成する．オンライン計算では危険状態到達

可能性グラフから得られる線形不等式拘束をもつMIQP問題を解けばよい．

ポンプシステムを例に最適制御問題を解き，実際に最適制御入力を求めることにより確

認を行った．またシミュレーションにより，選んだパスが危険状態に確率 ε以下で遷移す

ることも確認した．

本研究では危険拡張状態を一つ定め，最適制御問題に対する解法を提案した．しかし一

般的に定める危険拡張状態は複数個の場合もある．今後の課題としては，複数個の危険拡

張状態を含む最適制御問題を考える必要がある．複数個の危険拡張状態を含む最適制御

問題を考える場合，それぞれの危険状態に遷移するパスにおいて，時刻 kの状態から時刻

k + 1の状態に遷移するための拘束条件で，共通の領域を拘束条件とし，最適制御問題を

解くことで解決できると考えている．
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