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要 旨

　本研究では，格子ボルツマン法 (LBM)の一成分系 (単相流)モデルを多成分系

(混和多相流)モデルに拡張する手法を 4つ提案し，妥当性を検討することで各手

法の特性や有効性を明らかにした.

LBMはボルツマン方程式を基礎とし, 仮想的な粒子運動を解析することにより

巨視的な流体現象を記述する数値流体解析手法の一つである. LBMでは粒子運動

の解析を簡略化することで, 流体を微視的および巨視的に解析することが可能であ

る. このため, LBMはナビエ・ストークス方程式よりも詳細に流体を解析するこ

とが可能であり, 従来手法では扱いが難しい混相流問題や多孔質内流れなどを扱う

ことが可能である. 尚, LBMには多数の粒子運動の簡略化法があり, 本研究ではこ

の簡略化法を格子ボルツマンモデル (LBモデル)と呼ぶ.

また, LBMは計算負荷が小さく各変数の依存関係も少ないため, ワークステー

ションから超並列計算機まで幅広い適用が可能である.

混相流を扱う LBモデルは多数提案されてきたが, 扱う現象や相の数が限定され

ていたり，熱流動を考慮していないものが多い．そこで, 本研究では任意の一成分

LBモデルを多成分 LBモデルに拡張する手法を 4つ提案した. 以下に 4つの手法

の概略を示す.

1.多成分拡張法 (Multi-Component Extension Method)

　平衡状態では各成分は同じ流速と温度を持つと仮定し, 成分間の相互作用を

　考慮するのが特徴である. 但し, 各成分の単一緩和係数 (動粘性係数や熱伝導

　率に関係付けられるパラメータ)は全て同じである (とみなせる)必要がある.
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2.混合多成分拡張 (Mixture Multi-component Extension)

　各成分が混合した流体の物性値 (但し, 密度は除く)は, 各成分の平均値を持つ

　と仮定し, 成分間の相互作用を考慮する. 各成分が異なる単一緩和係数を持つ

　ことが可能である. 但し, 混合領域において各成分は平均化された物性値 (密度

　を除く)に統一されるため, 各成分の詳細な状態を解析することは難しいと考え

　られる.

3.多成分相互作用拡張 (Multi-component Interaction eXtension)

　最も物理状態の変化が遅い成分が成分間の相互作用を支配すると仮定し, 成分

　間の相互作用を考慮する. 各成分が異なる単一緩和係数を取ることが可能であ

　り, 成分間の相互作用に発熱などを考慮することも可能である.

4.反応多成分相互作用拡張 (REaction Multi-component Interaction eXtension)

　反応などによる各成分の質量変化を考慮できるように多成分相互作用拡張を

　改良した手法である. 4つの手法の中では最も複雑な流体現象を扱うことが

　可能である.

本研究では, これら 4つの手法に対し解析的および数値的な検証を行い, 各手法

とも妥当であることが確かめられた. また, 数値解析例を通して, 各手法とも従来

手法では扱いが難しい, 対流と分子拡散による各成分の混合を同時に扱えることが

確認できた. また, 反応多成分相互作用拡張を適用した多成分LBモデルを用い, 並

列計算機上でベンチマークを行った結果, 理想的な速度向上 (リニアスケーラビリ

ティ)を得られることが分かった.

以上より, これら 4つの拡張手法は多成分 LBモデルを構築するための有効な手

法であると結論付けられる.
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Abstract

This research proposed four methods of extension of the Lattice Boltzmann

Method (LBM), which extend single-component (single-phase) model to miscible

multi-component (multi-phase) model in LBM, and verified validity of each method

through study of its characteristics and mechanism.

LBM is one of the Computational Fluid Dynamics techniques, which is based

on the Boltzmann equation and analyzes fluid dynamics by calculating kinetics of

virtual particles. By simplifying kinetics of particles, LBM is able to analyze fluid

in mesoscopic (both microscopic and macroscopic) scale. Therefore, LBM is able

to simulate fluid more accurately than traditional techniques using Navier-Stokes

equation, so that it enables to analyze complex fluids such as multi-phase flow,

porous media flow and so on. LBM has many ways to simplify particle kinetics,

which are called as ”Lattice Boltzmann (LB) model(s)” in this paper. Since LBM

has a few dependencies between variables and low calculation load, LBM may be

implemented similarly on workstation and massively parallel computer, and work

best.

There has been proposed many multi-phase LB models, however, these models

are mostly hard to increase the number of components (phases) or to analyze

thermal fluid. Therefore, this paper proposed four extension methods of LBM,

which derive miscible multi-component LB models from various single-component

LB models. There shows outline of these four extension methods.

1. Multi-Component Extension Method (MCEM)

　MCEM assumes each component has the same (averaged) velocity and

　 temperature at equilibrium state in order to consider interactions

　 between components. MCEM has a limitation that single relaxation time

　 of each component, which is related to dynamic viscosity and

　 thermal conductivity, has to be the same (or almost same) value.
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2. Mixture Multi-component Extension (MME)

　MME assumes mixture of each component has the averaged material

　 properties (excluding density) of components in order to consider

　 interactions between components. MME allows the different single

　 relaxation time of each component. In a state of thorough mixing

　 of components, however, material properties excluding density of each

　 component are set to the averaged material properties. Therefore,

　 the detailed analysis of each component is hard to be achieved.

3. Multi-component Interaction eXtension (MIX)

　MIX assumes the component with the slowest relaxation time to equilibrium

　 state rules interaction between components, to consider interactions between

　 components. MIX allows the different single relaxation time of each component.

　MIX is able to consider friction heat, etc. through interaction.

4. REaction Multi-component Interaction eXtension (REMIX)

　REMIX is an improvement of MIX, which is able to refer to density variation

　 of each component by chemical reactions, etc.. REMIX is able to solve the most

　 complex fluid among the four introduced methods.

This paper verified the four methods analytically and numerically, which proved

validity of each method. From numerical analysis, these methods are validated to

simulate convection and molecular diffusion of components simultaneously, which

is hard to simulate by the traditional techniques. Moreover, from benchmarking of

multi-component LB model by REMIX on massively parallel computer, REMIX

was proved to have linear scalability.

These results show the four methods are effective to obtain multi-component

LB models.
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第 1章

緒言

1.1 研究の背景

数値流体力学は測定が難しい流れ場の把握や解析解を求めることが困難な問題

を解決する手法として発展をしている. 今日では流体-構造連成解析や混相流解析

などを扱う流体現象も複雑化しており, これらの解析は工業的に重要であると考え

られる. 数値流体力学ではナビエ・ストークス方程式が良く用いられているが, 一

般的に連立方程式を解く必要があり計算負荷が大きく並列化などが難しい. 一方,

流体を仮想粒子の集合とみなし粒子運動の解析により流体解析を行う格子気体法

は連立方程式を解く必要がない. また, 格子気体法では粒子運動を簡略化すること

により高い効率で計算が行える. 格子ボルツマン法は格子気体法の一つであり,並

列計算機において高い性能を引き出すことが可能である [1].

格子ボルツマン法は微視的な粒子の振る舞いを解析し, 解析結果を統計処理する

ことにより巨視的な物理量を求める手法である [1]. 格子ボルツマン法は流体現象

を微視的および巨視的に記述するだけでなく, 微視的と巨視的の間の関係を明らか

にすることができる. 従って, 格子ボルツマン法は従来手法では扱いが難しい希薄

気体解析や µmオーダーの流体解析, 混相流の境界相の自律的な形成および崩壊を

扱うことが可能である.
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1.2 研究の目的

格子ボルツマン法では粒子運動の簡略化法 (以下, 格子ボルツマンモデルと略す)

が多数存在する. 格子ボルツマン法では多孔質内流れや気液二相流解析 [2][3]など

が良く行われているが, 解析に用いられる格子ボルツマンモデルは対象となる問題

毎に提案されており汎用性が低い. また, 混和混相流では熱を考慮していないモデ

ル [4][5][6]が多く, 熱流動を扱える格子ボルツマンモデルは少ない.

本研究の目的は様々な格子ボルツマンモデルを多成分流体が扱えるように拡張

する多成分拡張手法を提案し，妥当性を検証することである. 最初に提案した多

成分拡張法は格子ボルツマンモデルに依存せず幅広い適用が可能であり, 熱を扱え

る多成分流体格子ボルツマンモデルを導くことも可能である. また, 従来手法では

扱いが難しい対流と分子拡散による各成分の混合を同時に解析することが可能で

ある. しかし, この拡張法は多成分流体を構成する各成分の動粘性係数が大きく異

なる場合, 流れ場の運動量保存およびエネルギー保存が成立しないことが明らかと

なった. そこで, この問題を修正した混合多成分拡張を提案した. この混合多成分

拡張は格子ボルツマンモデルに依存せず適用が可能であり, 異なる動粘性係数を持

つ多成分流体を解析することが可能である. しかし, 各成分が混合している領域で

は各成分の詳細な運動を解析するのが難しい. そこで, この問題を解決した多成分

相互作用拡張を提案した. 多成分相互作用拡張は任意の成分数および動粘性係数を

扱うことが可能である. また, この多成分相互作用拡張に更に改良を加えることで

反応性の多成分流体を考慮することが可能な反応多成分相互作用拡張を提案した.

また, 反応多成分拡張の並列性能を測定し並列計算機における有効性を検証し

た. 本研究の多成分拡張法は並列計算機を最大限に活用可能であり, 従来手法では

扱いが難しい混相流問題を解決できるものと期待される.
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第 2章

格子ボルツマン法

格子ボルツマン法 (LBM)は格子ガス法 [7]を基に発展した数値流体解析手法で

ある. LBMではボルツマン方程式に従う仮想的な粒子運動を計算することにより,

巨視的な流れ場の解析を行う. このため, ナビエ・ストークス方程式に基づく流体

解析手法では扱いが難しい多孔質内流れや混相流を扱うことが可能である．また,

LBMは完全陽解法であり変数の依存性も少ないため, 高い計算効率を有している

のが特徴である.

2.1 格子ボルツマン法の概要

2.1.1 支配方程式

LBMではボルツマン方程式 [8]の衝突項をBGK項に置き換えた式 (2.1)を基に

解析を行うのが一般的である.

∂f(r, e, t)

∂t
+ e∇f(r, e, t) + α∇ef(r, e, t) =

1

τ
[f eq(r, e, t)− f(r, e, t)] (2.1)

f(r, e, t)は位置 r, 時刻 tにおける速度 eを持つ粒子分布, f eq(r, e, t)は平衡状態の

粒子分布, αは加速度, τ は単一緩和係数を表す. LBMでは仮想粒子運動を衝突過

程と並進過程に分けて解析を行う. 図 2.1に概念図を示す. 図 2.1左は衝突過程で

あり, 単位体積内に流入してくる各粒子の衝突を計算する (オイラー的視点). 図
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2.1の右は 並進過程であり, 単位体積から流出していく粒子の追跡を行う (ラグラ

ンジュ的視点). 従って，LBMはセミラグランジュ的な解析手法といえる．

 

Collision at position r Particle tracking between t 

図 2.1: Collision and translational movement of LBM

また, LBMでは特定の速度を持つ粒子のみを解析するため計算負荷が小さいの

が特徴である. また, 特定の粒子速度は 1タイムステップで隣接格子点に到達する

ように決定される. 従って, LBMにおける粒子速度 eσiは

eσi =
∆x

∆t
(2.2)

となる. ここで, xは位置ベクトル, σは粒子の速さ, iは方向を表す．これらの条

件をボルツマン方程式に適用すると, 格子ボルツマン方程式 (LBE)が導かれる.

fσi(r + eσi∆t, t + ∆t)− fσi(r, t) =
1

τ
[f eq

σi (r, t)− fσi(r, t)] (2.3)

ここで, fσi(r, t)は位置 r, 時刻 tにおける速度 eσiを持つ粒子分布1, f eq
σi (r, t)は平衡

状態における粒子分布 (平衡分布)を表す．

2.1.2 巨視的物理量

粒子分布と巨視的物理量は以下のようなアンサンブル平均を用いて対応付けら

れる [12]. 尚, 以下の局所物理量は単位体積 (∆x2または∆x3)内の領域を対象とし

ている.

1LBMでは粒子分布を実数 (または整数)で表すことにより, 格子ガス法における粒子衝突時の

　　非物理的な排他則を回避している.
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・局所密度

　局所密度 ρ(r, t)は単位体積内の粒子数を求めることによって算出される.

ρ(r, t) =
∑

σ,i

fσi(r, t) (2.4)

・局所運動量

　局所運動量 ρ(r, t)u(r, t)は個々の粒子の運動量の平均をとったものとなる.

ここで, u(r, t)は局所的な流速を表す．

ρ(r, t)u(r, t) =
∑

σ,i

fσi(r, t)eσi (2.5)

・局所エネルギー

　局所エネルギー ρ(r, t)
[
u2(r,t)

2
+ ε(r, t)

]
は個々の粒子の運動エネルギーの平均

値2となる. ε(r, t)は局所的な内部エネルギー (熱エネルギー)を表す．次式の左辺

において巨視的な流体塊の運動エネルギーと内部エネルギーに分離している. こ

れは熱速度の運動エネルギーと系全体の運動エネルギーを分離して考えるためで

ある3.

ρ(r, t)

[
u2(r, t)

2
+ ε(r, t)

]
=

∑

σ,i

1

2
fσi(r, t)e

2
σi (2.6)

尚, 理想気体の場合, 内部エネルギーは以下の式により温度と対応付けられる.

T (r, t) =
ε(r, t)

Cv

(2.7)

ここで, T (r, t)は局所温度, Cvは定積比熱を表す.

2.1.3 平衡分布関数

平衡分布を求める平衡分布関数は仮想粒子の速度モデルによって異なる. また,

平衡分布はボルツマン方程式の平衡解であるマクスウェル・ボルツマン分布を仮
2但し, 平均流速 (平均運動量)から局所的な運動エネルギーを求めてはいけない. 平均流速では

　　個々の粒子速度が平均化され, 個々の粒子の運動エネルギーが正しく評価されないためである

　　 (平均流速ではエネルギーが小さく評価される可能性がある).
3分離しない場合, 流速の速い領域の温度が実際の温度よりも高く評価される可能性がある．

　　尚, 巨視的な系の運動エネルギーと粒子運動エネルギーの総和が等しい場合, 熱速度 (内部)

　　エネルギーは 0となる.
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定しているものが多い. S.Houらによる 2D9Vモデル [9]では以下のような平衡分

布関数を仮定している.

f eq
σi (r, t) = Aσ + Bσ (eσi · u(r, t)) + Cσ (eσi · u(r, t))2 + Dσu

2(r, t) (2.8)

粒子速度 eσiに対称性を持たせることにより, 上式の未知数 (Aσ, Bσ, Cσ, Dσ)は粒

子の速さ σのみに依存する. これらの未知数は主に

　・粒子分布と巨視的物理量の関係式

　・粒子速度の 4階モーメントの非等方性の消去

　・LBEをChapman-Enskog展開し, 圧縮性ナビエ・ストークス方程式に近似

　　させた時の対応関係

により決定する．また, 圧縮性ナビエ・ストークス方程式に近似させる際に, 単一

緩和係数と動粘性係数および温度伝導率の関係式を導くことができる.

2.1.4 初期条件

初期状態の粒子分布は, 初期の巨視的物理量と平衡分布関数を用いて求める. 即

ち, 初期物理量を満たす平衡状態の粒子分布を平衡分布関数から算出し, 平衡状態

の粒子分布を初期粒子分布とする.

2.1.5 境界条件

LBMにおける境界条件は分子動力学法 (MD)などで用いられるコサイン散乱

[10]に類似した手法によって実装されることが多い. しかし, LBMでは巨視的な物

理量と粒子反射条件4の両方を同時に指定することが可能である. そこで本研究で

は, 境界条件として粒子反射 [11]および境界上の巨視的物理量を指定する手法5を

用いた.

・滑りなし固定壁

　固定壁では粒子の反射則として, 図 2.2に示すようなBounce-Back条件を用いる.
4LBMでは等間隔の格子でも, 境界形状を粒子反射条件により実装することが可能である.
5境界付近の格子点における巨視的物理量を予め指定した値とし (粒子分布から算出した巨視的

　　物理量は破棄する)，この値を用いて平衡分布を求めることで巨視的な境界条件を考慮する.
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Bounce-Back条件では壁面と水平方向の流速は統計的に 0に近づくが, 0とはなら

ない. そこで, 粒子反射則に加え, 境界上の格子点に巨視的物理量の境界条件 (ディ

リクレ条件)を課した. 即ち, 境界上の流速が 0, 温度が T ′の場合は以下のように

設定する. 尚, 境界上の温度を指定しない場合は断熱固定壁となる.





u(r, t) |BOUNDARY = (0, 0)

T (r, t)|BOUNDARY = T ′

 

図 2.2: Particle reflection of no-slip boundary

・移動壁および滑りあり固定壁

　移動壁では粒子の反射則として, 図 2.3に示すような滑りあり条件を用いる. 反

射後の粒子速度は, 壁面に垂直な速度成分は符号を逆転させ, 壁面と水平な速度成

分は不変とする. 滑りあり条件では壁面と水平方向の流速は統計的に 0にはならな

い. 従って, 境界上の格子点にディリクレ条件を課すことにより移動壁を考慮可能

である. 即ち, 境界上の壁面に対する水平方向流速がU , 温度が T ′の場合は以下の

ように設定する. 尚, 境界上の温度を指定しない場合は断熱移動壁, 流速を指定し

ない場合は滑りあり固定壁となる.





u(r, t)|BOUNDARY = (U, 0)

T (r, t)|BOUNDARY = T ′

 

図 2.3: Particle reflection of slip boundary
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・周期境界

　周期境界条件は計算領域外に飛んでいく粒子を再度計算領域内に流入させる. 図

2.4は周期境界の概念図である. 左右が周期境界の場合, 右の境界から流出した粒

子は左から流入する.

 

図 2.4: Periodical boundary condition

2.1.6 外力の導入

LBMでは仮想粒子速度は固定であるため, 外力による粒子速度変化を直接扱う

ことは難しい. このため, LBMでは各方向の粒子分布に偏りを持たせることで外

力を考慮している. 粒子分布の偏りは巨視的物理量への外力の影響の付加, または

LBEへの仮想外力項の付加などにより考慮される [17].

2.1.7 LBMのアルゴリズム

図 2.5は LBMのフローチャートであり, アルゴリズムは非常にシンプルである

ことが分かる. 以下におおまかな処理の流れを示す.

1: 初期物理量設定 　初期状態における流れ場の巨視的な物理量を指定する.

2: 平衡分布の算出 　初期物理量および平衡分布関数を用い, 平衡分布を求める.

3: 初期粒子分布設定 　 2で求めた平衡分布を初期状態の粒子分布とする. これに

よりマクスウェル・ボルツマン分布を満たす初期状態の粒子分布を求めるこ

とができる.

4: 巨視的物理量の算出 　粒子分布から巨視的物理量を求める.
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5: 境界上の巨視的物理量指定 　通常の LBMではこの処理は存在しないが, 本研

究では境界上に巨視的な物理量を設定する. 境界上の巨視的物理量にディリ

クレ条件を与える.

6: 平衡分布の計算 　 4および 5で求めた物理量および平衡分布関数を用い, 平衡

分布を求める.

7: 粒子の並進移動 (粒子追跡) 　 LBEに従い, 粒子を移動させる.

8: 粒子位置の確認 　計算領域外もしくは壁面を通過する粒子を判別する. 粒子

が壁面などを通過する場合, 「8Y: 粒子反射則または周期境界条件」を適用

する. 通常の LBMでは境界条件を考慮した粒子反射条件を用いることで境

界条件を実装する.

9: 流れ場の収束判定 　流れ場が収束していない場合は, 「4: 巨視的物理量の算

出」の部分に戻り, 流れ場が収束した場合は「9Y: 計算を終了する」に進む.

尚, 非定常性の強い問題の場合は予め指定した反復回数で計算を終了させる

必要がある.
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1: Definition of physical quantities at initial state 

2: Calculate equilibrium distribution by equilibrium equation 

3: Substitute equilibrium distribution to initial distribution 

4: Calculate local macroscopic quantities 

5: Set boundary condition 

6: Calculate equilibrium distribution by equilibrium equation 

7: Particle translational movement 

8: Particle Thrusts Boundary? 

YES 

8Y: Particle reflection or periodical boundary

NO 

9: Flow Field Converged? 

YES 

9Y: Output data and exit 

NO 

図 2.5: Flow chart of LBM algorithm
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2.2 安定性およびクーラン条件

2.2.1 亜緩和領域と過緩和領域

LBMでは衝突項に BGK項を用いており, 単一緩和係数 τ の大きさによって平

衡状態への緩和過程が異なる. 以下に単一緩和係数の大きさと物理的な意味を示

す. 尚, 単一緩和係数を議論するために LBEを以下のように変形する.

fσi(r + eσi∆t, t + ∆t) =
(
1− 1

τ

)
fσi(r, t) +

1

τ
f eq

σi
(r, t) (2.9)

上式から, LBEは現在の粒子分布と平衡状態の粒子分布の重み付き平均になっ

ていることが分かる.

・即時緩和 (τ = 1)

　 LBEにおいて τ = 1とおくと, 次タイムステップの粒子分布は以下の式

fσi(r + eσi∆t, t + ∆t) = f eq
σi

(r, t)

となり, 次タイムステップの粒子分布は 1回の衝突で平衡分布になる.

・自由分子流 (τ = ∞)

　 LBEにおいて τ = ∞とした場合, 平衡分布の重みは 0となり, 粒子衝突を無視

することに相当する. LBEはリルヴィルの定理 [8]を満たす式となる.

fσi(r + eσi∆t, t + ∆t) = fσi(r, t)

τ = ∞の場合, LBMは粒子衝突を考慮しない自由分子流の解析となる.

・亜緩和領域 (τ > 1)

　 LBEでは τ が大きい程, 平衡分布が小さく評価される. 即ち, 粒子分布評価の重

みは

fσi(r, t) : f eq
σi (r, t) = (1− 1/τ) : 1/τ
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となる. 物理的には粒子分布が平衡状態に達するのに τ 回衝突を要することを意

味する.

・過緩和領域 (1
2

< τ < 1)

　 LBEにおいて平衡分布が過大に評価されることを意味し, 衝突回数が 1回未満

0.5回超過で粒子分布が平衡状態に達する. 物理的にはタイムステップが平衡状態

への緩和時間に比べて大きいことに相当する. 尚, τ > 1
2
という条件の詳細は 2.2.2

節で示す.

2.2.2 線形安定性

Dieter A. Wolf-Gladrowらによる非熱流体における単一緩和係数 τ と線形安定

性の関係 [13]は容易に熱流体における関係へと拡張可能である. 外力項を無視し

た LBEは以下となる.

fσi(r + eσi∆t, t + ∆t) = fσi(r, t)− 1

τ

[
fσi(r, t)− f eq

σi
(r, t)

]
(2.10)

均一な流れ場の場合, LBEは位置に依存しなくなるため以下のようになる.

fσi(t + ∆t) = fσi(t)− 1

τ

[
fσi(t)− f eq

σi
(t)

]

また, 各物理量は常に初期状態を保つと仮定すると, 平衡分布を初期密度 ρ0, 初

期流速U0 および初期温度 T0を達成する分布を用いて以下のように書き換えるこ

とができる.

f eq
σi (t) = f(ρ0,U0, T0)

従って, 以下の式となる.

fσi(t + ∆t) = fσi(t)− 1

τ
[fσi(t)− f(ρ0,U0, T0)]

∆t秒間の粒子数変化を議論するために両辺から f(ρ0,U0, T0)を引き絶対値を取

ると,
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|fσi(t + ∆t)− f(ρ0,U0, T0)| =
(
1− 1

τ

)
|fσi(t)− f(ρ0,U0, T0)|

となる. t + ∆t秒間の粒子分布変化 (非平衡量)の絶対値が t秒間の粒子分布変化

(非平衡量)の絶対値よりも小さくなる6と仮定すると以下の関係式が導かれる.

|fσi(t + ∆t)− f(ρ0,U0, T0)| < |fσi(t)− f(ρ0,U0, T0)|

また, 上式を満たす場合, |fσi(t + n∆t)− f(ρ0,U0, T0)| (n：任意の定数)は増加

しない. 従って, この条件を満たすための τ の条件は |1− 1/τ | < 1より

τ >
1

2
(2.11)

となる.

2.2.3 クーラン数および拡散数

LBEを陽解法を用いて解析する場合, 安定に解析を進める (物理量の伝播を正し

く扱う)ためのタイムステップサイズおよび格子間隔の制限が存在する. 以下に代

表的な 2つの安定条件 [13]を示す.

・クーラン数

　 von Neumannの安定解析から移流方程式の安定条件は以下となる.

|Umax| ∆t

∆x
≤ 1 (2.12)

ここで, ∆tは単位時間, ∆xは格子間隔, |Umax|は流れ場の最大速さである. LBM

の場合, 移流は粒子運動によって評価されるのでクーラン条件は

|Umax|
|max(e)| ≤ 1 (2.13)

となる. ここで |max(e)|は仮想粒子速さ eの最大値である.

6絶対値が等しい場合, 時間が無限に経過しても粒子分布は平衡状態に達しない.

13



・拡散数

　また, 拡散方程式では以下の式が安定条件となる.

ν
∆t

∆x2
≤ 1

2
(2.14)

νは動粘性係数 (運動量の拡散率)または温度伝導度 (熱拡散率)を表す. LBMでは

ナビエ・ストークス方程式に近似するように平衡分布関数を求めるため, 大きな時

間スケールでは LBMにおいても拡散数に制限が生じると考えられる.
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第 3章

格子ボルツマン法の多成分拡張法

本章では一成分流体LBモデルを多成分流体LBモデルに拡張する多成分拡張法

の概要を示す．また，解析的な各物理量の保存，数値解による検証および解析例

を示す．

3.1 多成分拡張法の概要

LBMにおける混和混相流解析としては，E.G.Flekkφy, R. Holmeら, S.Ponce

Dawsonらによる混和二成分流モデルが挙げられる. E.G.Flekkφyのモデルでは，

流れ解析は二成分の混合流体として解き，片方の成分のみ拡散を追跡することで

二成分の存在割合を導出している. このため，三成分以上に拡張することは難し

い. R.Holmeらのモデルは二成分の流れをそれぞれを独立して解き，平衡状態では

二成分は流れ場の平均流速を持つと仮定し，解析を行っている. しかし，R.Holme

らのモデルでは, 成分間相互作用を二成分に限定してモデル化しており, アルゴリ

ズム的には二成分までの解析に限られる. S.Ponce Dawsonらのモデルでは, 多成

分系への拡張が可能であるが, 流れ場を混合流体として解析しており成分毎の流れ

場を解析することが難しい.

また，これらのモデルは熱流動1を考慮していない. そこで，本研究では任意の

一成分流体モデルを多成分流体モデルに拡張でき，熱流動を考慮可能な「多成分

拡張法」を提案した. 「多成分拡張法」は成分毎の流れ場 (流速，温度)を解き，衝

1流れ場が常に等温であれば，これらのモデルでも熱を計算することは可能である.
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突過程において任意の数の成分間相互作用をモデル化するのが特徴である2. 「多

成分拡張法」は成分毎に流れ場を解くため，解析に用いる各成分の一成分流体モ

デルは制限がない. このため，熱を考慮した一成分流体モデルを用いた場合，熱流

動混和混相流解析モデルを導くことが可能である. また，「多成分拡張法」は平衡

分布を置き換えるだけで成分間相互作用を考慮できるため，任意の成分数に拡張

することが可能である.

成分間相互作用のモデル化にあたっては「平衡状態において，各成分は流れ場

の平均流速および平均温度」を持つと仮定した.　尚，次節で詳細な成分間相互作

用のモデル化を示す.

3.2 多成分拡張法

多成分拡張法 (Multi-Component Extension Method, 以下MCEMと略す)は一

成分 LBモデルを多成分 LBモデルへ拡張することが可能である. 簡単のため, 本

節では二成分モデルへの拡張を示すが, 同様の手法で多成分流体モデルに拡張が可

能である. また，ここでは熱流体モデルに対し拡張を行うが, 非熱流体モデルの場

合は温度に関する式を無視すれば良い. まず, 成分毎に独立した支配方程式を用い

る. ここで二成分の種類のインデックスを rと bとし, 二本の格子ボルツマン方程

式 (LBE)で記述する.

frσi(r + eσi∆t, t + ∆t)− frσi(r, t) = − 1

τr

[frσi(r, t)− if eq
rσi(r, t)] (3.1)

fbσi(r + eσi∆t, t + ∆t)− fbσi(r, t) = − 1

τb

[fbσi(r, t)− if eq
bσi(r, t)] (3.2)

ここで∆tは単位時間, τr, τbは各成分の単一緩和係数であり動粘性係数と対応付

けられる値である. frσi(r, t), fbσi(r, t)は各成分の位置 r, 時刻 tにおける速度 eσiを

持つ粒子分布を表す (添字 σは粒子の速さ, iは方向を表す). この粒子分布と局所

物理量は式 (3.3),(3.4),(3.5)と対応付けられる (変数mは成分の種類を表し, m = r

2S.Ponce Dawsonらのモデルでは N 成分の計算時間は一成分の計算時間の約 (N + 1)倍と

　　なるが, 多成分拡張法の計算時間は N 成分の場合約 N 倍であり, より計算負荷が少ない.
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またはm = b).

ρm(r, t) =
∑

σ,i

fmσi(r, t) (3.3)

ρm(r, t)um(r, t) =
∑

σ,i

fmσi(r, t)eσi (3.4)

ρm(r, t)

[
u2

m(r, t)

2
+ εm(r, t)

]
=

∑

σ,i

1

2
fmσi(r, t)e

2
σi (3.5)

(但し, ρm(r, t) = 0の時 |um(r, t)| = 0, εm(r, t) = 0とする)

ここで, ρm(r, t)は位置 r, 時刻 tにおける成分mの局所密度, um(r, t)は同位置,

同時刻における成分mの局所流速, εm(r, t) は同位置, 同時刻における成分mの局

所運動エネルギーである. 密度の場合分けにより相の完全分離状態を扱うことが

可能となる. 本拡張法では LBEにおける平衡分布を成分間の相互作用を考慮した

平衡分布と置き換える3. 式 (3.1),(3.2)における if eq
rσi(r, t), if

eq
bσi(r, t) は位置 r, 時刻

tにおける成分間の相互作用を考慮した平衡状態における粒子分布 (平衡分布)で

ある.

次に, 相互作用を考慮した平衡分布を求めるために本拡張法では「平衡状態にお

いて各成分は同じ流速及び温度を持つ」という仮定を用いる. まず, 衝突前の各成

分の総和による物理量を式 (3.6), (3.7), (3.8) から求める.

ρ(r, t) =
∑

σ,i

{frσi(r, t) + fbσi(r, t)} (3.6)

ρ(r, t)u(r, t) =
∑

σ,i

{frσi(r, t) + fbσi(r, t)} eσi (3.7)

ρ(r, t)

[
u2(r, t)

2
+ ε(r, t)

]
=

∑

σ,i

1

2
{frσi(r, t) + fbσi(r, t)}e2

σi (3.8)

この二成分総和による流速及び温度は各成分の流速及び温度を平均したものと等

価である. 求められた各物理量を一成分 LBモデルの平衡分布関数を用い平衡分布
3成分間の相互作用を平衡分布に含めることに相当する. 従って, 成分間の相互作用による

　　成分 rの粒子分布変化を∆frσi(r, t)と置くと ifeq
rσi(r, t) = feq

rσi(r, t) + ∆frσi(r, t)となる.
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を求める. 各成分の相互作用を考慮した時の二成分総和による平衡分布を neq
σi(r, t)

とすると以下の式が導かれる.

neq
σi(r, t) = if eq

rσi(r, t) + if eq
bσi(r, t) (3.9)

式 (3.9)における右辺は成分間の相互作用を考慮した各成分の平衡分布であり,

未知数である. 次に, この各成分の平衡分布を衝突前後で各成分の質量保存が成立

するように式 (3.10),(3.11) を用いて求める.

if eq
rσi(r, t) = neq

σi(r, t)ρr(r, t)/ρ(r, t) (3.10)

iheq
bσi(r, t) = neq

σi(r, t)ρb(r, t)/ρ(r, t) (3.11)

以上により, 一成分 LBモデルを二成分 LBモデルに拡張することができた. 多

成分 LBモデルに拡張する場合は成分毎に LBEを用い, 各 LBEにおける平衡分布

を各成分の相互作用を考慮した平衡分布に置き換えることで多成分流体解析が可

能な LBモデルへ拡張することが可能である. また, 本拡張法は LBモデル及び平

衡分布関数に依存しないため, 任意の LBモデルへの適用が可能である.

3.3 各物理量の保存

本拡張法における相互作用を考慮した平衡分布は衝突前の各物理量を保存する

ことを示す. まず, 相互作用を考慮しない平衡分布を f eq
rσi(r, t), f

eq
bσi(r, t) , 平衡分布

からのずれを表す非平衡分布を fneq
rσi (r, t), fneq

bσi (r, t) とすると衝突前の粒子分布は

以下の式で表せる.

frσi(r, t) = f eq
rσi(r, t) + fneq

rσi (r, t) (3.12)

fbσi(r, t) = f eq
bσi(r, t) + fneq

bσi (r, t) (3.13)
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また, 非平衡分布に関して LBMでは一般的に式 (3.14),(3.15),(3.16)が成立する.





∑
σ,i

fneq
rσi (r, t) = 0

∑
σ,i

fneq
bσi (r, t) = 0

(3.14)





∑
σ,i

fneq
rσi (r, t)eσi = 0

∑
σ,i

fneq
bσi (r, t)eσi = 0

(3.15)





∑
σ,i

1
2
fneq

rσi (r, t)e2
σi = 0

∑
σ,i

1
2
fneq

bσi (r, t)e2
σi = 0

(3.16)

また, 相互作用を考慮した平衡分布は異成分との相互作用による粒子分布変化を

∆frσi(r, t), ∆fbσi(r, t)とすると以下のように表せる.

∆frσi(r, t) = if eq
rσi(r, t)− f eq

rσi(r, t) (3.17)

∆fbσi(r, t) = if eq
bσi(r, t)− f eq

bσi(r, t) (3.18)

また, 二成分総和時の各物理量は衝突前後で保存されるので異成分との相互作用

による粒子分布変化に関し以下が成立する.

∑

σ,i

{∆frσi(r, t) + ∆fbσi(r, t)} = 0 (3.19)

∑

σ,i

{∆frσi(r, t) + ∆fbσi(r, t)}eσi = 0 (3.20)

∑

σ,i

1

2
{∆frσi(r, t) + ∆fbσi(r, t)}e2

σi = 0 (3.21)

成分 rの質量保存について, 相互作用を考慮した平衡分布から求めた成分 rの密

度を ρeq
r (r, t)と置くと, 平衡分布と平衡状態における局所密度の関係式は式 (3.3)

と同様に以下のようになる.
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ρeq
r (r, t) =

∑

σ,i

if eq
rσi(r, t) (3.22)

また, 相互作用を考慮した平衡分布から求めた二成分総和時の密度を ρeq(r, t)と

置くと式 (3.6)と同様に式 (3.23)が導かれる.

ρeq(r, t) =
∑

σ,i

{if eq
rσi(r, t) + if eq

bσi(r, t)} (3.23)

二成分総和時の密度は衝突前後で不変なので式 (3.24)が成立する.

ρeq(r, t) = ρ(r, t) (3.24)

成分 r の衝突前後での密度変化を求めるため式 (3.9),(3.10),(3.22),(3.23) 及び

(3.24)を用いると

ρeq
r (r, t) = {ρr(r, t)/ρ(r, t)}∑

σ,i

neq
σi(r, t) = ρr(r, t) (3.25)

となり, 衝突前後で質量が保存されていることが分かる. 各成分の相互作用を考

慮した平衡分布から求めた成分 bの密度を ρeq
b (r, t) と置くと成分 bについても式

(3.22)～(3.25)と同様の式が成立し,

ρeq
b (r, t) = ρb(r, t) (3.26)

式 (3.26)が成立する. 以上より衝突前後で各成分の質量保存が成立することが分

かる. 従って, 総和質量保存も成立することは明らかである．運動量保存に関して

は二成分の総和を取った時に成立する. 成分間相互作用を考慮した各成分の平衡分

布の総和から求めた流速をueq(r, t)と置き, 式 (3.7),(3.12),(3.13),(3.15)及び (3.20)

を用いると以下の式が成立する.

ρeq(r, t)ueq(r, t) =
∑

σ,i

{if eq
rσi(r, t) + if eq

bσi(r, t)}eσi
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=
∑

σ,i

eσi




frσi(r, t) + ∆frσi(r, t)− fneq
rσi

(r, t)

+ fbσi(r, t) + ∆fbσi(r, t)− fneq
bσi

(r, t)




= ρ(r, t)u(r, t) (3.27)

以上より, 二成分の総和において衝突前後で運動量保存が成立していることが

分かる. エネルギー保存に関しても二成分の総和を取った時に成立する. 成分間

相互作用を考慮した各成分の平衡分布から求めた内部エネルギーを εeq(r, t) とし

式 (3.8),(3.12),(3.13),(3.16),(3.17),(3.18)及び (3.21)を用いるとエネルギー保存は

以下の式

ρeq(r, t)
[{ueq(r,t)}2

2
+ εeq(r, t)

]

=
∑
σ,i

1
2
{if eq

rσi(r, t) + if eq
bσi(r, t)}e2

σi

=
∑
σ,i

e2
σi

2




frσi(r, t) + ∆frσi(r, t)− fneq
rσi

(r, t)

+ fbσi(r, t) + ∆fbσi(r, t)− fneq
bσi

(r, t)




= ρ(r, t)
[
u2(r,t)

2
+ ε(r, t)

]

(3.28)

となり二成分の総和において衝突前後でエネルギーが保存される. 以上により, 本

拡張法における相互作用を考慮した平衡分布は, 衝突前の質量, 運動量及びエネル

ギーを保存していることが分かる.

3.4 多成分拡張法の制限事項

前節では相互作用を考慮した平衡分布が各物理量を保存することを示した. 本節

では多成分拡張法を用いた LBEにおける各物理量の保存について考察を行う. 前

節で示した拡張二成分モデルにおいて, 一回の衝突後の粒子分布は式 (3.1),(3.2)よ

り以下の式で表される. 簡単のため，並進過程は考慮せず衝突過程のみ考慮した．

frσi(r + eσi∆t, t + ∆t) =
(
1− 1

τr

)
frσi(r, t) +

if eq
rσi(r, t)

τr

(3.29)

fbσi(r + eσi∆t, t + ∆t) =
(
1− 1

τb

)
fbσi(r, t) +

if eq
bσi(r, t)

τb

(3.30)
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衝突後の二成分総和による密度をρ′(r, t+∆t)と置くと式 (3.3),(3.6),(3.22), (3.25),

(3.26),(3.29)及び (3.30)より以下の式が成立する.

ρ′(r, t + ∆t) =
∑

σ,i

{frσi(r, t + ∆t) + fbσi(r, t + ∆t)}

=
∑

σ,i

{frσi(r, t) + fbσi(r, t)}+
1

τr

∑

σ,i

{if eq
rσi(r, t)− frσi(r, t)}

+
1

τb

∑

σ,i

{if eq
bσi(r, t)− fbσi(r, t)}

= ρ(r, t) (3.31)

式 (3.31)より τr, τbに依存せず常に質量保存の式 (3.32)が成立することが分かる.

ρ′(r, t + ∆t) = ρ(r, t) (3.32)

また 3.2節で示したように各成分の質量保存は衝突前の各成分の存在比から算

出するため τr, τbによらず常に成立する. 運動量保存に関しては二成分総和での流

速をu′とすると式 (3.7), (3.12),(3.13),(3.15),(3.17),(3.18),(3.29)および (3.30)を用

いて以下のようになる.

ρ′(r, t + ∆t)u′(r, t + ∆t)

=
∑
σ,i
{frσi(r, t + ∆t) + fbσi(r, t + ∆t)}eσi

=
∑
σ,i
{frσi(r, t) + fbσi(r, t)}eσi + 1

τr

∑
σ,i
{∆frσi(r, t)− fneq

rσi (r, t)}eσi

+ 1
τb

∑
σ,i
{∆fbσi(r, t)− fneq

bσi (r, t)}eσi

= ρ(r, t)u(r, t) +
∑
σ,i

{
∆frσi(r,t)

τr
+ ∆fbσi(r,t)

τb

}
eσi

(3.33)

式 (3.33)において τr = τbの時,右辺第二項の 1/τr, 1/τbは 1/τr で括弧の外に出せ

更に式 (3.20)より右辺第二項は 0となる. 従って, 衝突前後での二成分総和時の運

動量保存が成立することが分かる. 一方, τr 6= τbの時は右辺第二項が 0とならない

ために衝突前後で二成分総和時の運動量保存が成立しない. エネルギー保存に関し

て, 衝突後の二成分総和による内部エネルギーを ε′とすると式 (3.8),(3.12),(3.13),

(3.16),(3.17),(3.18),(3.29)および (3.30)より以下のようになる.
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ρ′(r, t + ∆t)
[
{u′(r,t+∆t)}2

2
+ ε′(r, t + ∆t)

]

=
∑
σ,i

1
2
{frσi(r, t + ∆t) + fbσi(r, t + ∆t)}e2

σi

= ρ(r, t)
[{u(r,t)}2

2
+ e(r, t)

]
+

∑
σ,i

1
2

{
∆frσi(r,t)

τr
+ ∆fbσi(r,t)

τb

}
e2

σi

(3.34)

式 (3.34)において τr = τbの時, 右辺第二項の 1/τr, 1/τbは括弧の外に出せ更に

式 (3.21)より右辺第二項は 0となる. 従って, 衝突前後での二成分総和時のエネル

ギー保存が成立する. 一方, τr 6= τbの時は右辺第二項が 0とならないために衝突前

後で二成分総和時のエネルギー保存が成立しない. 以上より流れ場の運動量保存及

びエネルギー保存を正確に考慮するには各成分の動粘性係数 (単一緩和係数 τr, τb)

を同じ値にする必要がある. しかしながら本手法は各成分の動粘性係数 (単一緩和

係数)の差が小さい (|τr − τb| ≈ 0)場合にも適用可能である.

3.5 解析的な検証

本項では物性値が等しい成分数N の混合流体は一成分流体と一致することを解

析的に示す. 簡単のため, N 成分の混合流体を対流と拡散に分け検証を行う.

3.5.1 対流

本項では物性値が等しいN 成分で構成される混合流体の対流は一成分流体の対

流と一致することを示す. まず, 成分mの粒子分布 fmσi(r, t)を平衡分布 f eq
mσi(r, t)

と非平衡分布 fneq
mσi(r, t)に分けて表記すると式 (3.35)となる.

fmσi(r, t) = f eq
mσi(r, t) + fneq

mσi(r, t)　　 (m = 1, 2, 3, ..., N) (3.35)

流れ場が定常に達した時, もしくは非定常流れで単一緩和係数 τ = 1の時, 式

(3.35)の右辺第二項は 0となる. 従って, 次式が成立する.

fmσi(r, t) = f eq
mσi(r, t) (3.36)

式 (3.36)について σ, iについて総和を取り, 式 (3.3)を用いると局所密度が得ら
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れる.

ρm(r, t) = ρeq
m(r, t) (3.37)

式 (3.36)に eσiを掛け σ, iについて総和を取り, 式 (3.4)を用いると局所流速が得

られる.

ρm(r, t)um(r, t) = ρeq
m(r, t)ueq

m(r, t) (3.38)

同様に式 (3.36)に 1
2
e2

σiを掛け σ, iについて総和を取り, 式 (3.5)を用いると局所

エネルギーが得られる.

ρm(r, t)

[
u2

m(r, t)

2
+ ε(r, t)

]
= ρeq

m(r, t)

[
ueq

m(r, t)2

2
+ εeq

m(r, t)

]
(3.39)

多成分拡張法では平衡状態において各成分は同じ流速, エネルギー4 を持つため,

定常状態において任意のmに対し次式が成立する.





ueq
m(r, t) = ū(r, t)

εeq
m(r, t) = ε̄(r, t)

(3.40)

ここで, ū(r, t)および ε̄(r, t)は流れ場 (混合流体)の流速およびエネルギーである.

以上より, 式 (3.37)～(3.39)の成分mについて総和を取り, 式 (3.40)を代入すると,

ρ(r, t) ≡
N∑

m=1

ρeq
m(r, t) (3.41)

u(r, t) =

N∑
m=1

ueq
m (r, t)

N
=

N ū(r, t)

N
(3.42)

ε(r, t) =

N∑
m=1

εeq
m(r, t)

N
=

Nε̄(r, t)

N
(3.43)

以上より, 同じ物性値を持つN 成分流体の対流は一成分流体と一致することが

明らかとなった.

4流れ場の平均流速および平均エネルギー.
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3.5.2 分子拡散

本項では物性値が等しいN 成分で構成される混合流体の分子拡散は一成分流体

の分子拡散と一致することを示す. まず, 一次元空間における同じ物性値を持つ二

成分流体を考える. 分子拡散のみを考慮するため, 流れ場の流速 U = 0とし, 1格

子点間に微小な密度変化∆ρが存在すると仮定する5. 尚, 簡単のため, 片方の格子

点は常に一定の密度を有すると仮定する.

i)一成分流体の場合

一格子点間の密度差∆ρ(t)は粒子分布と以下の式で対応付けられる.

∑

σ,i

fσi(r, t)−
∑

σ,i

fσi(r + eσi∆t, t) = ∆ρ(t) (3.44)

また, 片方の格子点 (位置 r)の密度は常に一定値 aであると仮定すると,

∑

σ,i

fσi(r, t) = ρ(r, t) = a (3.45)

LBEを代入すると, 以下の式が導かれる.

∑

σ,i

fσi(r, t)−
∑

σ,i

{(
1− 1

τ

)
(fσi(r, t) + fσi(r + eσi∆t, t− 1)) +

1

τ
fσi(r, t)

}

= ∆ρ(t) (3.46)

式 (3.46)を σ, iについて総和を取ると局所密度の関係式 (3.47)が導かれる.

a−
{(

1− 1
τ

)
(a + ρ(r + eσi∆t, t− 1)) +

1

τ
a
}

= ∆ρ(t) (3.47)

尚, 時間発展に伴い, 式 (3.47)右辺の∆ρ(t)は 0に近づく.

ii)二成分流体の場合

片方の格子点 (位置r)は常に成分rのみが存在し,もう片方の格子点 (位置r + eσi)

は初期状態において成分 bのみで満たされていると仮定する. また，二成分の単一

緩和係数は等しい (τ = τr = τb)と仮定する．片方の格子点 (位置 r)の密度は常に

一定値 aであると仮定すると,

∑

σ,i

{frσi(r, t) + fbσi(r, t)} = ρ(r, t) = ρr(r, t) = a (3.48)

5簡単のため, 周囲の格子点の影響は考慮しない．
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この時, 一格子点間の密度差が∆ρ(t)であるとすると流れ場の密度に関して以下

の式が成立する.

∑

σ,i

{frσi(r, t) + fbσi(r, t)} −
∑

σ,i

{frσi(r + eσi∆t, t) + fbσi(r + eσi∆t, t)}
= ∆ρ(t) (3.49)

LBEを代入すると, 以下の式が導かれる.

∑

σ,i

{frσi(r, t) + fbσi(r, t)} −
∑

σ,i





(
1− 1

τ

)



frσi(r, t) + fbσi(r, t)

+frσi(r + eσi∆t, t− 1)

+fbσi(r + eσi∆t, t− 1)




+ 1
τ

(frσi(r, t) + fbσi(r, t))





= ∆ρ(t) (3.50)

σ, iについて総和を取ると, 局所密度の関係式が導かれる.

a−∑

σ,i

{(
1− 1

τ

)
(a + ρr(r + eσi∆t, t− 1) + ρb(r + eσi∆t, t− 1)) +

1

τ
a
}

= ∆ρ(t) (3.51)

ここで，二成分流体の総和密度の関係 ρ(r, t) = ρr(r, t) + ρb(r, t)を用いると,

a−∑

σ,i

{(
1− 1

τ

)
(a + ρ(r + eσi∆t, t− 1)) +

1

τ
a
}

= ∆ρ(t) (3.52)

となり式 (3.47)と一致する．以上より二成分流体は一成分流体と同じ拡散速度に

なることが確認できた.

3.6 数値解による検証

拡張法を適用した多成分モデルにおいて各成分が拡張前の一成分と同じであり,

総和物理量が等しい場合, 拡張前の一成分モデルと同じ結果が得られなければなら

ない. そこで、検証例として拡張法を適用した二成分非熱流体モデルによるキャビ

ティ流れ, 及び拡張法を適用した二成分熱流体モデルによるサーマルクエット流れ

解析を行った. また, 分子拡散速度の検証も併せて行った.
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3.6.1 キャビティ流れ

非熱流体モデル6としてよく用いられている Shuling Houらによる 2D9V非熱流

体モデル [9]を拡張法を用いて二成分モデルに拡張し, キャビティ流れの計算にお

いて一成分モデルと同じ結果が得られるかどうかを検証した. 2D9Vモデルでは粒

子速度を図 3.1及び式 (3.53)のように制限する.
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図 3.1: Particle Speed Limitation of 2D9V





e0 = (0, 0)

e1i =
[
cos

(
iπ
2

)
, sin

(
iπ
2

)]

e2i =
√

2
[
cos

(
iπ
2

+ π
4

)
, sin

(
iπ
2
− π

4

)]

(i = 1, 2, 3, 4)

(3.53)

2D9Vモデルにおける平衡分布は式 (3.54)の平衡分布関数より求められる.





neq
o (r, t) = 4

9

[
1− 3

2
u2(r, t)

]

neq
1i (r, t) = 1

9

[
1 + 3(e1i · u(r, t)) + 9

2
(e1i · u(r, t))2 − 3

2
u2(r, t)

]

neq
2i (r, t) = 1

36

[
1 + 3(e2i · u(r, t)) + 9

2
(e2i · u(r, t))2 − 3

2
u2(r, t)

]
(3.54)

また, 2D9Vモデルにおける動粘性係数 νは式 (3.55)となる.

ν =
2τ − 1

6
∆t (3.55)

6実際には内部エネルギーおよび温度を求めることが可能な等温モデルであるが，考慮 (代表)し

　　ている粒子の速さが少ないために (ほぼ)一定の温度しか扱えない.
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本拡張法では各成分の動粘性係数が等しいとみなせるので混合流体としての動

粘性係数も式 (3.55)に従う. また, 相互拡散係数Dについても各成分を構成する粒

子は同等と見なせる [10]のでDは自己拡散係数となり式 (3.56)で表される7.

D =
2τ − 1

6
∆t (3.56)

次に, 二成分を構成する成分を r, bとすると各成分の LBEは (3.1),(3.2)となる.

次に, 二成分の相互作用を考慮した平衡分布を求める. 二成分総和時の密度及び

流速を式 (3.6),(3.7)より求め, 式 (3.54)に代入し二成分総和時の平衡分布を求め

る. この二成分総和時の平衡分布から各成分の相互作用を考慮した平衡分布を式

(3.10), (3.11)より求める. 以上により二成分モデルへの拡張が行えた.
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state No-slipNo-slip

No-slip

y

x

図 3.2: Calculation Condition of Cavity (Re=400)

次に, この拡張二成分 2D9Vモデル及び拡張前の 2D9Vモデルを用いて数値計算

を行った. 計算条件を図 3.2に示す. 計算には全て無次元量を用いた. 格子点数は

129× 129, 上壁を移動壁とし粒子の反射条件には滑りあり条件を用いた. 尚, 滑り

あり条件の粒子反射則として壁面に対し垂直な速度成分は符号を逆転し, 壁面に対

し水平な速度成分の符号は不変とした. また左,右,下壁は固定壁とし粒子の反射

条件には滑りなし (Bounce-Back)条件を用いた. 詳細な解析条件を表 3.1に示す.

また, 初期条件として静止流体を仮定した. 図 3.3はレイノルズ数Re=400の定常

7相互拡散係数Dは, LBモデルや計算条件に依存しており, 密度 ρと単一緩和係数 τ に比例す

　　る. 一般的に密度が大きくなる程Dは小さな値となり, 単一緩和係数が大きくなる程Dは大

　　きな値となる.
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表 3.1: Details of cavity flow (MCEM)

1Comp (Original) 2Comp (MCEM)

Single relaxation time 0.788 　 0.788

Local density(Entire domain) 1.00 　 r:0.500,　 b:0.500

Moving wall 0.300 　 0.300

Fixed wall 0.000 　 0.000

状態におけるキャビティ中心軸における流速を拡張前の一成分モデルと多成分拡

張法による二成分モデルで比較した図である.
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図 3.3: Velocity Magnitude of Cavity Center

横軸の曲線は y = 64における鉛直方向の流速, 縦軸の曲線は x = 64における

水平方向の流速を表す. 尚, 流速は 0.3, 空間は 64で規格化を行い中心座標を 0と

した. 図 3.3の◇は二成分モデルによる結果, 実線は拡張前の一成分モデルによる

結果であり良い一致が見られる. また, 全領域における流速の比較を行った所, 二

成分モデルは拡張前の一成分モデルと同じ結果が得られることが確認できた. 尚,

他手法との比較のためにU.Ghiaらによる有限差分法による結果 [14]を＋としてプ
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ロットした. 多成分拡張法で用いた 2D9Vモデルは有限差分法による結果と良く一

致していることが確認できた. 密度に関しては二成分モデルは一成分モデルと同

じ結果が得られることが確認された. また, 二成分の存在比については常に計算領

域全体で 1:1となることが確認できた. 尚，定常状態に達するまでの一成分モデル

と二成分モデルの結果は一致していることから，多成分拡張法は非定常流れを正

しく扱えることが確認できた．以上より多成分拡張法は非熱流体において有用で

あると結論付けられる.

3.6.2 サーマルクエット流れ

粘性散逸が考慮可能であり，数値安定性が高いと考えられる蔦原らによる 2D21V

熱流体モデル [12] を拡張法を用いて二成分流体モデルに拡張した. 二成分を一成

分流体モデルの成分と同等にした場合のサーマルクエット流れの計算を行い, 拡張

前の一成分流体モデルと同じ結果が得られるかを検証した. 2D21Vモデルでは粒

子速度を図 3.4及び式 (3.57)のように制限する.

 

0
e

12
e 32

e
52
e

21
e

41
e

22
e13

e

33
e

53
e

42
e

11
e

31
e

24
e

14
e

44
e

34
e

54
e

51
e

43
e

23
e

図 3.4: Particle Speed of 2D21V

30





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)
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√

2
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cos
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4

)
, sin

(
iπ
2
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4
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e3i = 2
(
cos

(
iπ
2

)
, sin
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))
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√

2
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(
iπ
2

+ π
4

)
, sin
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iπ
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4

))

e5i = 3
(
cos

(
iπ
2

)
, sin

(
iπ
2

))

(i = 1, 2, 3, 4)

(3.57)

また, 2D21Vモデルにおける平衡分布は式 (3.58)より求められる.

neq
σi(r, t) = Mσρ(r, t)




1 + (eσi·u(r,t))
ε(r,t)

+ (eσi·u(r,t))2

2ε2(r,t)

−u2(r,t)
2ε(r,t)

+ (eσi·u(r,t))3

6ε3(r,t)

− (eσi·u(r,t))(u(r,t)·u(r,t))
2ε2(r,t)




(3.58)

(但し, ρ(r, t) = 0の時 neq
σi(r, t) = 0とする)

ここで, Mσは仮想粒子の速さ毎のパラメータである. また, 2D21Vモデルにお

いて動粘性係数 νは

ν =
(
τ − 1

2

)
E∆t (3.59)

式 (3.59)となる. ここで, Eは流れ場の代表内部エネルギーを表す. 3.6.1節と同

様に混合流体の動粘性係数は式 (3.59)で表される. 熱伝導係数 kについては以下

の式となる.

k = 2RρE∆t
(
τ − 1

2

)
(3.60)

ここで, Rは気体定数, ρは流れ場の密度を表す. 動粘性係数と同様に混合流体

における熱伝導係数も式 (3.60)に従う. また, 相互拡散係数Dは 3.6.1節と同様に

自己拡散係数8となるので式 (3.61)となる.

D =
(
τ − 1

2

)
E∆t (3.61)

8自己拡散係数Dは, LBモデルや計算条件に依存しており, 密度 ρ, 内部エネルギー (温度)εと

　　単一緩和係数 τ に比例する. 一般的に密度が大きくなる程Dは小さな値となり, 内部エネルギ

　　ーおよび単一緩和係数が大きくなる程Dは大きな値となる.
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次に, 二成分の相互作用を考慮した平衡分布を求める. まず, 二成分の総和によ

る局所物理量を式 (3.6),(3.7),(3.8)より求める. ここで得られた局所物理量を用い

て式 (3.58)から二成分総和の平衡分布を求め, 式 (3.10),(3.11)を用いて二成分の相

互作用を考慮した各成分の平衡分布を算出する. 以上により一成分熱流体 2D21V

モデルを二成分熱流体 2D21Vモデルに拡張することができた.

尚, 二成分流体のシュミット数 Scは式 (3.62)となる. 尚, Er, Ebはそれぞれ成分

r, bの代表内部エネルギーを表す.

Sc =
Er (2τr − 1)

Eb (2τb − 1)
(3.62)

この拡張二成分 2D21Vモデル及び一成分 2D21Vモデルを用いて解析を行う. 次

に, 解析条件を図 3.5に示す. 格子点数は 126× 126, 上壁を加熱移動壁, 下壁を冷却

固定壁, 左右を周期境界とした. 境界における粒子反射条件として, 移動壁では滑

りあり条件, 固定壁では滑りなし条件を与えた. また, 境界上の格子点には巨視的

な物理量をディリクレ条件として与えた. その他の解析条件は表 3.2のように置い
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図 3.5: Problem specification of thermal Couette flow

た. また，定積比熱 Cv = 1とし, 局所温度 T (r, t) を T (r, t) = ε(r, t)/Cv = ε(r, t)

とした. 尚，各物理量は全て無次元数である. 図 3.6に定常状態における x = 64で

の水平方向の流速を示す. 図 3.6の横軸は x = 64における水平方向流速, 縦軸は鉛

直座標である. また, ◇は反応多成分拡張法による二成分モデルによる結果, 実線
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表 3.2: Details of thermal Couette flow

1Comp (Original) 2Comp (MCEM)

Single relaxation time 1.0 　 r:1.0,　 b:1.0

Local density(Entire domain) 0.10 　 r:0.050, b:0.050

Moving wall(Speed) 0.30 　 0.30

Moving wall(Static temperature) 　 0.52　 　 0.52

Fixed wall(Speed) 0.00 　 0.00

Fixed wall(Static temperature) 0.48 　 0.48

は拡張前の一成分モデルによる結果であり良い一致が見られる. 尚, 解析解 [21]は

式 (3.63)となる.

u(y) = 0.3y/125 (3.63)

流速に関し計算領域全体で一成分モデルと拡張二成分モデルで比較を行った結果,

同じ結果を得られることが確認できた. 次に, この時の x = 64における温度分布

を図 3.7に示す. 図 3.7の横軸は x = 64における温度, 縦軸は鉛直方向座標であ

る. また, 図 3.7の◇は二成分モデルによる結果, 実線は拡張前の一成分モデルに

よる結果であり良い一致が見られる. また, ＋は式 (3.64)の解析解 [12]である. 式

(3.64)の右辺第三項は粘性散逸を表す.

T (y) = 0.04y/125 + 0.48 + 0.09y(1− y/125)/(4× 125) (3.64)

温度に関し計算領域全体で一成分モデルと拡張二成分モデルで比較を行った結

果, 同じ結果を得られることが確認できた. また, 密度に関しても計算領域全体で

一成分モデルと拡張二成分モデルで比較を行った結果, 同じ結果が得られた. 二成

分の存在比については計算領域全体で常に 1:1となることが確認できた. 定常状態

に達するまでの一成分モデルと二成分モデルの結果が一致していることから，多

成分拡張法は非定常流れに対しても有効であると考えられる．以上より熱流体モ

デルについても本拡張法は有用であると結論付けられる.
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図 3.6: Horizontal velocity at x = 64

図 3.7: Temperature at x = 64
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3.6.3 分子拡散

本項では多成分拡張法の分子拡散速度を前節の 2D21Vモデルを用いて検証した.

二成分流体が同じ物性値を持つ場合, 二成分の拡散速度は一成分の拡散速度9と同

じにならなければならない.

次に解析条件を図 3.8に示す. 格子点数 100 × 100の正方形領域を設定し, 左右

を周期境界, 上下壁を等温固定壁とした. また, 初期状態において図 3.8のように

流れ場に初期密度差を設定した. 尚, 流れ場は静止し, 流れ場は等温であると仮定

した.

High 

Low 

 Isothermal fixed wall(T=0.5) 

Isothermal fixed wall(T=0.5) 

Periodic Periodic 

x 

y 
[0,0] 

[0,99] 

[99,0] 

Measuring

point 

 

図 3.8: Problem specification of molecular diffusion

一成分流体の場合は流れ場に密度差 0.1を設定し, 二成分流体の場合は混合流体

において密度差が 0.1となるように各成分を配置した. 尚, 初期状態において上半

分を成分 bで満たし下半分を成分 rで満たした. 詳細な条件を表 3.3に示す.

図 3.9は 100タイムステップ間における密度変化をプロットしたものであり, 横

軸はタイムステップ数, 縦軸は局所密度を表す. 尚, 局所密度は図 3.8の□で囲った

格子点で測定を行った. 実線は拡張前の 2D21Vモデルによる局所密度, ○は多成

分拡張法による二成分 2D21Vモデルによる局所総和密度であり, 良い一致が見ら

れる. 以上から, 多成分拡張法は分子拡散を正しく扱えることが確認できた.

9ここでは微小な密度差が分子拡散により減少していく.
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表 3.3: Details of molecular diffusion

1Comp (Original) 2Comp (MCEM)

Single relaxation time 1.0 　 r:1.0,　 b:1.0

Local density(y = 0 ∼ 49) 0.20 　 r:0.20　 b:0.00

Local density(y = 50 ∼ 99) 0.10 　 r:0.00,　 b:0.10

Wall(Speed) 0.00 　 0.00

Wall(Static temperature) 0.50 　 0.50

図 3.9: The plot of molecular diffusion speed

3.7 重力下におけるレイリーテイラー不安定性

本節では解析例として重力下におけるレイリーテイラー不安定性の解析を示す．

この解析例において流れ場に温度差を設定することが可能であるが, 仮想外力項

として各成分の質量差及びBoussinesq近似を考慮するとクーラン条件を満たさず,

計算が発散する. このため本節では仮想的な質量差のみを考慮し等温場での解析

を行った.

尚, 二成分の密度差及び流れ場に温度差があるレイリーテイラー不安定性の解析

はクーラン条件を計算領域全体で常に満たす LBモデルを用いれば可能であると
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考えられる. 尚, 本節の解析結果を検証するための適当な文献が無いため計算結果

のみを示した.

3.7.1 仮想外力項

3.6.2節で示した拡張二成分 2D21Vモデルを用いて重力下におけるレイリーテ

イラー不安定性の解析を行う. 二成分に仮想的な質量 (密度) 差を設け, 初期状態

において質量が大きい成分の相を質量の小さい成分の相の上に設け相反転の解析

を行った. 支配方程式には式 (3.67),(3.68)を用い, 相互作用を考慮した平衡分布は

式 (3.3)～(3.8), (3.10) 及び (3.11)を用いて算出した. 重力を考慮するためにDavid

R. Nobleらによる仮想外力項を用いた. 二成分の仮想的な質量差 (密度比)を次式

で定義した.

∑

σi

Frσi(r, t)eσi = αrρr(r, t)g (3.65)

∑

σi

Fbσi(r, t)eσi = αbρb(r, t)g (3.66)

ここで, gは重力, Frσi(r, t), Fbσi(r, t)は各成分の仮想外力項, αr, αbは各成分の無

次元の仮想質量パラメータ, ρr(r, t), ρb(r, t)は各成分の密度である. この外力項を

LBEの右辺に加えると最終的な支配方程式が導かれる.

frσi(r + eσi∆t, t + ∆t)− frσi(r, t) = − 1

τr

[frσi(r, t)− if eq
rσi(r, t)] + Frσi(r, t)(3.67)

fbσi(r + eσi∆t, t + ∆t)− fbσi(r, t) = − 1

τb

[fbσi(r, t)− if eq
bσi(r, t)] + Fbσi(r, t)(3.68)

3.7.2 多成分拡張法のアルゴリズム

本節では具体的なアルゴリズムのフローチャートを図 3.10に示す. 多成分拡張法

のアルゴリズムでは各成分の初期状態における局所密度 ρn(r, t), 局所流速un(r, t),

局所温度 Tn(r, t)を設定する. ここで各物理量の添字mは成分の種類を表す. こ
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の各成分の局所物理量と平衡分布関数より平衡分布 f eq
mσi(r, t)を求め, この平衡分

布を各成分の初期粒子分布 fmσi(r, t)とする. 次に, 各成分の粒子分布 fmσi(r, t)と

式 (3.3),(3.4),(3.5)を用いて各成分の局所物理量 ρm(r, t),um(r, t), Tm(r, t)を求め

る. この際, 式 (3.4)と (3.5)における密度での場合分け10により各成分が完全に分

離した状態を初期条件として設定することが可能となる. また, 各成分の粒子分布

fmσi(r, t)と式 (3.6),(3.7),(3.8)を用いて各成分総和による局所物理量を求め, 境界

上の局所物理量を予め指定した値に置き換える. この各成分総和による局所平衡分

布 neq
σi(r, t)から成分間の相互作用を考慮した平衡分布 if eq

mσi(r, t)を式 (3.10),(3.11)

より求める. 次に, 各成分の局所物理量から仮想外力項の計算を行い各成分のLBE

に従い粒子の並進運動を行う. この時, 境界を突き抜ける粒子には粒子反射則を適

用する. また, 収束判定には式 (3.69)で表される一タイムステップ間の計算領域全

体における粒子分布変化量を用いた.

conv(t) =
1

NS

∑
m

∑
r

∑

σ,i

|fmσi(r, t)− if eq
mσi(r, t)| (3.69)

ここで, conv(t)は時刻 tにおける収束判定値, N は成分数, Sは格子点数を表す.

収束判定に粒子分布を用いることにより密度, 流速及び温度の収束判定を同時に行

うことが可能となる. 収束条件を満たした場合は計算を終了し, 収束条件を満たさ

ない場合はタイムステップを進め, 局所物理量の計算部分まで戻り計算を続行する.

尚, 収束判定の閾値には約 10−8を用いた.

102D21Vモデルでは式 (3.58)の場合分けも行う必要がある．
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Set Initial Condition (t=0) m(r t), um(r t), Tm(r t)

Calculate Equilibrium Distribution n i(r t) etc.

Substitute f i(r t) for f i(r t)

Calculate (r,t),u(r,t),T(r,t) etc.from f i(r t)

Set (r,t),u(r,t),T(r,t) on Boundary

Calculate n i(r t) for (r,t),u(r,t),T(r,t)

Particle Thrusts Boundary ?

Yes

No

Calculate Virtual External Force

Particle Reflection Law Applied

Flow Field Converged ?

End

Yes

No

Particle Translational Movement

Increase Time Step (++t)

eq

eq

eq

Calculate if i(r t) from n i(r t)
eq eq

図 3.10: Flow Chart of Multi-Component Extension Method
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3.7.3 解析条件

3.7.1節及び 3.7.2節で示したアルゴリズムを用い重力下における二成分流体の

相反転の解析を行う. 計算条件を図 3.11に示す. また, 計算には全て無次元量を用

いた. 格子点数は 200 × 200, 上下は等温固定壁 (T = 0.5)で粒子反射則には滑り

なし (Bounce-Back)条件を用いた. 左右は周期境界条件とした (図 3.11). 密度は

計算領域全体で ρ = ρr + ρb = 0.1, 単一緩和係数は τr = τb = 1.05, 無次元の仮想

質量パラメータは αr = 0.1, αb = 1.1とした. 初期条件として計算領域の上側半分

(y = 99 ∼ 199)に密度比の大きい成分の相 (ρr = 0.1, ρb = 0)を設定し, 計算領域

の下側半分 (y = 0 ∼ 98)には密度比の小さい成分の相 (ρr = 0, ρb = 0.1)を設けた.

また, 初期条件として計算領域全体で T = 0.5, y方向の重力加速度 gy = −0.001,

相反転を発生させるために初期流速に擾乱を追加した.

 

x 
[0,0]

0] 0] 

[0,199]

] 
 

[199,0]
y

Heavy particle

phase

Light particle

phase

Periodical

boundary
Periodical

boundary

No-slip(T=0.5)

No-slip(T=0.5)

図 3.11: Calculation Setting of Benard Convection

3.7.4 解析結果

本節では逆転相が初期擾乱及び重力の影響により相反転を起こし定常状態にな

るまでの二成分の存在比および流線を示す.

・初期状態 (t = 0)

　図 3.12は初期状態における二成分の存在割合を示した図である. 黒い領域は密
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度比の大きい成分 r, 白い領域は密度比の小さい成分 bを表す. 尚, 二成分の存在割

合Rrbは以下の式より求めた.

Rrb(r, t) = ρr(r, t)− ρb(r, t) (3.70)

図 3.12において多成分拡張法は初期状態において二成分の完全分離を扱うこと

が可能であることが確認できた.

 

図 3.12: Existence Ratio (t = 0)

・相反転初期 (t = 6, 000)

　図 3.13はタイムステップ t = 6, 000における二成分の存在比である. また, 図

3.13におけるコンターは二成分の存在比の等値線を表す. 茸状の境界相と境界相

付近での分子拡散及び対流による弱混合が生じていることが確認できる. これは

成分間に表面張力を考慮していないために生じたと考えられる. また, 図 3.14 は

t = 6, 000における流線でありカラーレジェンドは速度ベクトルの大きさを表し

ている. 図 3.14においてベナール対流に類似した流れ場を確認することができる.

尚, 計算領域中央付近で上昇流, 計算領域の左端及び右端には下降流が生じている.
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図 3.13: Existence Ratio (t = 6, 000)

 

図 3.14: Streamlines (t = 6, 000)

・境界相の変形 (t = 8, 500)

図 3.15は t = 8, 500における二成分の存在比である. 相の反転は境界相に大き

な変化が現れた時点から比較的速く進行することが確認できる. また, 密度比の大

きい成分の相の下降流が底面に反射し上昇流に転じ密度比の小さい成分の相を押

しのけている. また, 反転に伴う対流により二成分の存在比の絶対値が小さくなっ

ている. 尚, 図 3.15において二成分の存在比が 0となっている領域は二成分が均等

に混合していること (完全混合)を意味する. 従って, 局所的に完全混合が生じてい

る. また, 図 3.16は t = 8, 500 における流線であり, t = 6, 000までに見られた大き

な二つの渦が一つの大きな渦と複数の小さい渦に分解するという結果が得られた.
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図 3.15: Existence Ratio (t = 8, 500)

 

図 3.16: Streamlines (t = 8, 500)

・境界相の混合 (t = 10, 000)

　図 3.17は t = 10, 000における二成分の存在比である. t=6,000と比較してあま

り大きな変化は見られないが, 二成分の混合がより進行していることが分かる. ま

た, 図 3.18は t = 10, 000における流線である. 二成分の存在比の変化が少なかっ

たのに対し流線は大きく変化しており, t = 8, 500で見られた一つの大きな渦が複

数の小さい渦に分解し, 流れ場には複数の小さな渦が形成されるという結果が得ら

れた.
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図 3.17: Existence Ratio (t = 10, 000)

 

図 3.18: Streamlines (t = 10, 000)
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・定常状態 (t = 30, 000)

　図 3.19は t = 30, 000における二成分の存在比である. t = 10, 000までに見られ

た境界相形状は殆ど見られず, 密度比の大きい成分 rが鉛直方向に非一様に分布し

ている. これは重力と分子拡散の影響によるものと考えられる. 尚, 二成分総和時

の温度分布は全てのタイムステップで, ほぼ等温 (T = 0.5)となっていることが確

かめられた.

 

図 3.19: Existence Ratio (t = 30, 000)
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・定常状態における鉛直方向の二成分の存在比変化

　定常状態における x = 99での鉛直方向の二成分の存在比を図 3.20に示す. 図

3.20において縦軸は垂直座標, 横軸は二成分の存在比を示した図である. 尚, 実線

は αr = 11.0, 破線は αr = 1.8, 一点鎖線は無重力の時の二成分の存在比である. 図

3.20において無重力状態 (一点鎖線)では密度比の大きい成分は一様に拡散し, 重

力下においては二成分の密度比が大きくなるにつれ鉛直方向における二成分の存

在比の差が大きくなっている. これは表面張力を考慮しない場合, 密度比の大きい

成分の分子拡散が重力により妨げられたために生じたと考えられる.

g

図 3.20: Computing of Existence ratio as a function of y

以上より, 初期状態において二成分の完全分離が扱えること, および局所的な完

全混合を扱えることが確認できた.
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3.8 まとめ

多成分拡張法は, LBモデルに依存せず適用が可能であり多成分流体解析モデル

の構築が可能である. 本節では本拡張法における各成分の相互作用の際に衝突前

後で各成分の質量保存が成立することを示した. また, 各成分の動粘性係数 (単一

緩和係数)が等しい場合, 各成分の総和時において衝突前後で運動量保存及びエネ

ルギー保存が成立することを示した. 但し, 多成分流体の各成分の動粘性係数がそ

れぞれ異なっていても運動量保存及びエネルギー保存が成立するには, 多成分拡張

法の改良が必要である. 非熱流体 LBモデル及び多成分拡張法を適用した拡張二成

分非熱流体 LBモデルを用いたキャビティ流れによる比較検証において, 拡張二成

分非熱流体モデルの二成分を拡張前の一成分非熱流体モデルの成分と同等にした

場合, 両モデルの解析結果は同じであることが確かめられた. 同様に, 熱流体 LB

モデル及び多成分拡張法を適用した拡張二成分熱流体 LBモデルを用いたサーマ

ルクエット流れによる比較検証では, 拡張二成分熱流体モデルの二成分を拡張前の

一成分熱流体モデルの成分と同等にした場合, 両モデルの解析結果は同じであるこ

とが確認できた. また，分子拡散速度の検証では妥当な結果が得られることが確

認できた．これらの解析及び検証より本拡張法の有効性が確かめられた. また, 二

成分に仮想的な密度比を設けた重力下における相反転の解析では, 初期状態におけ

る二成分の完全分離および局所的な完全混合状態を扱えることが確認できた. 尚，

多成分拡張法を実問題に応用する場合，各成分が同じ動粘性係数 (熱拡散係数)を

持ち，表面張力が無視できる流体解析 (例えば，貯水タンク内における新しい水と

古い水の循環解析など)に限定して用いるのが望ましいと考えられる11. 以上より，

動粘性係数 (熱拡散係数)が等しい12混和混相流体解析において，多成分拡張法は

有効な手法であると結論付けられる．

11対象となる問題によって各物理量保存が成立しない影響の大きさが変化するため，一般的な

　　適用限界を示すことは難しいと考えられる.
12但し, 各相に密度差を与えることは可能である.
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第 4章

格子ボルツマン法の混合多成分拡張

本章では多成分拡張法の物性値の制限を解消した「混合多成分拡張」を示す. 混

合多成分拡張は粒子衝突時に異成分との相互作用を考慮する手法である. また, 多

成分拡張法と異なり, 流れ場が非平衡状態である (もしくは流れ場の非定常性が強

い)場合，成分毎の平衡状態における物理量は成分毎に異なる値を取るのが特徴で

ある.

4.1 混合多成分拡張の概要

「多成分拡張法」では, 各成分が異なる物性値を持つ場合に流れ場の各物理量保

存が成立しない. このため, 「多成分拡張法」では各成分が同じ物性値を持たなけ

ればならないという制限が存在する. 本章で示す「混合多成分拡張」は, 「各成分

の単一緩和係数が等しければ各物理量が保存する」という LBMの特性に注目し,

「多成分拡張法」の成分間相互作用モデルの改良を行った.

「混合多成分拡張法」の成分間相互作用では, 「各成分が混合した流体は, 各成

分の物性値の平均値1を持つ」と仮定しモデル化を行った. 次節以降で成分間相互

作用のモデル化の詳細を示す.

1実際には各成分の密度比の重み付き平均である.
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4.2 混合多成分拡張

混合多成分拡張 (Mixture Multi-component Extension, 以降MMEと略す)は任

意の一成分 LBモデルから多成分 LBモデルを導くことが可能である. 尚, 非熱流

体 LBモデルにMMEを適用する場合にはエネルギーに関する式を無視すれば良

い. MMEでは成分毎に格子ボルツマン方程式 (LBE)を用いる. また, MMEでは

平衡分布に成分間の相互作用を考慮したものを用いる. 成分mの LBEは式 (4.1)

となる. 通常の LBEとは異なり, 平衡分布を相互作用を考慮した平衡分布に置き

換える. 尚, mは成分の種類を表すインデックスである.

fmσi(r + eσi∆t, t + ∆t)− fmσi(r, t) = − 1

τm

[fmσi(r, t)− if eq
mσi(r, t)] (4.1)

ここで, ∆tはタイムステップ, τmは成分mの単一緩和係数, fmσi(r, t)は各成分

の位置 r, 時刻 tにおける速度 eσiを持つ粒子分布を表す (添字 σは速さ, iは方向を

表す). if eq
mσi(r, t)は成分mの相互作用を考慮した平衡分布関数を表す. これらの

粒子分布と局所物理量の関係式は式 (4.2),(4.3),(4.4)で対応付けられる.

ρm(r, t) =
∑

σ,i

fmσi(r, t) (4.2)

ρm(r, t)um(r, t) =
∑

σ,i

fmσi(r, t)eσi (4.3)

ρm(r, t)

[
u2

m(r, t)

2
+ εm(r, t)

]
=

∑

σ,i

1

2
fmσi(r, t)e

2
σi (4.4)

(ρm(r, t) = 0の場合は |um(r, t)| = 0, εm(r, t) = 0とする)

ここで, ρm(r, t)は位置 r, 時刻 tにおける成分mの局所密度, um(r, t)は同位置,

同時刻における成分mの局所流速, εm(r, t)は同位置, 同時刻の成分mの局所内部

エネルギーを表す. 尚, 0割りを防ぐため, ρm(r, t) = 0の場合は式 (4.3), (4.4)を

計算せずに |um(r, t)| = 0, εm(r, t) = 0とする. また, 局所総和物理量は式 (4.5)～

(4.7)から求める.

ρ(r, t) =
∑
m

∑

σ,i

fmσi(r, t) (4.5)
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ρ(r, t)u(r, t) =
∑
m

∑

σ,i

fmσi(r, t)eσi (4.6)

ρ(r, t)

[
u2(r, t)

2
+ ε(r, t)

]
=

∑
m

∑

σ,i

1

2
fmσi(r, t)e

2
σi (4.7)

ρ(r, t)は位置 r, 時刻 tにおける局所密度, um(r, t)は同位置, 同時刻における局所

流速, εm(r, t)は同位置, 同時刻の局所内部エネルギーを表す.

次に, 多成分の相互作用を考慮した平衡分布の導出法を示す. 簡単のため, 各成

分の相互作用中は各成分の密度は変化しないと仮定した. 同成分間および異成分

間の粒子相互作用を考慮する際, 各成分の平衡状態への緩和は各成分の単一緩和係

数の平均値によって進行すると仮定する. 即ち, 混合流体の物性値は各成分の物性

値の平均値を持つと仮定する. まず, 各成分の平衡状態の物理量を式 (4.8)と (4.9)

から求める.

ueq
m(r, t) = um(r, t) +

τm

τ̄(r, t)
[u(r, t)− um(r, t)] (4.8)

εeq
m(r, t) =

(
1− τm

τ̄(r, t)

) [
1

2
u2

m(r, t) + εm(r, t)
]

+
τm

τ̄(r, t)

[
1

2
u2(r, t) + ε(r, t)

]
− 1

2
ueq

m(r, t)2 (4.9)

ここで, ueq
m(r, t)は相互作用を考慮した成分mの局所流速, εeq

m(r, t)は相互作用を

考慮した成分mの局所内部エネルギーを表す. τmは成分mの単一緩和係数, τ̄(r, t)

は位置 r, 時刻 tにおける各成分の単一緩和係数の密度比による重み付き平均であ

る. 即ち, 式 (4.10)となる.

τ̄(r, t) =
∑
m

τmρm(r, t)

ρ(r, t)
(4.10)

LBMでは一般的に, 平衡分布は平衡分布関数から算出される. 従って, 各成分の

相互作用を考慮した if eq
mσi(r, t)は, 式 (4.2)～(4.10) から求めた成分毎の物理量を用

いて平衡分布関数から算出する. 以上により, 各成分の相互作用を考慮した平衡分

布の算出, および多成分流体への拡張が行えた.
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4.3 各物理量の保存

本節ではMMEが各物理量を保存することを示す. 簡単のため, 二成分流体へ拡

張する場合を扱う. また, 物理量保存を議論するために並進過程は考慮せず衝突過

程のみを考慮した. 尚, 成分の種類のインデックスをそれぞれ r, bとした.

4.3.1 質量保存

簡単のため, 各成分の相互作用中に各成分の密度は保存されると仮定した. 従っ

て, 成分 r, bの密度は次の方程式を満たす.





ρr(r, t) = ρr(r, t + ∆t) = ρeq
r (r, t)

ρb(r, t) = ρb(r, t + ∆t) = ρeq
b (r, t)

(4.11)

ρr(r, t), ρb(r, t)は現在の成分 r, bの局所密度, ρr(r, t + ∆t), ρb(r, t + ∆)は次タイ

ムステップの成分 r, bの局所密度, ρeq
r

(r, t), ρeq
b (r, t)は平衡状態の成分 r, bの局所密

度を表す. 以上より各成分の密度および総和密度が保存されていることは明らか

である.

4.3.2 運動量保存

次に, 総和運動量が保存することを示す. 各成分の運動量は異成分と運動量を交

換するために, 各成分の運動量保存は成立しないが, 総和運動量では運動量保存が

成立する必要がある. 式 (4.1)の両辺に eσiを掛け σ, iについて総和を取り, 並進過

程を無視すると式 (4.12)が導かれる.

∑
σ,i

fmσi(r, t + ∆t)eσi −∑
σ,i

fmσi(r, t)eσi

= − 1
τm

[
∑
σ,i

fmσi(r, t)eσi −∑
σ,i

if eq
mσi(r, t)eσi

] (4.12)

式 (4.2),(4.3),(4.4)を代入し，m = rとすると成分 rの運動量保存の式 (4.13)が

導かれる.
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ρr(r, t + ∆t)ur(r, t + ∆t) =
(
1− 1

τr

)
ρr(r, t)ur(r, t)

+ 1
τr

ρeq
r (r, t)ueq

r (r, t)
(4.13)

同様な手法で成分 bの運動量保存の式 (4.14)を導くと,

ρb(r, t + ∆t)ub(r, t + ∆t) =
(
1− 1

τb

)
ρb(r, t)ub(r, t)

+ 1
τb

ρeq
b (r, t)ueq

b (r, t)
(4.14)

ここで, ur(r, t), ub(r, t)は成分 r, bの現在の局所流速, ur(r, t + ∆t), ub(r, t + ∆t)

は次タイムステップの局所流速, ueq
r (r, t), ueq

b (r, t)は平衡状態における局所流速を

表す. 式 (4.13)と (4.14)の和を取り, 式 (4.8)および (4.11)を代入すると総和運動

量の関係式 (4.15)が得られる.

ρr(r, t + ∆t)ur(r, t + ∆t) + ρb(r, t + ∆t)ub(r, t + ∆t)

= ρr(r, t)ur(r, t) + ρb(r, t)ub(r, t)

− 1
τ̄(r,t)

[ρr(r, t)ur(r, t) + ρb(r, t)ub(r, t)]

+ 1
τ̄(r,t)

u(r, t) [ρr(r, t) + ρb(r, t)]

(4.15)

式 (4.2), (4.3), (4.5)および (4.6)を代入すると, 総和運動量保存式 (4.16)が得ら

れる.

ρr(r, t + ∆t)ur(r, t + ∆t) + ρb(r, t + ∆t)ub(r, t + ∆t)

= ρr(r, t)ur(r, t) + ρb(r, t)ub(r, t)
(4.16)

以上より, MMEは一タイムステップ間で総和運動量保存を満たすことが確認で

きた.

4.3.3 エネルギー保存

運動量保存と同様に, 各成分のエネルギーは異成分とのエネルギー交換により成

分毎のエネルギー保存は成立しないが, 総和エネルギーは保存する必要がある. 本
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項では総和エネルギーが保存することを示す. 式 (4.1)の両辺に e2
σi/2を掛け, σ, i

について総和を取り, 並進過程を無視すると式 (4.17)が得られる.

∑
σ,i

1
2
fmσi(r, t + ∆t)e2

σi −
∑
σ,i

1
2
fmσi(r, t)e

2
σi

= − 1
τm

[
∑
σ,i

1
2
fmσi(r, t)e

2
σi −

∑
σ,i

1
2
if eq

mσi(r, t)e
2
σi

] (4.17)

式 (4.2),(4.3)および (4.4)を代入し, m = rと置くと成分 rのエネルギー保存の

関係式 (4.18)が導かれる.

ρr(r, t + ∆t)
[
ur(r,t+∆t)2

2
+ εr(r, t + ∆t)

]

=
(
1− 1

τr

) [
u2

r(r,t)
2

+ εr(r, t)
]
ρr(r, t)

+ 1
τr

[
ueq

r (r,t)2

2
+ εeq

r (r, t)
]
ρeq

r (r, t)

(4.18)

同様な手法で成分 bのエネルギー保存の関係式 (4.19)が得られる.

ρb(r, t + ∆t)
[
ub(r,t+∆t)2

2
+ εb(r, t + ∆t)

]

=
(
1− 1

τb

) [
u2

b(r,t)

2
+ εb(r, t)

]
ρb(r, t)

+ 1
τb

[
ueq

b
(r,t)2

2
+ εeq

b (r, t)
]
ρeq

b (r, t)

(4.19)

ここで, εr(r, t), εb(r, t)は成分r, bの現在の局所内部エネルギー, εr(r, t+∆t), εb(r, t+

∆t)は次タイムステップの局所内部エネルギー, εeq
r (r, t), εeq

b (r, t)は平衡状態におけ

る局所内部エネルギーを表す. 式 (4.18)と (4.19)の和を取り, 式 (4.2)～(4.7), (4.9)

および (4.11) を代入すると, 総和熱運動エネルギー保存の式 (4.20)が導かれる.

ρr(r, t + ∆t)
[
ur(r,t+∆t)2

2
+ εr(r, t + ∆t)

]
+ ρb(r, t + ∆t)

[
ub(r,t+∆t)2

2
+ εb(r, t + ∆t)

]

= ρr(r, t)
[
ur(r,t)2

2
+ εr(r, t)

]
+ ρb(r, t)

[
ub(r,t)

2

2
+ εb(r, t)

] (4.20)

上式より, MMEは一タイムステップ間で総和熱運動エネルギー保存を満たすこ

とが確認できた. 以上より, MMEは相互作用時に各物理量の保存を満たすことが

確認できた.
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4.4 混合多成分拡張のアルゴリズム

本節では混合多成分拡張のアルゴリズムを図 4.1のフローチャートを用いて概説

する.

1: 各成分の初期物理量設定 　初期状態における各成分の巨視的な物理量を指定

する.

2: 各成分の平衡分布算出 　初期物理量および平衡分布関数を用い, 各成分の平衡

分布を求める.

3: 各成分の初期粒子分布設定 　2で求めた平衡分布を初期状態の粒子分布とする.

4: 各成分の巨視的物理量の算出 　各成分の粒子分布から巨視的物理量を求める.

5: 混合流体としての巨視的物理量の算出 　各成分の粒子分布を総和し,混合流体

としての巨視的物理量を求める.

6: 成分間相互作用の計算 　 4, 5で求めた物理量を基に成分間の相互作用を計算

し, 各成分の巨視的物理量を更新 (上書き)する.

7: 巨視的な境界条件 　各成分の境界上の巨視的物理量を指定した物理量で上書

きを行う.

8: 成分毎の平衡分布の計算 　 6, 7の巨視的物理量を用い平衡分布関数を計算す

ることで各成分の平衡分布を求める.

9: 成分毎の粒子並進移動 (粒子追跡) 　成分毎に各成分の LBEに従い, 粒子を移

動させる.

10: 粒子位置の確認 　計算領域外もしくは壁面を通過する粒子を判別する. 粒子

が壁面などを通過する場合,「粒子反射則または周期境界条件」を適用する.

11: 流れ場の収束判定 　流れ場が収束していない場合は,「4: 巨視的物理量の算

出」の部分に戻り, 流れ場が収束した場合は計算を終了する. 尚, 非定常性の

強い問題の場合は予め指定した反復回数で計算を終了させる必要がある.
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Set Initial Condition (t=0) m(r t), um(r t), Tm(r t)

Calculate Equilibrium Distribution fm i(r t)

Substitute fm i(r t) for fm i(r t)

Calculate m(r,t),um(r,t),Tm(r,t) etc.from fm i(r t)

Set m (r,t),um (r,t),Tm (r,t) on Boundary

Calculate ifm i(r t) for m (r,t),um (r,t),Tm (r,t)

Particle Thrusts Boundary ?

Yes

No

Particle Reflection Law Applied

Flow Field Converged ?

End

Yes

No

Particle Translational Movement

Increase Time Step (++t)

eq

eq

eq

Calculate (r,t),u(r,t),T(r,t)

Calculate Interaction and Update m (r,t),um (r,t),Tm (r,t)
eqeqeq

eq eq eq

eq eq eq

図 4.1: Flow chart of MME
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4.5 数値解による検証

本節ではMMEの妥当性検証を数値解を用いて行った. 多成分流体を構成してい

る各成分の存在比が等しい場合，混合流体としての物性値は各成分の算術平均値

を持つと考えられる. この時，多成分流体は平均物性値を持つ一成分流体と同じ

振る舞いをする必要がある. 簡単のため, 本節ではMMEを適用した二成分流体モ

デルによる検証を行った. また, 境界条件は一成分のみに適用 (駆動力を片方の成

分にのみ考慮)し, 運動量および熱運動エネルギーが異成分へ正しく伝播するかを

検証した2. 尚，二成分流体の各成分のインデックスをそれぞれ r, bとした.

4.5.1 キャビティ流れ

3.6.1節で示したキャビティ流れ問題を用いて検証を行った. 上壁において一方

の成分 rに流速Uを与え, もう一方の成分 bは滑り壁とした. 尚, 単一緩和係数が

異なる二成分流体のシュミット数 Sc[16]は式 (4.21)となる.

Sc =
2τr − 1

2τb − 1
(4.21)

詳細な解析条件を表 4.1に示す. 粒子反射条件として上壁に滑りあり条件, その

他の壁に滑りなし (Bounce-back)条件を与えた. また, 境界上の格子点にディリク

レ条件 (巨視的物理量)を与えた. 表 4.1の 2列目は元の 2D9Vモデルに対する解析

条件で, 3列目はMMEによる二成分 2D9Vモデルに対する解析条件である. 二成

分 2D9Vモデルでは片方の成分 rにのみ境界条件を与えている. 尚, 解析に用いた

物理量は全て無次元数である.

図 4.2に定常状態におけるキャビティ中心における流速分布を示す. 実線は元の

2D9Vモデルによる流速, ◇はMMEを用いた二成分 2D9Vモデルによる流速を表

す. また, 比較として FLUENT社の有限体積法ソルバー FLUENT6.1の二次風上

差分による流速を＋で示した. 尚, 縦軸の曲線は x = 64における水平方向の流速,

2時間変動の無い流れ場が定常状態に達した時, 各成分は流れ場の平均流速 (平均温度)を持つた

　　め二成分は同じ運動をするはずである. 但し, 各成分の慣性力と比較して粘性力が小さいと仮

　　定する.

56



表 4.1: Details of cavity flow (MME)

1Comp (Original) 2Comp (MME)

Single relaxation time 0.788 　 r:0.688,　 b:0.888

Local density(Entire domain) 1.00 　 r:0.500, 　 b:0.500

Moving wall 0.300 　 r:0.300,　 b:free

Fixed wall 0.000 　 r:0.000,　 b:free

横軸の曲線は y = 64における鉛直方向の流速を表す. 尚, 流速は 0.3, 空間は 64で

規格化を行い中心座標を 0とした.

図 4.2よりMMEにより導いた二成分 2D9Vモデルは元の 2D9Vモデルの結果と

良く一致していることが分かる. 計算領域全体における密度および流速の比較で

は, 二成分 2D9Vモデルは元の 2D9Vモデルと同じ結果が得られることが確認でき

た. また, 二成分の存在比は計算領域全体で 1:1となっていることが確認できた. ま

た, LBMは有限体積法による結果と良く一致することも確かめられた. また，定

常状態に達するまでの一成分モデルと二成分モデルの結果は一致していることか

ら, MMEは非定常流れに対しても有効であると考えられる．以上より, MMEは

非熱流体モデルにおいて妥当な結果が得られる有効な拡張法であることが確かめ

られた.
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図 4.2: Velocity at cavity center (Re=400)

4.5.2 サーマルクエット流れ

3.6.2節のサーマルクエット流れ問題を用い, 熱を考慮した場合のMMEの検証

を行った. また, 熱流体 LBMモデルとして 3.6.2節で示した蔦原らによる 2D21V

モデルを用いた. その他の解析条件は表 4.2のように置いた. 二成分 2D21Vモデル

では相互作用の検証のため, 片方の成分 rにのみ境界条件 (ディリクレ条件)を与え

た. また，定積比熱Cv = 1とし, 局所温度 T (r, t) を T (r, t) = ε(r, t)/Cv = ε(r, t)

とした. 尚，各物理量は全て無次元数である.

図 4.3は定常状態において x = 64における水平方向流速をプロットしたもので

ある. 横軸は水平方向の流速, 縦軸は垂直座標を示す. 実線は拡張前の 2D21Vモデ

ルの流速, ◇はMMEを用いた二成分 2D21Vの流速を表す. 図 4.3より二つのモデ

ルの流速はよく一致していることが分かる. また, 参考のため解析解を＋として示

した. LBMの水平方向流速は解析解と一致していることが確認できる. また，図

4.4は定常状態における x = 64での温度分布である. 横軸は水平方向の温度, 縦軸

は垂直座標を示す. 実線は拡張前の 2D21Vモデルの温度, ◇はMMEを用いた二
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表 4.2: Details of thermal Couette flow

1Comp (Original) 2Comp (MME)

Single relaxation time 1.0 　 r:0.90,　 b:1.1

Local density(Entire domain) 0.10 　 r:0.050,　 b:0.050

Moving wall(Speed) 0.30 　 r:0.30,　 b:free

Moving wall(Static temperature) 　 0.52　 　 r:0.52,　 b:adiabatic

Fixed wall(Speed) 0.00 　 r:0.00,　 b:free

Fixed wall(Static temperature) 0.48 　 r:0.48,　 b:adiabatic

成分 2D21Vの温度である. 温度分布に関しても二つのモデルはよく一致している

ことが分かる. また, 二成分 2D21Vモデルにおいて二成分の存在比は計算領域全

体で 1:1となっていることが確認できた. 図 4.4の＋は解析解であり，LBMの温

図 4.3: Horizontal velocity of thermal Couette flow (MME)

度分布は解析解と一致していることが確認できる. 尚，定常状態に達するまでの

一成分モデルと二成分モデルの結果は一致していることから, MMEは非定常流れ

に対しても有効であると考えられる．以上より, MMEは熱を考慮した LBMモデ

ルにおいて有効であることが確かめられた.
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図 4.4: Static temperature of thermal Couette flow (MME)
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4.6 重力下における二成分サーマルキャビティ流れ

4.5.2節のMMEを用いた二成分LBモデルを用い, 動粘性係数の異なる混和二成

分流体のサーマルキャビティ流れ解析を行った. 図 4.5に解析条件を示す. 格子点

数は 100 × 100とし, 上壁および下壁を断熱固定壁 (滑りなし), 右壁を発熱固定壁

(滑りなし), 左壁を冷却固定壁 (滑りなし)とした. また, 初期状態では静止流体を

仮定し, 図 4.5のように二成分を完全分離状態に設定した. 尚, 二成分のインデック

スを r, bとした.

 

 

Component r 

Fixed wall 

(T=0.55) 

Fixed wall 

(T=0.45) 

Adiabatic fixed wall  

Adiabatic fixed wall  

 

Component b 

[0,0] 

[0,99] 

[99,0] 

y 

x 

図 4.5: Problem specification of mixing phases

また, 重力と浮力の考慮にブジネスク近似を用い, David R.Nobleらによる仮想

外力項を LBEの右辺に追加した. 成分mの仮想外力項 Fmσi(r, t)は式 (4.22)より

導出される.

∑

σi

Fmσi(r, t)eσi = βm

[
T̄ − Tm(r, t)

]
g (4.22)

ここで, βmは成分mの体膨張率, T̄ は流れ場の代表温度, gは重力加速度を表す.

仮想外力項を付加した LBEは式 (4.23)となる.

fmσi(r + eσi∆t, t + ∆t)− fmσi(r, t) = − 1
τm

[fmσi(r, t)− if eq
mσi(r, t)]

+Fmσi(r, t)
(4.23)
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重力加速度は−y方向に 0.002とした. その他の条件は表 4.3を用いた. 尚, 各物理

量は全て無次元数である.

表 4.3: Details of mixing phases

Component r Component b

Single relaxation time 1.0 1.1

Initial local density (y = 49 ∼ 99) 0.00 0.10

Initial local density (y = 0 ∼ 48) 　 0.10　 0.00

Initial static temperature 0.50 0.50

Thermal expansion coefficient 2.5 2.5

4.6.1 解析結果

本項では初期状態からの流れ場の時間変化を示す. 尚, 二成分流体の存在比を示

すため, 式 (4.24)を用いて可視化を行った.

ratio(r, t) = ρr(r, t)− ρb(r, t) (4.24)

・初期状態 (t = 0)

　図 4.6は二成分の存在比であり, 赤い領域は成分 r, 青い領域は成分 bを表す. 初

期状態では二相は完全に分離をしている. 尚, 初期状態では流体は完全静止して

いる.
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図 4.6: Initial state of two phases in 2D-cavity

・分子拡散による混合 (t = 500)

　図 4.7は t = 500における二成分の存在比である. 二成分の境界では分子拡散に

より混合が生じている. また, 右壁の方が左壁より温度が高いため, 分子拡散の影

響が大きくなり, 右壁付近の混合は左壁よりも僅かに早く進行している.

 

図 4.7: Mixing state of two phases by particle dispersion at t = 500
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・対流による混合 (t = 2, 500)

　図 4.8は t = 2, 500の流線である. 尚, 流速は各成分の流速の平均値を用いた. 右

壁面付近での上昇流と左壁面付近の下降流により, 流れ場には大きな一つの渦が形

成されている. 図 4.9はこの時の二成分の存在比である. 成分 rの相は右壁で加熱

され上昇しており, 成分 bの相は左壁で冷却され下降している. 二相は流れ場の対

流により, 右上と左下付近で混合が促進されていることが分かる.

 

図 4.8: Streamlines of averaged velocity at t = 2, 500

 

図 4.9: Mixing of two phases caused from convection at t = 2, 500
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・定常状態 (t = 10, 000)

　図 4.10は定常状態における二成分の存在比であり, 二相は完全混合しているこ

とが確認できる. 混和二相流体の場合, 定常状態では二相は完全に混合すると考え

られる. 従って, MMEは定性的に妥当であることが確認できた.

 

図 4.10: The steady mixing state of two phases at t = 10, 000
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4.7 まとめ

本節では各成分の単一緩和係数 (物性値)が異なる多成分流体において各物理量

の保存を正しく考慮可能な混合多成分拡張 (Mixture Multi-component Extension)

を提案した. また, MMEは 1タイムステップ間で質量保存，運動量保存およびエ

ネルギー保存が成立することを示し, 二成分に拡張した非熱流体 LBモデルおよび

熱流体LBモデルの数値解析からも妥当な結果が得られることが確認できた. 但し,

完全混合状態では各成分の物性値 (単一緩和係数)は各成分の平均値となるため, 成

分毎の詳細な運動状態を厳密に解析することは難しい. 混合状態に依存せず, 各成

分の運動状態を詳細に解析できるようMMEを改良するのが今後の課題である. し

かしながら, MMEは混合流体としての正しい解析が行えると考えられる. 二成分

サーマルキャビティ流れ解析では従来手法では扱いが難しい分子拡散が扱えるこ

とが確認できた. また, 温度差による分子拡散の大きさの違い, および対流による

混合が生じることから, MMEは混和多成分流体解析において有効な解析手法であ

ると考えられる. 尚，MMEを実問題に応用する場合は，表面張力を無視でき，各

相の物性値の差異が小さい3問題 (例えば，塩水楔解析など)に限定して用いるのが

望ましいと考えられる. 以上より，MMEは一成分LBモデルから容易に多成分LB

モデルを導く有用な手法であると考えられる.

3各相の物性値が大きく異なる場合，各相の混合領域では平均物性値でしか解析を行えない.
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第 5章

格子ボルツマン法の多成分相互作用

拡張

本章では異成分と混合している状態でも各成分の詳細な運動状態を解析可能な

多成分相互作用拡張を示す．この拡張法は, 仮の次タイムステップ物理量を用いて

各物理量保存を考慮するのが特徴である1. 多成分相互作用拡張の概要，解析的な

証明，数値解による検証，および解析例を示す．

5.1 多成分相互作用拡張の概要

「混合多成分拡張」では各成分が異なる物性値を持つことが可能である. しか

し, 各成分の混合領域では平均化された物性値で解析が行われるため, 各成分の物

性値が大きく異なる場合に各成分の詳細な流れ場解析を行うことが難しい.

そこで, 「混合多成分拡張」の成分間相互作用のモデルに更に改良を加え, 各成

分が混合している領域でも各成分の物性値を保つことが可能な「多成分相互作用

拡張」を提案した. 「多成分相互作用拡張」の成分間相互作用は, まず, 平衡状態

で各成分は流れ場の平均流速および平均温度を持つと仮定し, 仮の次タイムステッ

プの物理量を求める．次に, 流れ場の物理量保存が成立するように次タイムステッ

プの物理量を補正することによりモデル化を行っている. また, 「各成分の中で最

も緩和が遅い成分が成分間相互作用を支配する」,「物理量の補正量は局所密度が

1予測子・修正子法の考え方と類似している.
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大きい成分程大きい」, 「物理量の補正量は単一緩和係数が大きい成分程大きい」

と仮定し物理量の補正を行うのが特徴である. 「多成分相互作用拡張」の成分間相

互作用の詳細を次節以降に示す.

5.2 多成分相互作用拡張

多成分相互作用拡張 (Multi-component Interaction eXtension,以降MIXと略す)

は成分毎に LBEを解くことにより多成分流体解析を行う. 一タイムステップ間の

各物理量保存を議論するために, MIXでは LBEの並進過程を無視して議論を進め

る. 尚, 成分mの並進過程を考慮しない LBEは式 (5.1)となる.

fmσi(r, t + ∆t) =
(
1− 1

τm

)
fmσi(r, t) +

1

τm

f eq
mσi(r, t) (5.1)

5.2.1 質量

MIXでは各成分との相互作用中の質量変化を考慮しない. 従って, LBEにおけ

る並進過程を考慮しない場合, 成分mの質量は定数となる.

ρm(r, t) = const. (5.2)

また, 式 (5.2)をmについて総和を取ると総和質量となる. 各成分の質量は定数

なので総和質量も定数となる.

∑
m

ρm(r, t) =ρ(r, t) = const. (5.3)

従って, 並進過程を考慮しない場合, 以下の二式が成立する.

ρeq
m(r, t) = ρm(r, t) = ρm(r, t + ∆t) (5.4)

ρeq(r, t) = ρ(r, t) = ρ(r, t + ∆t) (5.5)

以上により, 各成分の平衡状態の密度が算出できた.
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5.2.2 運動量

一タイムステップ間で総和運動量が保存すると仮定すると, 式 (5.6)が成立する.

ρ(r, t + ∆t)u(r, t + ∆t) = ρ(r, t)u(r, t) = ρeq(r, t)ueq(r, t) (5.6)

ここで, u(r, t) =
∑
m

u(r, t), ueq(r, t) =
∑
m

ueq
m(r, t), u(r, t + ∆t) =

∑
m

um(r, t + ∆t)

である. 平衡状態では各成分が同じ流速を持つと仮定し, 並進過程を考慮しない

LBEより成分mの仮の次タイムステップ運動量は式 (5.7)になる.

ρm(r, t + ∆t) um(r, t + ∆t)|tmp =
(
1− 1

τm

)
ρm(r, t)um(r, t)

+
1

τm

ρm(r, t)u(r, t) (5.7)

式 (5.7)の左辺をmについて総和を取ると, 仮の次タイムステップ総和運動量の

式が得られる.

ρ(r, t + ∆t)u(r, t + ∆t)|tmp =
∑
m

ρm(r, t + ∆t)um(r, t + ∆t)|tmp (5.8)

仮の次タイムステップでの総和運動量と現在の総和運動量の差分が, 一タイム

ステップ間の総和運動量保存を満たすための補正量 ∆momentum(r, t)となる.

従って,

∆momentum(r, t) = ρ(r, t + ∆t) u(r, t + ∆t)|tmp − ρ(r, t)u(r, t) (5.9)

この∆momentum(r, t)を各成分の単一緩和係数, および密度比2に応じて分配

することにより補正を行う. 補正を行った成分mの次タイムステップ運動量は以

下の式となる. 尚, τmaxは各成分の中で最大の単一緩和係数 τmを表す3.

ρm(r, t + ∆t)um(r, t + ∆t) = ρm(r, t + ∆t)um(r, t + ∆t)|tmp

−∆momentum(r, t)




ρm(r, t)(τmax − τm)∑
m

ρm(r, t)(τmax − τm)


 (5.10)

尚, 一タイムステップ間の運動量変化∆ρmum(r, t)を考慮する場合, 成分mの次

タイムステップ運動量は
2τm は時間および空間の関数であっても良い. 即ち τm(r, t)でもMIXを適用可能である.
3最大の単一緩和係数を持つ成分は幾つあっても良い.
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ρm(r, t + ∆t)um(r, t + ∆t) = ρm(r, t + ∆t)um(r, t + ∆t)|tmp + ∆ρmum(r, t)

−∆momentum(r, t)




ρm(r, t)(τmax − τm)∑
m

ρm(r, t)(τmax − τm)


(5.11)

となる. この次タイムステップにおける式 (5.11)を満たすように平衡状態の運動

量を LBEから求めると,

ρeq
m(r, t)ueq

m(r, t) = τmρm(r, t + ∆t)um(r, t + ∆t)− (τm − 1)ρm(r, t)um(r, t)

式 (5.11)を代入すると, 式 (5.12)となる.

ρeq
m(r, t)ueq

m(r, t) = τm





ρm(r, t + ∆t)um(r, t + ∆t)|tmp + ∆ρmum(r, t)

−∆momentum(r, t)


 ρm(r,t)(τmax−τm)∑

m

ρm(r,t)(τmax−τm)








−(τm − 1)ρm(r, t)um(r, t)

(5.12)

以上より, 総和運動量を保存し, 各成分の相互作用を考慮した平衡状態の運動量

を求めることができた.

5.2.3 エネルギー

一タイムステップ間で総和エネルギーが保存すると仮定すると,

ρ(r, t + ∆t)

[
u2(r, t + ∆t)

2
+ ε(r, t + ∆t)

]

= ρ(r, t)

[
u2(r, t)

2
+ ε(r, t)

]
= ρeq(r, t)

[
ueq(r, t)2

2
+ εeq(r, t)

]

(5.13)

尚, ε(r, t) =
∑
m

εm(r, t), εeq(r, t) =
∑
m

εeq
m(r, t), ε(r, t+∆t) =

∑
m

εm(r, t + ∆t)である.

次に, 平衡状態では各成分は同じ熱運動エネルギーを持つと仮定し, 並進過程を

考慮しない LBEより仮の次タイムステップのエネルギーを求める. 成分mのエネ
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ルギーは以下の式となる. 尚, 流速は 5.2.2節で求めた補正後の次タイムステップ

流速を用いる4.

ρm(r, t + ∆t)

[
u2

m(r, t + ∆t)

2
+ εm(r, t + ∆t)

]∣∣∣∣∣
tmp

=

(
1− 1

τm

)
ρm(r, t)

[
u2

m(r, t)

2
+ εm(r, t)

]
+

1

τm

ρeq
m(r, t)

[
ueq

m(r, t)2

2
+ ε(r, t)

]
(5.14)

式 (5.14)の左辺をmについて総和を取ると,総和エネルギーの式 (5.15)が得られる.

ρ(r, t + ∆t)

[
u2(r, t + ∆t)

2
+ ε(r, t + ∆t)

]∣∣∣∣∣
tmp

=
∑
m

ρm(r, t)

[
u2

m(r, t)

2
+ εm(r, t)

]∣∣∣∣∣
tmp

(5.15)

仮の次タイムステップにおける総和エネルギー式 (5.15)と現在の総和エネルギー

式 (5.13)の差分が, 一タイムステップ間の総和エネルギー保存を満たすための補正

量∆energy(r, t)となる.

∆energy(r, t) = ρ(r, t + ∆t)

[
u2(r, t + ∆t)

2
+ ε(r, t + ∆t)

]∣∣∣∣∣
tmp

−ρ(r, t)

[
u2(r, t)

2
+ ε(r, t)

]
(5.16)

この∆energy(r, t)を τm, および各成分の密度比に応じて分配することで総和エネ

ルギー保存を満たすように補正を行う. 従って, 補正後の成分mの次タイムステッ

プにおけるエネルギーは以下となる.

ρm(r, t + ∆t)

[
u2

m(r, t + ∆t)

2
+ εm(r, t + ∆t)

]

= ρm(r, t + ∆t)

[
u2

m(r, t + ∆t)

2
+ εm(r, t + ∆t)

]∣∣∣∣∣
tmp

−∆energy(r, t)




ρm(r, t)(τmax − τm)∑
m

ρm(r, t)(τmax − τm)


 (5.17)

一タイムステップ間にエネルギーが∆εm(r, t)だけ変化する場合は,

4補正した流速 (運動量)を用いることで運動量保存とエネルギー保存両方を同時に考慮するこ

　　とができる.
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ρm(r, t + ∆t)

[
u2

m(r, t + ∆t)

2
+ εm(r, t + ∆t)

]

= ρm(r, t + ∆t)

[
u2

m(r, t + ∆t)

2
+ εm(r, t + ∆t)

]∣∣∣∣∣
tmp

−∆energy(r, t)




ρm(r, t)(τmax − τm)∑
m

ρm(r, t)(τmax − τm)


 + ∆εm(r, t) (5.18)

となる. 式 (5.18)を満たすようにLBEより成分mの平衡状態におけるエネルギー

を求めると,

ρeq
m(r, t)

[
ueq

m(r, t)2

2
+ εeq

m(r, t)

]
= τmρm(r, t + ∆t)

[
u2

m(r, t + ∆t)

2
+ εm(r, t + ∆t)

]

+ (τm − 1) ρm(r, t)

[
u2

m(r, t)

2
+ εm(r, t)

]
(5.19)

式 (5.18)を代入すると, 以下の式となる.

ρeq
m(r, t)

[
ueq

m(r, t)2

2
+ εeq

m(r, t)

]

= τm





ρm(r, t + ∆t)
[
u2

m(r,t+∆t)
2

+ εm(r, t + ∆t)
]∣∣∣

tmp

−∆energy(r, t)


 ρm(r,t)(τmax−τm)∑

m

ρm(r,t)(τmax−τm)




+∆εm(r, t)





+ (τm − 1) ρm(r, t)

[
u2

m(r, t)

2
+ εm(r, t)

]

以上より, 一タイムステップ間の総和エネルギー保存を満たし, 各成分の相互作

用を考慮可能な熱運動エネルギーを求めることができた.

5.3 各物理量の保存

本節ではMIXにおいて各物理量が保存することを示す. 尚, 各物理量の保存を

議論するため, LBEにおける並進過程は考慮せず, 衝突過程のみを考慮する.
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5.3.1 質量保存

式 (5.1)の両辺を σ, iについて総和を取ると,

ρm(r, t + ∆t) =
(
1− 1

τm

)
ρm(r, t) +

1

τm

ρeq
m(r, t) (5.20)

式 (5.4)より成分mの質量保存が成立する.

ρm(r, t + ∆t) =
(
1− 1

τm

)
ρm(r, t) +

1

τm

ρeq
m(r, t)

= ρm(r, t) (5.21)

式 (5.21)をmについて総和を取ると, 総和質量保存が成立する.

ρ(r, t + ∆t) = ρ(r, t) (5.22)

以上より, MIXは各成分の質量保存および総和質量保存が成立する.

5.3.2 運動量保存

式 (5.1)に eσiを掛け σ, iについて総和を取ると,

ρm(r, t + ∆t)um(r, t + ∆t) =
(
1− 1

τm

)
ρm(r, t)um(r, t)

+
1

τm

ρeq
m(r, t)ueq

m(r, t) (5.23)

式 (5.12)を代入し, 両辺をmについて総和を取ると式 (5.24)となる.

ρ(r, t + ∆t)u(r, t + ∆t) = ρ(r, t + ∆t)u(r, t + ∆t)|tmp

−∆momentum(r, t) + ∆ρu(r, t) (5.24)

式 (5.9)を代入すると, 総和運動量保存の式が導かれる.

ρ(r, t + ∆t)u(r, t + ∆t) = ρ(r, t)u(r, t) + ∆ρu(r, t) (5.25)

式 (5.25)において一タイムステップ間の総和運動量変化∆ρu(r, t) = 0の時, 一

タイムステップ間での総和運動量が保存する. 以上より, MIXは総和運動量保存を

満たすことが確認できた.
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5.3.3 エネルギー保存

式 (5.1)に eσi/2を掛け σ, iについて総和を取ると,

ρm(r, t + ∆t)

[
u2

m(r, t + ∆t)

2
+ εm(r, t + ∆t)

]
=

(
1− 1

τm

)
ρm(r, t)

[
u2

m(r, t)

2
+ εm(r, t)

]
+

1

τm

ρeq
m(r, t)

[
ueq

m(r, t)2

2
+ εeq

m(r, t)

]
(5.26)

式 (5.19)を代入し, 両辺をmについて総和を取ると総和エネルギー保存の式が

導かれる.

ρ(r, t + ∆t)
[
u2(r,t+∆t)

2
+ ε(r, t + ∆t)

]
=

ρ(r, t + ∆t)
[
u2(r,t+∆t)

2
+ ε(r, t + ∆t)

]∣∣∣
tmp

−∆energy(r, t) + ∆ε(r, t)

上式に式 (5.16)を代入すると,

ρ(r, t + ∆t)

[
u2(r, t + ∆t)

2
+ ε(r, t + ∆t)

]
=

ρ(r, t)

[
u2(r, t)

2
+ ε(r, t)

]
+ ∆ε(r, t)

(5.27)

式 (5.27)において一タイムステップ間の総和エネルギー変化∆ε(r, t) = 0の時,

総和エネルギー保存が成立する. 以上より, MIXでは総和エネルギー保存を満たす

ことが確認できた.
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5.4 多成分相互作用拡張のアルゴリズム

多成分相互作用拡張のフローチャートを図 5.1に示す. また, 処理の概要を以下

に示す.

1: 各成分の初期物理量設定 　初期状態における各成分の巨視的な物理量を指定

する.

2: 各成分の平衡分布算出 　初期物理量および平衡分布関数を用い, 各成分の平衡

分布を求める.

3: 各成分の初期粒子分布設定 　2で求めた平衡分布を初期状態の粒子分布とする.

4: 各成分の巨視的物理量の算出 　各成分の粒子分布から巨視的物理量を求める.

5: 混合流体としての巨視的物理量の算出 　各成分の粒子分布を総和し,混合流体

としての巨視的物理量を求める.

6: 予測：仮の次タイムステップ計算 　 4, 5で求めた物理量を用いて仮の次タイ

ムステップ物理量を求める. 尚, 物理量保存を考慮するために並進過程は考

慮せず, 衝突過程のみを計算する.

7: 修正：各成分の物理量の補正 　 6で求めた仮のタイムステップ物理量を物理

量保存が成立するように修正を行う.

8: 各成分の境界条件設定 　各成分の境界上の巨視的物理量を指定した物理量で

上書きを行う.

9: 成分毎の平衡分布の計算 　 7, 8で求めた巨視的物理量を用い, 各成分の平衡分

布関数を計算することで各成分の平衡分布を求める.

10: 成分毎の粒子並進移動 (粒子追跡) 　成分毎に各成分の LBEに従い, 粒子を

移動させる.

11: 粒子位置の確認 　計算領域外もしくは壁面を通過する粒子を判別する. 粒子

が壁面などを通過する場合,「粒子反射則または周期境界条件」を適用する.
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12: 流れ場の収束判定 　流れ場が収束していない場合は,「4: 巨視的物理量の算

出」の部分に戻り, 流れ場が収束した場合は計算を終了する. 尚, 非定常性の

強い問題の場合は予め指定した反復回数で計算を終了させる必要がある.
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Set Initial Condition (t=0) m(r t), um(r t), Tm(r t)

Calculate Equilibrium Distribution fm i(r, t)

Substitute fm i(r t) for fm i(r, t)

Calculate m(r,t),um(r,t),Tm(r,t) etc.from fm i(r, t)

Set m(r,t),um (r,t),Tm (r,t) on Boundary

Calculate fm i(r, t) for m(r,t),um (r,t),Tm (r,t)

Particle Thrusts Boundary ?

Yes

No

Particle Reflection Law Applied

Flow Field Converged ?

End

Yes

No

Particle Translational Movement

Increase Time Step (++t)

eq

eq

Predict m(r,t+ t),um(r,t+ t),Tm(r,t+ t)

Correct um(r,t+ t),Tm(r,t+ t) and Calculate m(r,t),um(r,t),Tm (r,t)
eq eq

eq eqeq

eq eq eq eq

eq

Calculate (r,t),u(r,t),T(r,t)

図 5.1: Flow chart of MIX
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5.5 数値解による検証

本節ではMIXを用いて拡張した三成分流体LBモデルで数値解検証を行った. 混

和多成分流体の場合，各成分が等しい割合で完全混合した混合流体は各成分の物

性値の算術平均値を持つ一成分流体と一致すると考えられる. 本節では三成分流

体の場合を扱い，MIXの妥当性を検討した. また，MIXの相互作用を検証するた

め, 三成分流体の一成分にのみ境界条件を与えた. 定常状態において, 三成分流体

LBモデルは拡張前の LBモデルの結果と同じになる必要がある. 尚, 本節では各

成分のインデックスをそれぞれ r, g, bとした.

5.5.1 クエット流れ

クエット流れ問題において, 3.6.1節で示した S.Houらの 2D9Vモデルを用いて

検証を行った. 解析条件を図 5.2に示す. 格子点数は 161× 161とし, 上壁を移動壁

(滑りあり), 下壁を固定壁 (滑りなし), 左右を周期境界とした.

 

Periodic Periodic 

Fixed wall  

Moving wall U 

y 

x 
[0,0] 

[0,160] 

[160,0] 

図 5.2: Problem description of Couette flow

その他の解析条件は表 5.1のように置いた. 三成分 2D9Vモデルでは相互作用の

検証のため, 一成分にのみ境界条件を与えた. 尚, レイノルズ数Re=100とした.

図 5.3は定常状態における x = 80における x方向流速である. 横軸は水平方向流

速, 縦軸は y座標である. 実線は拡張前の 2D9Vモデルによる結果, ◇はMIXによ

る三成分 2D9Vモデルの結果, ＋は解析解を表す. 2つのモデルの解析結果はよく
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表 5.1: Detailed condition of Couette flow using MIX

1Comp (Original) 3Comp (MIX)

Single relaxation time 1.00 　 r:0.900, 　 g:1.00, b:1.10

Local density 6.00 　 r:2.00, 　 g:2.00, b:2.00

Moving wall (Speed) 0.104 　 r:0.104,　 g:free, b:free

Fixed wall (Speed) 0.00 　 r:0.00, 　 g:free, b:free

一致していることが確認できる. また, 三成分 2D9Vモデルでは常に密度比を 1:1:1

に保っていることが確認できた. 尚，定常状態に達するまでの各タイムステップに

おける一成分モデルと三成分モデルの各物理量が一致していることから, MIXは

非定常流れに対しても有効であると考えられる．以上の結果より, MIXは非熱流

体 LBモデルにおいて有効な手法であると考えられる.

図 5.3: Horizontal velocity of MIX at x = 80
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5.5.2 サーマルクエット流れ

3.6.2節で示したサーマルクエット流れを用いてMIXの数値解検証を行った. 詳

細な解析条件を表 5.2に示す. 尚, レイノルズ数Re=300とした.

表 5.2: Details of thermal Couette flow problem using MIX

1Comp (Original) 　 3Comp (MIX)

Single relaxation time 1.0 　 r:0.90, g:1.0, b:1.1

Local density 6.0 　 r:2.0, g:2.0, b:2.0

Moving wall (Speed) 0.30 　 r:0.30, g:free, b:free

Moving wall (Static temperature) 0.52 　 r:0.52, g:free, b:free

Fixed wall (Speed) 0.00 　 r:0.00, g:free, b:free

Fixed wall (Static temperature) 0.48 　 r:0.48, g:free, b:free

図 5.4は定常状態における計算領域中心 (x = 64)における水平方向流速である.

横軸は x方向の流速, 縦軸は y軸座標を表す. また, 実線は元の 2D21Vモデルの x

方向流速, ◇はMIXによる三成分 2D21Vモデルの x方向流速, ＋は解析解である.

MIXによる三成分 2D21Vモデルの x方向流速は元の 2D21Vモデルの流速と良い

一致が見られる.

図 5.5は定常状態における計算領域中心 (x = 64)での温度分布であり, 横軸は温

度, 縦軸は y軸座標を表す. また, 実線は元の 2D21Vモデルの温度, ◇はMIXによ

る三成分 2D21Vモデルの温度, ＋は解析解である. 二つのモデルとも同じ温度分

布となっていることが分かる. また，定常状態に到達するまでの二つのモデルの各

物理量が等しいことから, MIXは非定常流れに対しても有効であると考えられる．

以上の結果より, MIXは非熱流体 LBモデルを多成分熱流体 LBモデルに拡張す

る有効な手法であると考えられる.
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図 5.4: Horizontal velocity of MIX at x = 64

図 5.5: Static Temperature of MIX at x = 64
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5.6 混和三成分流体解析

5.6.1 解析条件

前節で示した三成分 2D21Vモデルを用い,三成分の混合 (攪拌)シミュレーション

を行った. 解析条件を図5.6に示す. 格子点数は126×126,上壁をT = 0.55, UTOP =

0.05の加熱移動壁 (滑りあり), 下壁を T = 0.45, UBOTTOM = −0.05の冷却固定壁

(滑りあり),左右を周期境界とした. 各成分の単一緩和係数はそれぞれ τr = 1.0, τg =

1.01, τb = 1.02とした. また, 初期状態では静止流体を仮定し, 各成分を三相に分離

させた. 尚, レイノルズ数Re=100である.

 

 

 

Component 

R  

 

 

Component 

G  

 

 

Component 

B  

Moving wall(T=0.55) 

Moving wall(T=0.45) 

UTOP 

UBOTTOM 

Periodic Periodic 

y 

x 

図 5.6: Problem description of mixing 3 phases

5.6.2 解析結果

以下に三成分の混合状態の時間変化を示す. 三成分の存在比をRGBの色成分の

大きさと対応させ可視化を行った. カラーレジェンドと三相の混合状態の関係を表

5.3に示す.
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表 5.3: Relation between color-map and mixing states

Color State of mixing

Black Vacuum

Red Particle R only

Green Particle G only

Blue Particle B only

Violet Particle R and B mixed

Sky blue Particle G and B mixed

Yellow Particle R and G mixed

White All Particle mixed

・初期状態 (t = 0)

　図 5.7は初期状態の三成分の存在比であり, 三成分は分離していることが確認で

きる.

 

図 5.7: Initial state of three phases at t = 0
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・混合の開始 (t = 500)

　図 5.8は t = 500における温度分布である. 尚, 温度分布は三成分の平均温度を

用いた. 加熱壁および冷却壁付近では熱伝導により流れ場の温度変化が見られる.

 

図 5.8: Static temperature profile of three phases mixing at t = 500

 

図 5.9: Existence ratio of three phases mixing at t = 500

図 5.9は t = 500における三成分の存在比である. 上壁および下壁では移動壁の

影響により各相が水平方向に移動していることがわかる. 垂直方向の領域中心で

は移動壁の影響が少ないために, 三成分の混合は分子拡散により生じていると考え
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られる. 上壁付近の三成分の混合は下壁付近に比べて早く進行していることが確

認できる. これは温度が高い程分子拡散が強くなるためであり, 定性的に妥当な結

果と考えられる.

・定常状態 (t = 10, 000)

　図 5.10は定常状態における三成分の存在比であり, 各相は完全に混合している

ことが確認できる.

 

図 5.10: The steady mixing state of three phases at t = 10, 000

以上の解析より, MIXは各相の分離状態から完全混合状態までを扱うことが可

能であることが確かめられた.

5.6.3 まとめ

本章では任意の成分数において, 動粘性係数が異なる場合でも各物理量保存を正

しく考慮可能な多成分相互作用拡張 (Multi-component Interaction eXtension)を

提案した. また, 一タイムステップ間の各物理量が保存すること, 実際の LBモデ

ルにMIXを適用した場合, 妥当な解析結果が得られることを示した. 尚，MIXを

実問題に応用する場合，各相が異なる物性値を持つことが可能であるが，表面張

力の効果が無視できる問題 (例えば，酸素と二酸化炭素の混合解析など)への適用

が望ましいと考えられる．以上より, MIXはLBモデルを混和多成分流体モデルに

拡張する有効な手法であると結論付けられる.
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第 6章

格子ボルツマン法の反応多成分相互作

用拡張

本章では化学反応などによる質量変化を扱うことが可能な反応多成分拡張につ

いて議論を行う．この手法は, MIXを化学反応などによる各成分の質量変化を考

慮できるよう改良したものである. 反応多成分相互作用拡張の概要，解析的な証

明，数値解による検証，および解析例を示す.

6.1 反応多成分相互作用拡張の概要

「多成分相互作用拡張」では, 成分間相互作用において各成分の質量保存が成立

すると仮定している. 従って, 「多成分相互作用拡張」では化学反応などによる各

成分の質量変化を考慮することが難しい. そこで, 化学反応などによる各成分の質

量変化を考慮できるよう「多成分相互作用拡張」を改良した「反応多成分相互作

用拡張」を提案した.

「反応多成分相互作用拡張」では, 各成分の質量変化を化学反応式やアレニウス

式などを用いて算出し, 次タイムステップの各成分の質量変化を考慮するのが特徴

である. また, 各物理量補正は, 次タイムステップの密度比 (化学種分率)を用いて

分配を行うことで物理量保存を考慮する. 尚, 「反応多成分相互作用拡張」の詳細

を次節で示す.

86



6.2 反応多成分相互作用拡張

　反応多成分相互作用拡張 (REaction Multi-component Interaction eXtension,

以下REMIXと略す)では, 一タイムステップ間の各物理量保存を議論するために

並進過程を考慮せず, 衝突過程のみを考慮する. 並進過程を考慮しない場合, 成分

mの LBEは以下の式となる.

fmσi(r, t + ∆t) =
(
1− 1

τm

)
fmσi(r, t) +

1

τm

f eq
mσi(r, t) (6.1)

6.2.1 質量

∆t後の成分mの密度を

ρm(r, t + ∆t) = ρm(r, t) + ∆ρm(r, t) (6.2)

とすると1, ∆t後の成分mの密度変化を実現する平衡状態の成分mの密度は LBE

より式 (6.3)となる.

ρeq
m(r, t) = τmρm(r, t + ∆t)− (τm − 1) ρm(r, t) (6.3)

また, 式 (6.2)を成分mについて総和を取ると, 次タイムステップの総和密度が

得られる.

ρ(r, t + ∆t) = ρ(r, t) + ∆ρ(r, t) (6.4)

以上より, 質量変化を考慮した平衡状態の密度を求めることができた.

6.2.2 運動量

平衡状態の密度は式 (6.3)より求めたものを用いると2, ρm(r, t + ∆t), ρeq
m(r, t)は

定数とみなせる. 次に, 平衡状態の流速を求める. 成分mの LBEに eσiを掛け σ, i

について総和を取ると,

ρm(r, t + ∆t)um(r, t + ∆t) =
(
1− 1

τm

)
ρm(r, t)um(r, t)

1各成分の質量 (密度)変化は, 質量変化に関する式を用いて求める. 例えば, 化学反応の場合は

　　アレニウスの反応速度式などを用いる.
2式 (6.3)で求めた密度を用いれば次タイムステップの密度変化を考慮できる.
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+
1

τm

ρeq
m(r, t)ueq

m(r, t) (6.5)

各成分の現在および次タイムステップの運動量についてmで総和を取ると,

ρ(r, t)u(r, t) =
∑
m

ρm(r, t)um(r, t) (6.6)

ρ(r, t + ∆t)u(r, t + ∆t) =
∑
m

ρm(r, t + ∆t)um(r, t + ∆t) (6.7)

また, 平衡状態における流速は現在の平均流速になると仮定すると,

ueq(r, t)|tmp = u(r, t) (6.8)

となる. 式 (6.8)の流速を用いて仮の次タイムステップ運動量をLBEより求めると,

ρm(r, t + ∆t)um(r, t + ∆t)|tmp =
(
1− 1

τm

)
ρm(r, t)um(r, t)

+
1

τm

ρeq
m(r, t)

{
ueq(r, t)|tmp

}
(6.9)

式 (6.9)の左辺についてmで総和を取ると,

ρ(r, t + ∆t)u(r, t + ∆t)|tmp =
∑
m

ρm(r, t + ∆t)um(r, t + ∆t)|tmp (6.10)

となる. 仮の次タイムステップ総和運動量式 (6.10)と現在の総和運動量式 (6.7)の

差分∆momentum(r, t)が総和運動量を保存するための補正量となる.

∆momentum(r, t) = ρ(r, t + ∆t) u(r, t + ∆t)|tmp − ρ(r, t)u(r, t) (6.11)

この∆momentum(r, t)を各成分の単一緩和係数 τm, および各成分の次タイムス

テップの密度比に応じて分配することで次タイムステップの運動量を補正する. 尚,

τmaxは各成分の中で最大の τmを表す.

ρm(r, t + ∆t)um(r, t + ∆t) = ρm(r, t + ∆t)um(r, t + ∆t)|tmp

−∆momentum(r, t)




ρm(r, t + ∆t)(τmax − τm)∑
m

ρm(r, t + ∆t)(τmax − τm)


 (6.12)

また,成分mが一タイムステップ間に∆ρmum(r, t)だけ運動量が変化した場合は

ρm(r, t + ∆t)um(r, t + ∆t) = ρm(r, t + ∆t)um(r, t + ∆t)|tmp + ∆ρmum(r, t)
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−∆momentum(r, t)




ρm(r, t + ∆t)(τmax − τm)∑
m

ρm(r, t + ∆t)(τmax − τm)


(6.13)

となる. この次タイムステップの運動量を用いて, 平衡状態の運動量を LBEより

求めると,

ρeq
m(r, t)ueq

m(r, t) = τmρm(r, t + ∆t)um(r, t + ∆t)

−(τm − 1)ρm(r, t)um(r, t) (6.14)

式 (6.13)を代入すると,

ρeq
m(r, t)ueq

m(r, t) = τm





ρm(r, t + ∆t)um(r, t + ∆t)|tmp + ∆ρmum(r, t)

−∆momentum(r, t)


 ρm(r,t+∆t)(τmax−τm)∑

m

ρm(r,t+∆t)(τmax−τm)








−(τm − 1)ρm(r, t)um(r, t)

となる. 以上より, 総和運動量保存が成立し, ∆t間の各成分の質量変化, および成

分間の相互作用を考慮した平衡状態における運動量を求めることができる.

6.2.3 エネルギー

平衡状態の密度は式 (6.3)より, 平衡状態の流速は式 (6.14)から求めたので3, 以

後 ρm(r, t+∆t), ρeq
m(r, t)およびum(r, t+∆t), ueq

m(r, t)は定数として扱う. まず, 平

衡状態の内部エネルギーを求める. 成分mの LBEの両辺に e2
σi/2を掛け, σ, iで総

和を取ると, 成分mのエネルギーに関する式が導かれる.

ρm(r, t + ∆t)

[
u2

m(r, t + ∆t)

2
+ εm(r, t + ∆t)

]

=
(
1− 1

τm

)
ρm(r, t)

[
u2

m(r, t)

2
+ εm(r, t)

]
+

1

τm

ρeq
m(r, t)

[
ueq

m(r, t)2

2
+ εeq

m(r, t)

]

(6.15)

各成分の現在のエネルギーについてmで総和を取ると,

ρ(r, t)

[
u2(r, t)

2
+ ε(r, t)

]
=

∑
m

ρm(r, t)

[
u2

m(r, t)

2
+ εm(r, t)

]
(6.16)

3平衡状態の密度および流速を用いることにより, 質量変化および総和運動量保存を考慮する　

　　ことができる.
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また, 各成分の次タイムステップのエネルギーについてmで総和を取ると,

ρ(r, t + ∆t)

[
u2(r, t + ∆t)

2
+ ε(r, t + ∆t)

]

=
∑
m

ρm(r, t + ∆t)

[
u2

m(r, t + ∆t)

2
+ εm(r, t + ∆t)

]
(6.17)

となる. 平衡状態における内部エネルギーは現在の平均内部エネルギーになると

仮定すると,

εeq(r, t)|tmp = ε(r, t) (6.18)

となる．この内部エネルギーを用い, 仮の次タイムステップ熱エネルギーを求め

ると,

ρm(r, t + ∆t)

[
u2

m(r, t + ∆t)

2
+ ε(r, t + ∆t)

]∣∣∣∣∣
tmp

=
(
1− 1

τm

)
ρm(r, t)

[
u2

m(r, t)

2
+ εm(r, t)

]

+
1

τm

ρeq
m(r, t)

[
ueq

m(r, t)2

2
+ εm(r, t)|tmp

]

(6.19)

式 (6.19)の左辺をmについて総和を取ると,

ρ(r, t + ∆t)

[
u2(r, t + ∆t)

2
+ ε(r, t + ∆t)

]∣∣∣∣∣
tmp

=
∑
m

ρm(r, t + ∆t)

[
ueq

m(r, t + ∆t)2

2
+ εm(r, t + ∆t)

]∣∣∣∣∣
tmp

(6.20)

式 (6.20)の仮の次タイムステップエネルギーと式 (6.17)の現在のエネルギー差分

∆energy(r, t)が総和エネルギーを保存するために必要な補正量となる.

∆energy(r, t) = ρ(r, t + ∆t)

[
u2(r, t + ∆t)

2
+ ε(r, t + ∆t)

]∣∣∣∣∣
tmp

−ρ(r, t)

[
u2(r, t)

2
+ ε(r, t)

]
(6.21)

この∆energy(r, t)を τm, 及び次タイムステップの各成分の密度比に応じて分配し,

次タイムステップのエネルギーの補正を行う. 従って, 成分mの次タイムステップ

エネルギーは,

ρm(r, t + ∆t)

[
u2

m(r, t + ∆t)

2
+ εm(r, t + ∆t)

]
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= ρm(r, t + ∆t)

[
u2

m(r, t + ∆t)

2
+ εm(r, t + ∆t)

]∣∣∣∣∣
tmp

−∆energy(r, t)




ρm(r, t + ∆t)(τmax − τm)∑
m

ρm(r, t + ∆t)(τmax − τm)


 (6.22)

となる. また, 成分mが一タイムステップ間に∆εm(r, t)だけエネルギーが変化す

る場合は

ρm(r, t + ∆t)

[
u2

m(r, t + ∆t)

2
+ εm(r, t + ∆t)

]

= ρm(r, t + ∆t)

[
u2

m(r, t + ∆t)

2
+ εm(r, t + ∆t)

]∣∣∣∣∣
tmp

−∆energy(r, t)




ρm(r, t + ∆t)(τmax − τm)∑
m

ρm(r, t + ∆t)(τmax − τm)


 + ∆εm(r, t)

(6.23)

となる. 式 (6.23)の次タイムステップのエネルギーを用いると, 平衡状態のエネル

ギーは LBEより,

ρeq
m(r, t)

[
ueq

m(r, t)2

2
+ εeq

m(r, t)

]

= τmρm(r, t + ∆t)

[
u2

m(r, t + ∆t)

2
+ εm(r, t + ∆t)

]

+ (τm − 1) ρm(r, t)

[
u2

m(r, t)

2
+ εm(r, t)

]

(6.24)

式 (6.23)を代入すると,

ρeq
m(r, t)

[
ueq

m (r,t)2

2
+ εeq

m(r, t)
]

= τm





ρm(r, t + ∆t)
[
u2

m(r,t+∆t)
2

+ εm(r, t + ∆t)
]∣∣∣

tmp
+ ∆εm(r, t)

−∆energy(r, t)


 ρm(r,t+∆t)(τmax−τm)∑

m

ρm(r,t+∆t)(τmax−τm)








+ (τm − 1) ρm(r, t)
[
u2

m(r,t)
2

+ εm(r, t)
]

となる. 以上より, 総和エネルギー保存を満たし, 各成分の相互作用および各成分

の密度変化を考慮した平衡状態のエネルギーを求めることができた.
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6.3 各物理量の保存

本節ではREMIXが各物理量保存を満たすことを示す. 尚, 各物理量の保存を検

証するため, LBEにおける並進過程は考慮せず議論を行う.

6.3.1 質量保存

式 (6.1)の両辺を σ, iについて総和を取ると, 成分mの密度に関する式 (6.25)が

導かれる.

ρm(r, t + ∆t) =
(
1− 1

τm

)
ρm(r, t) +

1

τm

ρeq
m(r, t) (6.25)

式 (6.2)および (6.3)を代入すると, 成分mの質量保存の式が得られる.

ρm(r, t + ∆t) = ρm(r, t) + ∆ρm(r, t) (6.26)

mについて総和を取ると, 総和質量保存の式となる.

ρ(r, t + ∆t) = ρ(r, t) + ∆ρ(r, t) (6.27)

以上より, 一タイムステップ間の成分mの密度変化∆ρm(r, t) = 0の時, 各成分

の密度保存が成立する. また, 密度変化の総和∆ρ(r, t) = 0の時に総和質量保存が

成立する.

6.3.2 運動量保存

並進過程を考慮しない成分mのLBEは式 (6.1)となる. 式 (6.1)に eσiを掛け σ, i

について総和を取ると, 成分mの運動量関係式 (6.28)が得られる.

ρm(r, t + ∆t)um(r, t + ∆t) =
(
1− 1

τm

)
ρm(r, t)um(r, t)

+
1

τm

ρeq
m(r, t)ueq

m(r, t) (6.28)

式 (6.13)および (6.14)を代入し, mについて総和を取ると,

ρ(r, t + ∆t)u(r, t + ∆t) = ρ(r, t + ∆t)u(r, t + ∆t)|tmp
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−∆momentum(r, t) + ∆ρu(r, t) (6.29)

となる. また, 式 (6.9)を代入すると総和運動量保存の式

ρ(r, t + ∆t)u(r, t + ∆t) = ρ(r, t)u(r, t) + ∆ρu(r, t) (6.30)

が得られる. 一タイムステップ間の運動量変化∆ρu(r, t) = 0の時, 総和運動量保

存が成立することが確認できる.

6.3.3 エネルギー保存

並進過程を考慮しない成分mの LBE, 式 (6.1)の両辺に e2
σi/2を掛け σ, iについ

て総和を取ると, 成分mのエネルギーに関する式 (6.31)が得られる.

ρm(r, t + ∆t)

[
u2

m(r, t + ∆t)

2
+ εm(r, t + ∆t)

]

=
(
1− 1

τm

)
ρm(r, t)

[
u2

m(r, t)

2
+ εm(r, t)

]

+
1

τm

ρeq
m(r, t)

[
ueq

m(r, t)2

2
+ εeq

m(r, t)

]
(6.31)

式 (6.23)および (6.24)を代入し, mについて総和を取ると, 総和エネルギー保存の

式 (6.32)が導かれる.

ρ(r, t + ∆t)

[
u2(r, t + ∆t)

2
+ ε(r, t + ∆t)

]

= ρ(r, t + ∆t)

[
u2(r, t + ∆t)

2
+ ε(r, t + ∆t)

]∣∣∣∣∣
tmp

−∆energy(r, t) + ∆ε(r, t) (6.32)

式 (6.21)を代入すると,

ρ(r, t + ∆t)

[
u2(r, t + ∆t)

2
+ ε(r, t + ∆t)

]

= ρ(r, t)

[
u2(r, t)

2
+ ε(r, t)

]
+ ∆ε(r, t) (6.33)

となる. 一タイムステップ間の総和エネルギー変化∆ε(r, t) = 0の時, 総和エネル

ギー保存が成立することが確認できる. 以上より, REMIXは各物理量保存を正し

く考慮可能であることが確認できた.
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6.4 反応多成分相互作用拡張のアルゴリズム

反応多成分相互作用拡張のフローチャートを図 6.1に示す. 多成分相互作用拡張

を基にしているため, 変更点はステップ 6:が追加されているだけである.

1: 各成分の初期物理量設定 　初期状態における各成分の巨視的な物理量を指定

する.

2: 各成分の平衡分布算出 　初期物理量および平衡分布関数を用い, 各成分の平衡

分布を求める.

3: 各成分の初期粒子分布設定 　2で求めた平衡分布を初期状態の粒子分布とする.

4: 各成分の巨視的物理量の算出 　各成分の粒子分布から巨視的物理量を求める.

5: 混合流体としての巨視的物理量の算出 　各成分の粒子分布を総和し,混合流体

としての成分毎の巨視的物理量を求める.

6: 次タイムステップの各成分の密度算出 　 4, 5で求めた流速 (および温度)を基

に, 各成分の次タイムステップ密度を求める. 尚, 密度算出にはアレニウス式

など他の方程式を用い, 流れ場解析と反応式を連成させる.

7: 予測：仮の次タイムステップ計算 　 4, 5, 6で求めた物理量を用いて仮の次タ

イムステップ物理量を求める. 尚, 物理量保存を考慮するために並進過程は

考慮せず, 衝突過程のみを考慮する.

8: 修正：各成分の物理量の補正 　 7で求めた仮のタイムステップ物理量を物理

量保存が成立するように修正を行う.

9: 各成分の境界条件設定 　各成分の境界上の巨視的物理量を指定した物理量で

上書きを行う.

10: 成分毎の平衡分布の計算 　 8, 9で求めた巨視的物理量を用い, 各成分の平衡

分布関数を計算することで各成分の平衡分布を求める.

11: 成分毎の粒子並進移動 (粒子追跡) 　各成分の LBEに従い, 成分毎に粒子を

移動させる.
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12: 粒子位置の確認 　計算領域外もしくは壁面を通過する粒子を判別する. 粒子

が壁面などを通過する場合,「粒子反射則または周期境界条件」を適用する.

13: 流れ場の収束判定 　流れ場が収束していない場合は,「4: 巨視的物理量の算

出」の部分に戻り, 流れ場が収束した場合は計算を終了する. 尚, 非定常性の

強い問題の場合は予め指定した反復回数で計算を終了させる必要がある.
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Set Initial Condition (t=0) m(r t), um(r t), Tm(r t)

Calculate Equilibrium Distribution f m i(r t)

Substitute fm i(r t) for fm i(r t)

Calculate Next Time Step Density m(r,t)

Set m (r,t),um (r,t),Tm (r,t) on Boundary

Calculate fm i(r t) for m (r,t),um (r,t),Tm (r,t)

Particle Thrusts Boundary ?

Yes

No

Particle Reflection Law Applied

Flow Field Converged ?

End

Yes

No

Particle Translational Movement

Increase Time Step (++t)

eq

eq

Quantities Correction and calculate um (r,t),Tm (r,t)

Calculate m(r,t),um(r,t),Tm(r,t) etc.from fm i(r, t)

eq

Calculate (r,t),u(r,t),T(r,t) 

Predict um(r,t+ t),Tm(r,t+ t)

eq eq

eq eq eq

eq eq eqeq

図 6.1: Flow chart of REMIX
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6.5 数値解による検証

REMIXを用いてLBモデルを三成分LBモデルに拡張し, 数値解検証を行う. 各

成分が均等に混合した場合，三成分流体は三成分の物性値の平均値を持つ一成分

流体と一致するかどうかを検討した. 三成分 LBモデルでは一成分にのみ境界条件

を与え, REMIXの相互作用を検証した. 三成分 LBモデルの結果は定常状態にお

いて元の LBモデルの結果と一致する必要がある.

6.5.1 クエット流れ

5.5.1節のクエット流れにおける数値解検証をREMIXを用いて行った. 三成分流

体の拡張にREMIXを用いた以外は,全て5.5.1節の解析条件と同じである. REMIX

では反応などによる各成分の質量変化を考慮することが可能であるが, 本検証では

簡単のため質量変化は考慮しない.

図 6.2は定常状態における x = 80での x方向流速である. 横軸は x方向流速, 縦

軸は y軸座標を表す. 実線は元の 2D9Vモデルの x方向流速であり, ◇は三成分

2D9Vモデルの x方向流速, ＋は解析解である. 三成分 2D9Vモデルの流速分布は

元の 2D9Vモデルの流速分布と良く一致していることが分かる. また，定常状態に

達するまでの二つのモデルの各物理量が一致していることから REMIXは非定常

流れに対して有効であると考えられる．以上の結果から, REMIXは非熱流体 LB

モデルにおいて有効な手法であることが確かめられた.
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図 6.2: Horizontal velocity of Couette flow at x = 80 (REMIX)

6.5.2 サーマルクエット流れ

3.6.2節のサーマルクエット流れの問題をREMIXに適用し数値解検証を行った.

三成分流体への拡張にREMIXを用いた以外は, 3.6.2節と同じ解析条件である. 簡

単のため, 反応等による各成分の質量変化は考慮しない.

図 6.3は定常状態における x = 64の x方向流速である. 横軸は x方向流速, 縦軸

は y軸方向座標を表す. 実線は元の 2D21Vモデルによる x方向流速, ◇はREMIX

による三成分 2D21Vモデルの x方向流速であり良い一致が見られる. 参考のため,

解析解を＋で示した. また, 図 6.4は定常状態における x = 64の温度分布であり,

横軸は温度, 縦軸は y軸座標を表す. 実線は元の 2D21Vモデルによる温度分布, ◇

は REMIXによる三成分 2D21Vモデルによる温度分布, ＋は解析解である. 二つ

のモデルの温度分布は良く一致している. また，定常状態に達するまでの二つの

モデルの各物理量が一致していることから, REMIXは非定常流れに対して有効で

あると考えられる．以上より, 熱流体 LBモデルにおいてもREMIXは有効な手法

であると結論付けられる.
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図 6.3: Horizontal velocity of thermal Couette flow at x = 64 (REMIX)

図 6.4: Static temperature of thermal Couette flow at x = 64 (REMIX)
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6.6 反応性混和三成分流体解析

6.6.1 解析条件

6.5.2節のREMIXによる三成分 2D21Vモデルを用いて, 反応を考慮した混和多

成分流体解析を行った. REMIXにおいて成分R,G,Bは以下の式に従い, 反応によ

る質量変化を考慮した. 但し, 逆反応および反応前後での発熱は考慮しない.

aR + bG → cB (6.34)

ここで a, b, cはモル数を表し, c = a + bであり, 各成分の粒子 1個の質量は等しい

と仮定した. また, 反応速度 ωは温度依存性を無視し, アレニウス式を用いた.

ω = 10−2 [Ra]
a [Gb]

b (6.35)

図 6.5に問題設定を示す. 格子点数は 126×126,上壁を断熱移動壁 (滑りあり),そ

の他の壁を断熱固定壁 (滑りなし)とした. 初期条件として初期密度ρ = 0.1, T = 0.5

の静止流体を仮定し, 図 6.5のように成分RとGを分離して配置した. 各成分の単

一緩和係数はそれぞれ τr = 1.0, τg = 1.01, τb = 1.02とした.

 

 

Component G 

 

Component R 

Adiabatic moving wall U 

Adiabatic fixed wall 

y 

x 

図 6.5: Problem description of reaction miscible multi-phase flow
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6.6.2 解析結果

反応による各成分の質量変化を示す. 尚, 三成分の存在比は 5.6節と同様にRGB

を用いて可視化した.

・初期状態 (t = 0)

　図 6.6は初期状態の三成分の存在比である. 初期状態では成分 RとGのみ流れ

場に存在している.

図 6.6: Initial state of existence ratio of reaction flow at t = 0
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・反応による質量変化 (t = 1, 000)

　図 6.7は t = 1, 000における三成分の存在比である. 反応により成分Bが境界相

付近で生成されていることが確認できる. また, 上壁の移動の影響により境界相が

変形している.

図 6.7: Mixing state of existence ratio of reaction flow at t = 1, 000
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・分子拡散と対流混合による反応速度差 (t = 2, 500)

　図 6.8は t = 2, 500における流線である. 尚, 流速は三成分の平均流速を用いた.

計算領域中央部付近ではメインフローは水平方向に流れており, 計算領域の左壁お

よび右壁付近ではメインフローは垂直方向に流れている.

図 6.8: Streamlines of reaction flow at t = 2, 500

図 6.9はこの時の三成分の存在比であり, 計算領域左上付近で反応が早く進行し

ている. これは流れ場の影響により成分RとGの混合が促進されたためと考えら

れる. 計算領域中央部辺りでは鉛直方向の流れがないために, 主に分子混合により

反応が進行しているものと考えられる.
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図 6.9: The steady state of existence ratio of reacted flow at t = 2, 500

・定常状態 (t = 20, 000)

　図 6.10は定常状態における三成分の存在比である. 流れ場には成分Bのみが分

布していることから, 定性的に妥当な解析結果であると言える.
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図 6.10: Existence ratio of reacted flow (t = 20, 000)

6.7 まとめ

本節では反応による質量変化を考慮可能な反応多成分拡張 (REaction Multi-

component Interaction eXtension)を提案した. REMIXは一タイムステップ間の

各物理量保存を正確に考慮することが可能である. また, 数値解検証では妥当な解

析結果が得られることが確認できた. 反応性混和多成分流体解析例では反応によ

る各成分の質量変化を扱えることが確認できた. 尚，REMIXは各成分が異なる物

性値を持つことが可能であるが，表面張力が顕著な問題への適用は難しいと考え

られる．REMIXの実問題への応用例として，NOxや SOxと水蒸気の反応などが

挙げられる. 以上より, REMIXは LBモデルを反応性多成分流体解析可能に拡張

できる有効な手法であると結論付けられる.
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第 7章

反応多成分拡張法の並列性能

本章では本研究で提案した四つの拡張法の中で最も相互作用計算負荷が高い反

応多成分相互作用拡張の並列性能について議論を行う. REMIXを S.Houらによる

2D9Vモデルと蔦原らによる 2D21Vモデルに適用し, Cray T3E 1200Eで並列ベン

チマークを行った. 表 7.1にT3Eの仕様を示す.

表 7.1: Specification of Cray T3E 1200E

Architecture Distributed Memory (Scalar)

Network 3D Torus

Number of PE 128

CPU(1PE) Alpha 21164a 600MHz

Memory(1PE) 512MByte (3rd cache)

OS Cray unicos 2.0.6.08

Compiler Cray Standard C 6.6.0.2

Parallel Library MPI
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7.1 並列化手法

7.1.1 領域分割法

LBMの並列化手法としては領域分割 [18]およびDavid R.Nobleらによる機能分

散 [15] が挙げられる. 本稿では LBMの変数の空間依存性が少ないことに着目し，

領域分割による並列化を行った. 並列化手法として二次元領域分割を行い, 各 PE

の配列確保は計算に必要な部分だけ確保した.

7.1.2 ノンブロッキング通信および通信隠蔽

図 7.1に境界上の格子点の粒子分布交換の概念図を示す. PE0は領域外に飛んで

いく粒子を PE1に渡し, PE1から飛んでくる粒子を受け取る. 従って, 粒子が∆t

の間にN∆x移動するモデルの場合, N 格子点分だけ依存関係が発生する.

 

PE1 PE0 

図 7.1: Concept of exchanging particles between PEs

従って，図 7.2のような 1次元領域分割の場合, 通信が必要となる領域は斜線の

部分のみであり, その他の部分は通信状態に依存せず処理が可能である. 従って,

通信と計算を同時に行うこと (通信隠蔽)[23]が可能となる. また, 通信隠蔽を行う

ために PE間の通信はノンブロッキング通信を用いて行った.

  

PE0 

 

PE1 

図 7.2: Dependencies of communication betweens PEs
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7.2 並列性能評価

7.1節で示した並列化手法を用いて, 並列性能の評価を行った. 本節ではPE毎の

計算負荷を一定にして並列ベンチマークを行い, 並列化によるスケーラビリティを

測定し，大規模問題への適用性を検証した. ここでは, 3.6.1節のキャビティ流れ問

題を用いた．

7.2.1 2D9Vモデルのスケーラビリティ

1PEあたりの計算量を図 7.3のように固定 (PE数を増やした場合，計算領域サ

イズを PE数分だけ大きく)し, 通信負荷の評価を行った. 例えば，図 7.3の場合，

4PEを使用時には計算領域を 4倍にする1. ベンチマーク問題として 3.6.1節のキャ

ビティ流れ問題を用いた．但し, 計算条件は表 7.2とした．尚，nは使用 PE数を

表す2.

 

PE0 

 

PE2

 

PE0 

 

PE3 

 

PE1 

at 1PE at 4PEs

図 7.3: Speed-up ratio of REMIX

図 7.4は格子点数 n × 1282, 500タイムステップ経過時の並列効率である. 横軸

は PE数, 縦軸はスケーラビリティを表す. 実線は理想のスケーラビリティ, ◇は

1並列化のオーバーヘッドが無ければ，1PE使用時の実行時間とNPE使用時の実行時間は等し

　　くなる.
2尚, 反応多成分拡張法では計算時間は N 成分の場合, 一成分の計算時間の約 N 倍となる.

　　また, 他の拡張法の計算時間も同様の傾向がある.
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表 7.2: Calculation condition of overhead measurement

Single relaxation time 1.265

Lattice size per 1PE 128 × 128

Total lattice size (nPE) 128 × 128 × n

Parallelization 2 dimensional decomposition

Measured time step 500

Number of components 1, 2, 4

元の 2D9Vモデルのスケーラビリティ, その他はREMIXによる多成分 2D9Vモデ

ルのスケーラビリティである. 尚, 本稿ではスケーラビリティを以下の式で定義し

た. Totaltimeは計算時間と通信時間の総和, PEは使用PE数, CMP は成分の数

を表す．

Scalability(CMP, PE) ≡ Totaltime(CMP, 1)

Totaltime(CMP, n)
(7.1)

図 7.4: Scalability of REMIX (2D9V)
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図 7.4から任意の成分数に対し, スケーラビリティはほぼ 1であることが確かめら

れた3. 以上より, 2D9VモデルにおいてREMIXは成分数に依存せずに理想的な並

列処理が行えることを確認できた.

7.2.2 2D21Vモデルのスケーラビリティ

本節では蔦原らによる 2D21Vモデルに REMIXを適用し並列ベンチマークを

行った. 2D21Vモデルでは仮想粒子の速度が増えるために PE間の通信量が増加

し，また通信の依存関係も 2D9Vモデルと比較して大きくなる. 本節では 2D21V

モデルにおいてもREMIXが高いスケーラビリティを保てるかどうかを検証した.

ベンチマーク問題として 7.2.1節のキャビティ流れ問題を用いた4.

図 7.5: Scalability of REMIX (2D21V)

図 7.5は格子点数 n × 1282, 500タイムステップ経過時の並列効率である. 横軸

は PE数, 縦軸はスケーラビリティを表す. 実線は理想のスケーラビリティ, ◇は

元の 2D21Vモデルのスケーラビリティ, その他はREMIXによる多成分 2D21Vモ

デルのスケーラビリティである. 図 7.5から各成分数とも，スケーラビリティはほ

3Cray T3Eでは 1PEの時のみ実行時間が長くなる傾向があるため，スーパーリニアは見かけ

　　上のものと考えられる.
4但し，壁面を等温壁とし解析を行った.
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ぼ 1であるとみなせる. 以上より, 2D21VモデルにおいてREMIXは成分数に依存

せずに理想的な並列処理が行えることを確認できた.

7.3 まとめ

2D9Vモデルおよび 2D21Vモデルを用いた並列ベンチマークからREMIXは任

意の成分数に対し, スケーラビリティはほぼ１となることが確認できた. このこと

から REMIXは並列計算機を用いた大規模計算に適していると考えられる．以上

より, REMIXは並列計算機の性能を有効に活用できる混相流解析手法であると言

える.
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第 8章

結言

本稿では一成分LBモデルを多成分流体に拡張する手法を四つ提案した. これら

の手法は, 従来では扱いが難しい熱を考慮した多成分 LBモデルを一成分 LBモデ

ルから導くことが可能である. 各手法の特徴を以下に示す.

・多成分拡張法 (Multi-Component Extension Method)

　　単一緩和係数 (動粘性係数や熱伝導係数に関連するパラメータ)が等しい

　　多成分流体への拡張が可能であり, アルゴリズムは最もシンプルである.

　　また, 単相流の流れの可視化に応用可能であると考えられる.

・混合多成分拡張 (Mixture Multi-component Extension)

　　単一緩和係数が異なる多成分流体への拡張が可能である. 但し, 混合領域

　　では各成分の単一緩和係数は平均化されるため各成分の運動状態を

　　精密に解析することは難しいと考えられる.

・多成分相互作用拡張 (Multi-component Interaction eXtension)

　　単一緩和係数が異なる多成分流体への拡張が可能である.

　　また, 成分間の相互作用を正しく考慮可能であり, 各成分の詳細な運動を

　　解析することが可能である.
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・反応多成分相互作用拡張 (REaction Multi-component Interaction eXtension)

　　反応多成分相互作用拡張を反応などによる各成分の質量変化を扱えるよう

　　拡張した手法である. 反応による質量変化, 運動量変化, エネルギー変化

　　を扱うことも可能であるが, アルゴリズムは最も複雑である.

これら四つの拡張法を, 適用する問題に応じて使い分けることで高効率な多成分

流体解析が行えるものと期待される. 1

8.1 本研究のまとめ

本研究では格子ボルツマンモデルに依存せず, 一成分 LBモデルを多成分 LBモ

デルに拡張する手法を四つ提案した. これらの拡張手法は従来扱いが難しかった熱

を考慮した多成分 LBモデルを容易に導くことが可能であり, 各物理量保存を考慮

することができる. また, 従来手法では扱いが難しい各成分の対流と分子拡散によ

る混合を同時に解析することが可能である. 以上より，本研究では LBMにおいて

混和混相流を解析する手法を開発し，LBMを用いた混和混相流解析を行うことが

できた．

8.2 今後の展望

本研究で提案した一連の拡張法は混和多成分流体モデルへの拡張であり, 反応性

流体解析などへの応用や並列計算機を用いた大規模数値計算への適用が期待され

る. 今後, 非混和多成分流体解析への拡張手法を検討する予定である.

1尚, 適用する問題において四つの手法の選択が難しい場合, 反応多成分相互作用拡張を用い

　　るのが良いと考えられる. 但し, 各手法とも表面張力が顕著に存在する問題には適用できない.
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第 9章

Appendix A 代表物理量と無次元化

格子ボルツマン法 (LBM)は格子ガス法を基に発展した経緯があり, 物理量は

Cellular Automata Unit (CA)と呼ばれる無次元数で表されるのが一般的である.

しかし, LBMを工学的に応用する場合, 物理量は SI(CGS)単位系である方が有用

であることも多い. 本章では LBM研究者が提唱している三通りの LBMの有次元

物理量の扱い方を紹介する.

9.1 有次元解析

各物理量を規格化せず, 有次元物理量を用いた解析を行う手法である [17]. 尚, 仮

想粒子速度 (タイムステップサイズと格子間隔に依存)は, 流れ場の代表流速より

も充分に大きい限り, 任意の値を取ることが可能である1. この任意の仮想粒子速

度は, 通常妥当な解が得られる値を探し, 経験的に決定する必要がある.

9.2 微視的な物理量での無次元化

微視的な物理量を基準として CAをCGS単位系に変換する方法である [18]. 各

代表物理量の算出方法を表 9.1に示す.

ここで, Lは計算領域の代表長さ [cm], Nは格子点数, mは単位体積 [cm3]あたり

の質量 [g], nは単位体積中の粒子数 [cm−3], εは有次元のエネルギー [g · cm2 · s−2],

1この議論は Jian Guo Zhou博士とのプライベートコミュニケーションからの抜粋である.
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表 9.1: Normalization based on microscopic physical quantities

Quantities Reference quantities

Length Sl[cm] Sl = L[cm]/N

Time St[s] St = cs ·∆x[cm]/Cs[cm · s−1]

Mass Sm[g] Sm[g] = m [g]

Number of particle Sn Sn=n[cm−3] · S3
l [cm

3]/(b× d)

Energy Se[g · cm2 · s−2] Se = m[g] · S2
l [cm

2]/S2
t [s

2]

Pressure Sp[g · cm−1 · s−2] Sp = ε[g ·m2 · s−2]/S3
l [cm

3]

Temperature ST [K] ST = ε[g · cm2 · s−2]/Kb[cm
2 · g · s−2 ·K−1]

Kbはボルツマン定数 [cm2 · g · s−2・K−1] であり, b, dは仮想粒子速度の速さと方向

を表す. また, Csは音速の実測値 [m · s−1], csは無次元の格子音速 (理論上の音速)

であり密度の微小擾乱の伝播の速さを表す. 尚, csは格子ボルツマンモデルによっ

て異なるが, 一般的に

cs =
∆x

∆t
√

D
(9.1)

である. ∆xは格子間隔 (無次元), ∆tは時間間隔 (無次元), Dは空間次元数であ

る. 規格化物理量を微視的スケールに合わせているため, 格子間隔および時間間隔

は非常に小さくなるためミクロスケールの解析に適している2.

9.3 巨視的な物理量での無次元化

マッハ数Maが 0.1以下程度の遅い流れの場合, 巨視的な物理量で規格化を行う

手法である [19]. 代表長さ及び代表時間とは独立して, 代表速度を仮想粒子速度で

規格化するのが特徴である. これはMa=0.1程度の流れ場の場合, 音速程度で運動

している仮想粒子を長い時間スケールで観測すると非圧縮性流体に近似できる (仮

想粒子の詳細運動を時間方向および空間方向で省略可能である) という考えに基づ

2この議論は Sauro Succi博士, 林 秀光博士とのプライベートコミュニケーションからの抜粋で

　　ある.
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いている3. 表 9.2に代表的な規格化物理量を示す.

表 9.2: Normalization based on macroscopic physical quantities

Quantities Reference quantities

Length Sl[m] Sl = L[m]

Time St[s] St = L[m]/U [m・s−1]

Velocity Sv[m・s−1] Sv = c[m・s−1]

Density Sρ[kg・m−3] Sρ = ρ0[kg・m−3]

Pressure Sp[kg ·m−1 · s−2] Sp = ρc2[kg ·m−1 · s−2]

Temperature ST [K] ST = T0[K]

Dynamic viscosity Sν [m · s−1] Sν = c · L[m · s−1]

Thermal conductivity Sk[m · kg · s−2 ·K−1] Sk = ρ0 · Cp · c · L[m · kg · s−2 ·K−1]

ここで Lは流れ場の代表長さ, U は代表速さ (最大速さ), cは粒子速度, ρ0は代

表密度, T0は代表温度を表す. 通常の代表物理量により規格化をしているため, 対

象としている空間および時間間隔を大きく取ることができるという利点がある4.

3この考えを基にした S展開により格子ボルツマン方程式から非圧縮ナビエ・ストークス方程式

　　を導くことができる [19].
4この議論は稲室 隆二教授とのプライベートコミュニケーションからの抜粋である.
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第 10章

Appendix B FLUENTの検証

格子ボルツマン法の数値解検証に用いた Fluent社の有限体積流体解析ソルバー

FLUENTを検証する. 本章では FLUENTの数値解を解析解および実験と比較し,

妥当性を検証した. 解析解の検証ではクエット流れ及び熱伝導問題を用いた. 実験

による測定値との比較には石川県地域産官学連携豊かさプロジェクト「ほっとメ

ルト」の汚泥溶融炉を用いた.

10.1 解析解による検証

10.1.1 クエット流れ

熱流動の解析解を求めることは難しいため，熱流動問題を非熱流体解析と熱伝

導解析に分けて検証を行う. クエット流れは図 10.1のような剪断流れであり, 上壁

は水平方向に速度 U で移動し下壁は静止している. また，左右は周期境界となっ

ている. この時解析解は

U(y) = U × y/10 (10.1)

となり，水平方向流速は垂直方向座標に線形比例する.

計算領域 10[m]×100[m]，非構造 4角形要素を用い壁近傍には境界層を設け要素

数は 5,600とした. 解析はFLUENT6.1.22で行い浮動小数点精度は倍精度とし，速

度は一次風上差分，速度及び圧力補正は SIMPLE法を用いた. 上壁は+x方向に

1.460735 × 10−4[m · s−1]で移動，下壁は静止，左右は周期境界とした. また，物
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Periodic Periodic 

x 

y 
[0,0] 

図 10.1: Couette flow

性値は空気を用い密度 1.225[kg ·m−3], 粘性係数 1.7894× 10−5[kg ·m−1 · s−1]とし

た. この時のレイノルズ数Reは 100である. 図 10.2は定常状態の水平方向流速を

プロットしたものであり，縦軸は垂直方向座標，横軸は水平方向の流速を表す. 実

線は解析解 [22]，点は FLUENTによる数値解を表す. 解析解と数値解の平均相対

誤差は 10−12であり FLUENTの数値解は妥当であると言える.

図 10.2: Horizontal velocity at x = 50
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10.1.2 熱伝導問題

熱対流問題は解析解との比較が困難であるため，流体中の熱伝導のみの解析を

行い解析解との比較を行った. 計算領域は図 10.3の一辺の長さL = 100[m]の正方

形領域であり，流体は固定壁の中に存在する. この時の温度分布の解析解は左壁の

温度を Tmin, 右壁の温度を Tmax とすると以下の式で表される.

T (x) = Tmin + x(Tmax − Tmin)/L (10.2)

尚，無重力下における非圧縮性流体を仮定しているため熱による対流は生じない.

 Adiabatic fixed wall 

Adiabatic fixed wall 

 

(400[K]) 

Isothermal
fixed wall 

(300[K]) 

Incompressible 

fluid 

x 

y 

Isothermal
fixed wall

図 10.3: Thermal conductivity

計算領域は 100x100[m], 非構造 4角形で要素数 10,000とした. 解析は FLU-

ENT6.1.22で行い浮動小数点精度は倍精度とし，速度及び温度は一次風上差分，

速度及び圧力補正には SIMPLE 法を用いた. 左壁は 300[K] の冷却壁，右壁は

400[K]の加熱壁，上下壁は断熱壁とした. また，重力及び輻射は考慮せず熱伝

導のみの解析を行った. また，物性値は空気を用い密度 1.225[kg ·m−3], 粘性係数

1.7894× 10−5[kg ·m−1 · s−1]とした. 図 10.4は定常状態における y軸中心 (y = 50)

における温度分布であり，実線は解析解，点はFLUENTによる数値解を表す. FLU-

ENTの数値解は定量的に解析解と一致することが確認できた.
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図 10.4: Static temperature at y = 50

10.1.3 まとめ

クエット流れ解析ではFLUENTの数値解は解析解と定量的に同じ結果が得られ

ることが確認できた. また，熱伝導解析においてもFLUENTの数値解は解析解と

定量的に同じ結果が得られることが確認できた. 以上よりFLUENTの妥当性を確

認することができた.

10.2 実験結果との比較

10.2.1 測定機器

流速の測定には単孔式ピトー管を用いた. 図 10.5はピトー管先端部の拡大図

である. 測定孔の直径は 12[mm]，ピトー管係数は 0.852である. また，流速の測

定範囲は 0.1～100.0[m · s−1], 測定精度は小数点 1桁であるため測定値には最大±

0.05[m · s−1]の誤差が含まれると考えられる. また，流速測定値は測定孔断面積で

平均化されている.
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図 10.5: Pitot tube

10.2.2 測定条件

炉全体図を図 10.6に示す. 常温の空気を炉内に流入させ，炉内の流速分布の測

定を行う. 尚，流速分布測定は以下の条件で行った.

・炉内温度: 常温 (約 285[K])

・流入条件: 図 8のAから常温の空気を流入

　－流入量 132と 182 [m3・h−1]の 2通り

・流出境界: 図 8のDから自由流出

・その他: 全ての出口を閉鎖

 

 

A 

D 

x 

y 

z 

図 10.6: Overview of plant
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・流速測定箇所

　流速分布測定は図 10.7の枠で囲った部分で行った.

  

 

x 

y 

 
 

x 

z 

図 10.7: Measuring points

また，測定箇所の詳細を以下に示す.
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図 10.8: Details of measuring points

10.2.3 数値解析条件

解析形状は図 10.6に示した実形状を用いた. 図 10.6のノズルAを空気流入ノズ

ルとし，ノズルDを自由流出として解析を行った. メッシュ生成にはPointwise社の

Gridgen 15を用いて非構造４面体メッシュを生成し，壁面近傍に境界層メッシュを設

けた. 要素数は約160万，節点数は約30万点である. 解析にはFLUENT社の汎用有

限体積ソルバーFLUENT6.1.22を用いた. 浮動小数点精度は単精度とし，速度 (及

び温度)は一次風上差分，速度及び圧力補正にはSIMPLE法を用いた. また，熱を考

慮しない非定常非圧縮性流体の非定常解析を行った. 乱流モデルにはSGSモデルを

用いスマンゴリンスキー定数Cs = 0.1とした. 流体密度ρは1.225[kg ·m−3],粘性係

数は 1.7894×10−5[kg ·m−1 · s−1]とした. ノズルAからの流入量は 132[m3 · h−1](流

入速度 1.16[m · s−1])と 182[m3 · h−1] (流入速度 1.60[m · s−1])の２通りを検討した.
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10.2.4 測定結果と数値解の比較

i) 空気流入量 132[m3 · h−1]の時

　図 10.9は空気流入量が 132[m3 · h−1]の時の流速分布比較である. 縦軸は y軸方

向の流速, 横軸は x軸方向の測定位置を表す. また，＊は数値シミュレーション結

果，丸は測定結果を表す. 中心付近で若干のずれが認められるが，壁面付近の流速

は良く一致している. この時の数値解と測定値の誤差は平均 12.7%である.
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図 10.9: Comparison of experimetals and CFD (Mass flow inlet 132[m3 · h−1])

ii) 空気流入量 182[m3 · h−1]の時

　図 10.10は空気流入量が 182[m3 · h−1]の時の流速分布比較である. 縦軸は y軸方

向の流速, 横軸は x軸方向の測定位置を表す. また，＊は数値シミュレーション結

果，丸は測定結果を表す. 中心付近で若干のずれが認められるが，壁面付近の流速

は良く一致している. この時の数値解と測定値の誤差は平均 14.1%である.

以上より, 測定値と数値解の比較において壁面付近の流速が左右で異なる点が定

性的に再現できていることが確認できた. 尚，燃焼室中心付近で若干のずれが認

められた. 測定値と数値解の誤差は平均 1割弱であったことから FLUENTによる

数値解は妥当であると考えられる. 誤差の主な発生要因として，測定値側ではピ

トー管の測定精度及び空気流入速度の時間変動が考えられる. また実プラントは

観測のための孔があり，これがリークの原因となり流速が減少している可能性が
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図 10.10: Comparison of experimentals and CFD (Mass flow inlet 182[m3 · h−1])

考えられる. また，数値解側では燃焼室中心付近におけるメッシュが粗いことが原

因と考えられる.

10.3 まとめ

FLUENTの数値解を解析解と比較した結果, 定量的に解析解と一致することが

確かめられた. また, FLUENTの数値解を実験による測定値と比較した結果, 流速

分布を定性的に再現できていることが確かめられた. 以上の結果から, FLUENT

は数値解検証用ソルバーとして信頼性が高いと考えられる.
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